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Šiřśı kontext úlohy
V neustále rozr̊ustaj́ıćım se virtuálńım prostoru internetu (resp. p̌redevš́ım webu)
p̌rirozená vzniká poťreba efektivně vyhledávat.

Na začátku 21. stolet́ı p̌restávaj́ı na tuto práci stačit klasické rozcestńıky (de-facto
seznamy odkaz̊u), je poťreba ḿıt k dispozici efektivněǰśı nástroj, který bude pro
uživatele provádět nav́ıc nějaký p̌redvýběr na základě relevance.

Základńı pozorováńı, nástroje a p̌redpoklady:

• Soubor dokument̊u na webu budeme modelovat jako graf. Dokumenty na sebe
odkazuj́ı jednosměrnými odkazy, hyperlinky, graf tedy bude orientovaný.

• O uživateli obecně nemáme žádnou a-priorńı informaci, budeme tedy p̌redpo-
kládat, že se pohybuje po webu náhodně, tzv. náhodný surfǎr.

• Jeho pohyb po grafu poṕı̌seme pomoćı pravděpodobnost́ı. T́ım z grafu vytvo-
ř́ıme tzv. Markov̊uv řetězec.

• Kĺıčové budou vztahy mezi grafy, resp. markovovými řetězci a maticemi soused-

nosti resp. p̌rechodu.

Viz nap̌r. [Langville, Meyer: 2006], [Berry, Browne: 2005].



1. Základńı pohyb na webu

Uvažujme modelový web:
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kde Pk je k-tý dokument na webu. Nechť dále
Bk je množina stránek odkazuj́ıćıch na Pk a
Fk je množina stránek, na které Pk odkazuje; nap̌r

B3 = {P1, P5}, F5 = {P3, P4, P6}.



2. Co je to PageRank?

Larry Page∗ p̌richáźı s jednoduchou myšlenkou (algoritmem na) hodnoceńı stránek
následně po něm pojmenovanou PageRank:

Relevanci stránky Pk definujme jako

r(Pk) =
∑

Pj ∈ Bk

r(Pj)

|Fj|
, r(Pk) > 0 .

Interpretace:
(1.) Odkazuje-li na Pk důležitá stránka Pj, zvyšuje t́ım důležitost Pk.
(2.) Č́ım v́ıce stránek odkazuje na Pk, t́ım je Pk důležitěǰśı.
(3.) Pokud nějaká stránka odkazuje na v́ıce stránek, jej́ı důležitost se mezi odka-
zované stránky rozděĺı rovným d́ılem.

Jak si poradit se “zacyklenou” definićı (relevance je definována pomoćı sebe sama)?

∗Larry Page a Sergej Brin jsou zakladatelé společnosti Google.



Pro náš modelový web
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žrejmě plat́ı:

r(P1) = 1
2
r(P1) + r(P2) + 1

3
r(P3), + r(P4) + 1

3
r(P5) + 1

2
r(P6)



Pro náš modelový web
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žrejmě plat́ı:

r(P1) = 1
2
r(P1) + r(P2) + 1

3
r(P3), + r(P4) + 1

3
r(P5) + 1

2
r(P6)

r(P2) = 1
2
r(P1) + 1

2
r(P6),



Pro náš modelový web
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žrejmě plat́ı:

r(P1) = 1
2
r(P1) + r(P2) + 1

3
r(P3), + r(P4) + 1

3
r(P5) + 1

2
r(P6)

r(P2) = 1
2
r(P1) + 1

2
r(P6),

r(P3) = 1
2
r(P1) + 1

3
r(P5),



Pro náš modelový web

✫✪
✬✩

✫✪
✬✩

✫✪
✬✩

✫✪
✬✩

✫✪
✬✩

✫✪
✬✩

P1 P2

P3

P4 P5

P6

✲
✛

✲
✛

�
�
�
�✠

❅
❅
❅
❅■
❅
❅
❅
❅❘

❅
❅
❅
❅■
❅
❅
❅
❅❘

❅
❅
❅
❅■

�
�
�
�✒
�
�
�
�✠

žrejmě plat́ı:

r(P1) = 1
2
r(P1) + r(P2) + 1

3
r(P3), + r(P4) + 1

3
r(P5) + 1

2
r(P6)

r(P2) = 1
2
r(P1) + 1

2
r(P6),

r(P3) = 1
2
r(P1) + 1

3
r(P5),

r(P4) = 1
3
r(P3) + 1

3
r(P5),



Pro náš modelový web
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žrejmě plat́ı:

r(P1) = 1
2
r(P1) + r(P2) + 1

3
r(P3), + r(P4) + 1
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r(P5) + 1

2
r(P6)
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Pro náš modelový web
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žrejmě plat́ı:

r(P1) = 1
2
r(P1) + r(P2) + 1

3
r(P3), + r(P4) + 1

3
r(P5) + 1

2
r(P6)

r(P2) = 1
2
r(P1) + 1

2
r(P6),

r(P3) = 1
2
r(P1) + 1

3
r(P5),

r(P4) = 1
3
r(P3) + 1

3
r(P5),

r(P5) = 1
3
r(P3) + r(P4) + 1

2
r(P6),

r(P6) = 1
3
r(P5).



Pro náš modelový web
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tedy dostáváme matici hyperlink̊u H:









r(P1)
r(P2)
r(P3)
r(P4)
r(P5)
r(P6)










︸ ︷︷ ︸
π

=










0 1 1/3 0 0 0
1/2 0 0 0 0 1/2
1/2 0 0 0 1/3 0
0 0 1/3 0 1/3 0
0 0 1/3 1 0 1/2
0 0 0 0 1/3 0










︸ ︷︷ ︸

HT










r(P1)
r(P2)
r(P3)
r(P4)
r(P5)
r(P6)










︸ ︷︷ ︸
π

,
HTπ = π = π · λ, λ = 1,

πTH = πT .



3. Matice hyperlink̊u a jej́ı vlastnosti
Matice

H =










0 1/2 1/2 0 0 0
1 0 0 0 0 0

1/3 0 0 1/3 1/3 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 0 0 1/2 0










• je po prvćıch nezáporná, dokonce 0 ≤ H ≤ 1, a součet prvk̊u v řádku je roven
jedné, tzv. stochastická matice.

• Vektor e = [1, . . . ,1]T je žrejmě (pravým) vlastńım vektorem, He = e = e · 1
odpov́ıdaj́ıćım vlastńımu č́ıslu λ = 1.

• Hledaný vektor π = [p(P1), . . . p(Pn)]T je odp. levým vlastńım vektorem, πTH = πT .

Prvky v j-tém řádku obsahuj́ı nuly a Fj č́ısel 1/|Fj|. Tedy hj,k lze interpretovat jako
pravděpodobnost p̌rechodu z Pj na Pk (náhodný surfǎr).

Orientovaný graf vybavený pravděpodobnostmi p̌rechodu je Markovovým řetězcem.

Jsou tyto vlastnosti univerzálńı (plat́ı to tak vždy)?



4. Teleportace

Pokud existuje stránka (dokument) Pj, ze kterého nevede daľśı odkaz, tj. |Fj| = 0
(typicky obrázky .jpg, .png, ..., často i daľśı dokumenty .pdf, atd.), angl. dangling

node, je matice hyperlink̊u tzv. substochastická
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%

H =










0 1/2 1/2 0 0 0
1 0 0 0 0 0

1/3 0 0 1/3 1/3 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 0 0 1/2 0










Protože stochasticita je důležitá (nemáme vlastńı pár e = [1, . . . ,1]T , λ = 1) a
náhodný surfǎr by z̊ustal v takovém vrcholu grafu uvězněn, oprav́ıme stochasticitu
t́ım, že umožńıme surfǎri se teleportovat kamkoliv do grafu (v praxi uživatel zadá
do adresńıho řádku jinou adresu).



Nechť d = [d1, . . . , dn]T ∈ {0,1}n (dangling node vektor) tak, že

dj = 1 ⇐⇒ |Fj| = 0 ⇐⇒ Pj je dangling node.

Pak opravená matice hyperlink̊u H ′ = H + 1
n
deT

=










0 1/2 1/2 0 0 0
1 0 0 0 0 0

1/3 0 0 1/3 1/3 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 0 0 1/2 0










+
1

6










0
0
0
1
0
0










[
1 1 1 1 1 1

]

=










0 1/2 1/2 0 0 0
1 0 0 0 0 0

1/3 0 0 1/3 1/3 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
0 0 1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 0 0 1/2 0










je jǐz vždy stochastická.

Vlastńı vektor π ∈ Rn lze nalézt nap̌r. řešeńım singulárńı soustavy (H ′ − I)π = 0...



5. Spektrálńı poloměr (opravené) matice hyperlink̊u

V́ıme tedy, že H ′e = e, tedy λ = 1 ∈ σ(H ′). Je toto vlastńı č́ıslo něč́ım významné?

Nechť v ∈ Rn, ‖v‖ je libovolná vektorová norma, A ∈ Rn×n, pak

|||A||| = max
v, ‖v‖ = 1

‖Av‖

nazýváme operátorovou normou matice (indukovanou vektorovou normou ‖ · ‖).

Pro Ax = xλ, ‖x‖ = 1 žrejmě plat́ı

|||A||| = max
v, ‖v‖ = 1

‖Av‖ ≥ ‖Ax‖ = ‖xλ‖ = ‖x‖ |λ| = |λ|.

Označme spektrum a spektrálńı poloměr matice A

σ(A) = {λ ∈ C : det(A− λI) = 0}, ̺(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|.

Tedy každá operátorová norma majorizuje spektrálńı poloměr matice

|||A||| ≥ ̺(A).



Označmě v = [ν1, . . . , νn]T a A = (aj,k). Pak speciálně pro normu

‖v‖∞ = lim
p→∞

‖v‖p = lim
p→∞

( n∑

j=1

|νj|
p

)1
p

= max
j

|νj|

dostaneme

|||A|||∞ = max
j

n∑

k=1

|aj,k| (maximum ze součt̊u řádk̊u |A|).

Speciálně pro matici hyperlink̊u H ′ = (hj,k), která je stochastická, dostaneme

∣
∣
∣
∣
∣
∣H ′

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∞

= max
j

n∑

k=1

|hj,k| = 1.

Protože H ′ má vlastńı č́ıslo 1 a zároveň je |||H ′|||∞ = 1 ≥ ̺(A) = maxλ∈σ(A) |λ|,
je tedy λ = 1 nejvěťśı vlastńı č́ıslo a zároveň spektrálńı poloměr matice H ′.

Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor π uḿıme nalézt mocninnou metodou, pokud...



6. Mocninná metoda

Máme matici A a startovaćı vektor v0, ‖v0‖ = 1. Pro ℓ = 1,2,3, . . . poč́ıtáme

pℓ = Avℓ−1, vℓ =
pℓ

‖pℓ‖
=

1

‖pℓ‖
Avℓ−1 =

1

̟ℓ

Aℓ v0,

kde ̟ℓ = ‖pℓ‖ · · · · · ‖p1‖. Je-li A (pro jednoduchost) diagonalizovatelná, tj.

A = XΛX−1, Λ = diag(λ1, . . . , λn), |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|

pak pro X = [x1, . . . , xn] a w0 = X−1v0 = [ω1, . . . , ωn]T

vℓ =
1

̟ℓ

XΛℓw0 =
1

̟ℓ

n∑

j=1

xjλ
ℓ
j ωj =

λℓ
1

̟ℓ



x1 ω1 +

n∑

j=2

xj

(
λj

λ1

)ℓ

ωj



 .

Za jistých p̌redpokladů (ω1 6= 0, |λ1| > |λ2| neboli |λj/λ1| < 1) vid́ıme, že

vℓ ∼ x1 ςℓ, kde ςℓ =
λℓ
1 ω1

̟ℓ

, |ςℓ| −→
1

‖x1‖
, span(vℓ) −→ span(x1).



7. Vlastńı č́ıslo λ = 1 může být násobné
Nap̌r. když

H =

[

H1 0
0 H2

]

, kde Ht jsou stochastické.

Obecněji, když H je rozložitelná, tj. existuje permutačńı matice Π tak, že

H = Π

[

H1 W
0 H2

]

ΠT , pak σ(H) = σ(H1) ∪ σ(H2)

včetně násobnost́ı. Analogie dangling node, surfǎr z̊ustane uvězněn v H2.
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8. Aritmetika nezáporných a stochastických matic I.

Pro nezáporné matice žrejmě plat́ı:

• Když A ≥ 0, B ≥ 0, pak A+ B ≥ 0.

Pro stochastické matice (čtvercové nezáporné s jednotkovými součty řádk̊u) plat́ı:

• Když A ≥ 0 &
∑

k aj,k = 1, B ≥ 0 &
∑

k bj,k = 1, pak

C = α ·A+ (1− α) ·B,
∑

k cj,k = α ·
(∑

k aj,k
)
+ (1− α) ·

(∑

k bj,k
)
= 1.

• Pokud nav́ıc 0 ≤ α ≤ 1, pak C ≥ 0.

• Pokud nav́ıc A > 0 nebo B > 0 a 0 < α < 1, pak C > 0.

Tedy: Konvexńı kombinace stochastických matic je stochastická matice.



9. Druhá teleportace

Náhodný surfǎr se může teleportovat kdykoliv, nejen v dangling nodes.

Zavedeme tzv. Google Matrix

G = α ·

(

H +
1

n
deT

)

︸ ︷︷ ︸

H ′

+ (1− α) ·

(
1

n
eeT

)

, kde 0 < α < 1

a č́ısla α a (1− α) opět intepretujeme jako pravděpodobnosti.

G je stochastická, kladná a proto také nerozložitelná.

⇒ Náhodný surfǎr nyńı nemůže uv́ıznout ve “slepé” (“viśıćı”) komponentě grafu.

⇒ Násobnost vlastńıho č́ısla λ = 1 je nyńı “omezena” t́ım, že nemůže nastat situace
ze slide 7. Stač́ı to ale?



10. Aritmetika nezáporných a stochastických matic
II.

Pro nezáporné matice (a vektory) plat́ı:

•1 Když A ≥ 0, v ≥ 0, pak Av ≥ 0.

•2 Když A ≥ 0, B ≥ 0, pak AB ≥ 0.

•3 Když A > 0, v ≥ 0 & v 6= 0, pak Av > 0.

•4 Když A > 0, B ≥ 0 & B 6= 0, pak AB ≥ 0 & AB 6= 0.

V důsledku dále plat́ı:

•5 Když A ≥ 0, x ≥ y, pak Ax ≥ Ay.

D: x ≥ y ⇒ (x− y) ≥ 0 ⇒1 A(x− y) ≥ 0 ⇒ Ax−Ay ≥ 0 ⇒ Ax ≥ Ay.

•6 Když A > 0, x ≥ y & x 6= y, pak Ax > Ay.

D: x ≥ y & x 6= y ⇒ (x− y) ≥ 0 & (x− y) 6= 0 ⇒3 A(x− y) > 0 ⇒ Ax > Ay.
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•1 Když A ≥ 0, v ≥ 0, pak Av ≥ 0.
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•5 Když A ≥ 0, x ≥ y, pak Ax ≥ Ay.

D: x ≥ y ⇒ (x− y) ≥ 0 ⇒1 A(x− y) ≥ 0 ⇒ Ax−Ay ≥ 0 ⇒ Ax ≥ Ay.
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•7 Když A ≥ 0, v ≥ 0, Av > v ϕ, pak:

V prvńı řadě v 6= 0. Pro ϕ ≥ 0 nav́ıc w ≡ Av > 0.

Označme v = [ν1, . . . , νn]T , w = [ω1, . . . , ωn]T , pak ωj > νj ϕ, j = 1, . . . , n, a pro

ε = min
s

ωs

νs
− ϕ > 0, dostaneme Av ≥ v (ϕ+ ε).

Označme dále B = 1
ϕ+ε

A, plat́ı tedy B ≥ 0, Bv ≥ v a v důsledku5 dostáváme

· · · ≥ Bℓ+1v ≥ Bℓv ≥ Bℓ−1v ≥ · · · ≥ B2v ≥ Bv ≥ v.

Poznamenejme, že pro čtvercovou matici M plat́ı

M ℓ −→ 0 ⇔ ̺(M) < 1.

Zřejmě Bℓ 6−→ 0, tedy ̺(B) ≥ 1, tedy ̺(A) ≥ ϕ+ ε, tedy

̺(A) > ϕ.

(Pro ϕ < 0 plat́ı nerovnost triviálně.)



Nyńı máme Google matrix G > 0 a PageRank vektor π tak, že GTπ = π, ‖π‖∞ = 1.

Pak GT |π| >3 0, p̌ričemž |π| ≥ π. Máme dvě možnosti:

1) |π| = ±π (všechny složky π maj́ı stejná znaménka), pak

GT |π| = ±GTπ = |GTπ| = |π| · 1.

2) |π| 6= ±π (vektor π má alespoň dvě nenulové složky r̊uzných znamének), pak

GT |π| > |GTπ| = |π| · 1, a tedy ̺(GT) = ̺(G) >7 1

což je spor s ̺(G) ≤ ‖G‖∞maxv, ‖v‖∞ = 1 ‖Gv‖∞ = 1.

Důsledek: Vektor PageRank̊u π = [r(P1), . . . , r(Pn)]T lze volit nezáporný.

Protože G > 0, π ≥ 0, π 6= 0 a π · 1 = GTπ dostáváme nav́ıc

r(Pj) =

n∑

k=1

gk,j r(Pk) > 0,

tedy vektor PageRank̊u lze vždy volit dokonce kladný π > 0.



11. Podruhé o násobnosti vlastńıho č́ısla λ = 1
Geometrická násobnost: Předpokládejme, že existuj́ı dva vlastńı vektory

GTv = v = [ν1, . . . , νn]
T > 0, GTw = w = [ω1, . . . , ωn]

T > 0, v 6= w.

Pak také u = vα+wβ je vl. vektorem. Pro α = 1 a β = − νj

ωj
je j-tá složka u nulová,

což je ve sporu s t́ım, že všechny jeho složky jsou stejného znaménka a nenulové.

• Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ = 1 je tedy jedna.

• Matice G obsahuje pouze jeden Jordanův blok s t́ımto vlastńım č́ıslem.

Algebraická násobnost: Pravý a levý vlastńı vektor netriviálńıho Jordanovu bloku

J =








1 1
1 1

.. . . . .
1 1

1







, JvR = vR =








1
0
...
0
0








JTvL = vL =








0
0
...
0
1








jsou navzájem vždy ortogonálńı 〈vR, vL〉 = 0.

• Zřejmě Ge = e = [1, . . . ,1]T , GTπ = π > 0, 〈e, π〉 > 0.

• Vlastńı č́ıslo λ = 1 matice G je jednoduché.
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12. Poznámka o (im)primitivńıch matićıch

Nemohou v matici existovat jiná vlastńı č́ısla s absolutńı hodnotou jedna?

H =














0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0














χH(λ)

= det(λI −H)

= λn − 1

Binomická rovnice λn = 1 však vede na |λj| = 1, j = 1, . . . , n.

Nezáporná nerozložitelná matice s touto vlastnost́ı se nazývá imprimitivńı.

Lze ukázat, že je-li matice kladná (tj. také Google Matrix G), pak už je vždy
primitivńı. Mocninná metoda tedy lze použ́ıt k nalezeńı PageRank vektoru π.



12. Poznámka o (im)primitivńıch matićıch
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H =














0 0 0 0 0 0 0 H1,n

H2,1 0 0 0 0 0 0 0
0 H3,2 0 0 0 0 0 0
0 0 H4,3 0 0 0 0 0
0 0 0 H5,4 0 0 0 0
0 0 0 0 H6,5 0 0 0
0 0 0 0 0 H7,6 0 0
0 0 0 0 0 0 H8,7 0














Délky všechny cykl̊u maj́ı gcd = 8 > 1, tzv. index imprimitivity.

Nezáporná nerozložitelná matice s touto vlastnost́ı se nazývá imprimitivńı.

Lze ukázat, že je-li matice kladná (tj. také Google Matrix G), pak už je vždy
primitivńı. Mocninná metoda tedy lze použ́ıt k nalezeńı PageRank vektoru π.



Několik fakt̊u na závěr

Matice hyperlink̊u H stránek Cambridge University (n = 212 710) a jej́ı spektrum.

• n = 2.7× 109 [Moler: 2002], 8.1× 109 [LM: 2006], 11.5× 109 [LSW: 2009].
• Matice je součtem ř́ıdké matice hyperlink̊u H, nnz(H) ≈ 10n [LM: 2006]
• a low-rank teleportačńı matice 1

n
(d+ e)eT ; lze s ńı manipulovat.

• Teleportace skrývá prostor pro personalizaci.
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Děkuji vám za pozornost
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