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Anotace

Tato práce se věnuje (elektro)mechanickým kalkulátor̊um značky Nisa, které se ve
20. stolet́ı vyráběly na Liberecku. Práce obsahuje dvě části. V prvńı se podrobněji
věnujeme numerickým výpočt̊um, které lze na kalkulátorech realizovat. Kromě kla-
sického sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı a děleńı se zbytkem, které jsou triviálńı, se
věnujeme hlavně numerickému výpočtu odmocniny z přirozeného, resp. kladného
racionálńıho č́ısla. Podrobně vylož́ıme, jak jednotlivé numerické metody funguj́ı, jak
spolu souvisej́ı a vybereme metodu, která je pro výpočet na jednoduchém kalkulátoru
nejvhodněǰśı.

Ve druhé části práce se stručně věnujeme historii výroby. Poṕı̌seme tři odlǐsné
varianty konstrukćı výpočetńıho mechanizmu, které se nám podařilo dohledat. Dále
se pak v rámci jednotlivých konstrukčńıch variant soustřed́ıme na jednotlivé modely,
modelové řady, barevné varianty atd., které se zde v pr̊uběhu let vyráběly.

Kĺıčová slova:

numerický výpočet; druhá odmocnina; babylonská metoda; Newtonova metoda; Ta-
ylor̊uv polynom; (elektro)mechanický kalkulátor; kalkulátor Nisa; výroba na Libe-
recku
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Abstract

This work is focused to (electro)mechanical calculators Nisa that were produced
throughout the 20th century in Liberec region. The work consists of two parts. To
first part focused in detail to numerical calculator, that are applicable on such ca-
lulcators. With the exception of trivial calulations, such as addition, subtraction,
multiplication and division with remainders, we focus mainly on the numerical me-
thods for the calculators the square-root of a natural, or positive rational number.
We explain in detail how these methods work, how they relate to each other, and
finally we propose the one, which fits the best for such simple calulator.

In the other part, we briefly go through the history of the production. We de-
scribe three construction variants of the computaional mechanism, that we were
able to identify. Further, we show which models, model lines, color variants, etc.
were produced within the individual construction variant throughout the years.

Key words:

numerical computtion; square-root; Babylonian method; Newton’s method; Taylor’s
polynomial; (electro)mechanical calculator; calculator Nisa; industry in Liberec re-
gion
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Závěr 58

Reference 59

9



Seznam obrázk̊u
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Použité značeńı a zkratky

V textu použ́ıváme zejména následuj́ıćı značeńı:

Značeńı Význam

N množina přirozených č́ısel (at’ už s nebo bez nuly)
N0 = N ∪ {0} množina přirozených č́ısel s nulou
N+ = N ∖ {0} množina přirozených č́ısel bez nuly
Q, Q+ množina racionálńıch, resp. kladných racionálńıch č́ısel

K množina kvadratických iracionalit, tj. č́ısel p+
√
n

q

R, R+ množina reálných, resp. kladných reálných č́ısel
n! faktoriál přirozeného č́ısla n! = n ⋅ (n − 1)!, 0! = 1
{an}∞n=0 posloupnost č́ısel a0, a1, a2, . . .
f (n) = d

dxf
(n−1) n-tá derivace funkce f(x), f (0)(x) = f(x)

speciálně je pak obvykle
f ′(x) = f (1) prvńı derivace funkce f(x)
f ′′(x) = f (2) druhá derivace funkce f(x)
f ′′′(x) = f (3) třet́ı derivace funkce f(x)
f−1(x) inverzńı funkce k funci f(x); f(f−1(x)) = x, f−1(f(x)) = x
[x0;x1, x2, . . . , xn] konečný řetězový zlomek
[x0;x1, x2, x3, . . .] nekonečný řetězový zlomek
[x0;x1, . . . , xk, . . . , xk+d, . . .] nekonečný periodický řetězový zlomek

12



Úvod

Tato práce je rozdělena do dvou část́ı. V prvńı části se zabýváme zejména výpočtem
druhé odmocniny č́ısla 2. Budeme cht́ıt nalézt druhou odmocninu, nejčastěji označo-
vanou

√
s, 2

√
s, nebo s1/2, z přirozeného č́ısla s ∈ N+, tedy nezáporného racionálńıho

č́ısla s = p/q ∈ Q+, kde p, q ∈ N0, q ≠ 0. Odmocnina z přirozeného č́ısla je však
bud’ opět č́ıslo přirozené, nebo č́ıslo iracionálńı. Nás budou zaj́ımat předevš́ım ira-
cionálńı př́ıpady. Nalézt odmocninu přestě tak nebude možné. Budeme tak nuceni
hledat nějakou jej́ı přibližnou hodnotu – aproximaci. K ńı se budeme cht́ıt dostat
tzv. numerickými výpočetńımi metodami. Mohli bychom použ́ıt i dnes již často poza-
pomenuté - metody geometrické. Geometricky můžeme úlohu nejsnáz přeformulovat
jako nalezeńı (strany) čtverce s předepsanou plochou s. Pro geometrický výpočet je
však nejlepš́ı použ́ıt tzv. Euklidovu větu o výšce. Nejběžněǰśı numerické výpočetńı
metody pro nalezeńı odmocniny jsou iteračńı. Některé metody, se kterými se zde
seznámı́me, budou matematicky elegantńı, jako např. Newtonova metoda, a budou
mı́t spoustu daľśıch souvislost́ı, jak se pokuśıme ukázat. Jiné, ne tak elegantńı, jsou
vhodněǰśı např. pro výpočet z hlavy, resp. proveditelný jednoduše tužkou na paṕı̌re.
Jeden takový algoritmus pro výpočet odmocniny bude vhodný i pro výpočet na
našich kalkulátorech.

Nejprve představ́ıme babylonskou metodu, zřejmě prvńı algoritmus použitý pro
aproximaci

√
s. Babylonský algoritmus výpočtu odmocniny je proces, při kterém se

generuje posloupnost č́ısel an, která se opakuje, dokud neńı dosaženo požadované
přesnosti. Jedná se o algoritmus, kdy se počet č́ıslic pomoćı aproximace s každou
iteraćı zhruba zdvojnásob́ı viz 2.7.

V daľśı kapitole představ́ıme Newtonovu–Raphsonovu metodu neboli metodu
tečen, viz [2]. Princip této metody spoč́ıvá v hledáńı přibližné polohy pr̊useč́ıku grafu
funkce y = g(x) s vodorovnou osou (y = 0) tak, že funkci v nějakém bodě x̃ nahrad́ıme
tečnou této funkce v tomto bodě. Mı́sto hledáńı pr̊useč́ıku nelineárńı funkce hledáme
pr̊useč́ık tečny popsaný lineárńı funkćı. Dojdeme k závěru, že babylonská metoda
výpočtu odmocniny & Newtonova metoda použitá na funkci g(x) = x2+s jsou totéž.

Dále navážeme na Taylorovu metodu, která je založena na aproximaci odmo-
ciny pomoćı Taylorova rozvoje. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě je Taylorova metoda
identická s babylonskou metodou.

Daľśı metoda nalezeńı aproximace druhé odmocniny byla popsána ve starověkém
rukopisu zvaném Bakhshaliho rukopis, viz [3]. Odpov́ıdá dvěma po sobě jdoućım
iteraćım babylonské metody zač́ınaj́ıćı s počátečńım odhadem a0. Tj. jeden krok
Bakhshaliho metody přesně opov́ıdá dvěma po sobě jdoućım krok̊um babylonské
metody.
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Jednou z daľśıch možnost́ı jak vyjádřit odmocniny je metoda řetězových zlomk̊u
x = [x0;x1, x2, . . . , xn]. Rekurentńı vztahy v této kapitole použijeme pro výpočet
sbĺıžených zlomk̊u – aproximaćı hledané odmocniny. Konkrétńı výpočet si ukážeme
opět na našem př́ıkladu

√
s. Nalezli jsme řetězový zlomek námi hledané odmocniny√

28977, ale ovšem s racionálńımi.
V druhé části této kapitoly představ́ıme mechanické kalkulačńı stroje Nisa. Tyto

kalkulátory se vyráběly v závodě Nisa Proseč nad Nisou a dodávaly se do 35 zemı́.
Modely jsou rozděleny do tř́ı skupin dle použ́ıvaných technologíı, tzv. Leibnitzova
ozubená kola (Leibnitz wheel, stepped drum, dále Odhnerova ozubená kola (pinwheel,
varianta Leibnitzova kola) a tzv. vahadlový mechanizmus. Některé stroje byly plně
mechanické, na kliku a s postupnými drobnými či větš́ımi inovacemi z̊ustaly v použ́ıváńı
až do 70. let dvacátého stolet́ı. Nověǰśı modely byly již elektromechanické. V sedmde-
sátých letech byly mechanické stroje vytlačeny levnými elektronickými kalkulačkami.
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1 Elementárńı výpočty na mechanických kal-
kulátorech

Nejprve se velmi stručně okomentujeme elementárńı operace, které lze provádět na
mechanických kalulátorech provádět.

1.1 Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı

Z pohledu moderńıch výpočetńıch prostřed̊u mechanické kalkulátory zpravidla pou-
ž́ıvaj́ı několik displej̊u slouž́ıćıch zároveň jako paměti nebo registry:

• jeden pro zobrazováńı aktuálńıho operandu – často nepř́ıtomný jako displej,
zápis, uložeńı i čteńı hodnoty operandu člověkem lze totiž často provést př́ımo
prostřednictv́ım klávesnice (vstupu) kalulátoru,

• druhý pro zobrazováńı aktuálńıho stavu mezivýpočtu – slouž́ıćı zároveň jako
akumulátor klasického procesoru

• třet́ı slouž́ıćı pro evidenci počtu provedených operaćı.

Viz také obrázek ??. Tyto registry jsou schopny uchovat několik deśıtkových cifer.
Pamět’ tedy nepracuje jako u klasického poč́ıtač v binárńı, ale př́ımo v dekadické
č́ıselné soustavě.

Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı je však prováděno zcela analogicky jako např. sč́ıtáńı a ode-
č́ıtáńı jednoduchých č́ıselných typ̊u (integer) v poč́ıtači. Zejména tedy, když dojde
k přetečeńı, tedy přičteńı takového č́ısla do akumulátoru, že součet je větš́ı než
zobrazitelný rozsah, dojde k vynulováńı celé paměti a přičteńı jen toho

”
co je nav́ıc“.

Schematicky, na pěticiferném displeji

[12345] + [98765] → [11110].

Obdobně při odeč́ıtáńı může doj́ıt k podtečeńı, když menšitel je větš́ı než aktuálńı
stav akumulátoru. Opět schematicky na stejném displeji

[00000] − [00001] → [99999].

Matematicky jde o sč́ıtáńı, resp. odeč́ıtáńı modulo 105, resp. 10d, kde d je počet cifer
displeje.
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Obrázek 1.1: Schéma jednoho z typ̊u mechanických kalkulátor̊u. Označeny jsou výše
zmiňované paměti, resp. registry, resp. dispeleje, resp. ovládaćı prvky: (A) pamět’

aktuálńıho operandu a zároveň vstup, (B) akumulátor, hlavńı registr výsledku, (C)
poč́ıtadlo operaćı. Náčrt převzat z manuálu kalkulátoru Nisa PK5, [14].

1.2 Násobeńı a děleńı se zbytkem

Operace násobeńı, resp. děleńı se zbytkem, tj. děleńı celého č́ısla a celým č́ıslem b,
a ≥ b, tak, že

a = b ⋅ q + r, q, r ∈ N0, r < b,
je realizováno jednoduše postupným sč́ıtáńım, resp. postupným odeč́ıtáńım.

V př́ıpadě násobeńı je tedy typicky na začátku prázdný akumulátor. Na vstupu
nastav́ıme jeden z operand̊u, řekněme a, a postupně ho přič́ıtáme do akumulátoru.
Třet́ı displej zobrazuj́ıćı počet operaćı nám přitom ř́ıká, kolikrát jsme přičteńı pro-
vedli. Je-li druhý součinitel např. b, součin se v akumulátoru objev́ı v ten okamžik,
když se v registru počtu operaćı objev́ı b.

Obdobně u děleńı se zbytkem. Zde je typicky na začátku v akumulátoru dělenec
a, tedy prvńı z operand̊u. Na vstupu nastav́ıme druhý z operand̊u, tedy dělitel b.
Odeč́ıtáńı provád́ıme tak dlouho, než dojde k podtečeńı (přesněji řečeno, pokud
k němu dojde, muśıme jedno odeč́ıtáńı vrátit). Na konci procesu tak v akumulátoru
zbyde reziduum tedy zbytek po děleńı r a registr počtu operaćı obsahuje celoč́ıselný
pod́ıl q.

Všechny tyto výpočty lze samozřejmě analogicky provádět i na vybraných ra-
cionálńıch č́ıslech (takových, která maj́ı v deśıtkové soustavě ukončený desetinný
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rozvoj a která obsahuj́ı jen několik nenulových cifer dostatečně bĺızko u sebe). Stač́ı
jen vhodně posunout desetinnou čárku a č́ısla interpretovat jako celá.

V praxi pak můžeme využ́ıvat řady r̊uzných technických
”
vychytávek“, které

kalkulátory maj́ı. Budeme-li např. násobit č́ısla 64 a 122, stač́ı fakticky provést
přičteńı jen několik. Kalkulátor totiž umožňuje velmi efektivně násobit a dělit de-
seti, prostým posunut́ım vstupu oproti akumulátoru. Tedy výpočet 64 ⋅ 122 bychom
technicky provedli na pět sč́ıtáńı a dvě posunut́ı

[00000]ac + [00064]in + [00064]in → [00128]ac,
[00064]in ⋅ 10→ [00640],
[00128]ac + [00640]in + [00640]in → [01408]ac,
[00640]in ⋅ 10→ [06400],
[01408]ac + [06400]in = [07808]ac.

Dolńı indexy zde upřesňuj́ı, co je obsahem akumulátoru ([xxxxx]ac) a co je na
vstupu ([xxxxx]in).

Dále již nebudeme takto detailńı popis potřebovat. Je jasné, že když budeme
cht́ıt nějaký složitěǰśı výpočet provést, budeme ho muset

”
rozb́ıt“ na operace zde

prezentované. Tedy na sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı a děleńı se zbytkem. V následuj́ıćı
kapitole se detailněji pod́ıváme na výpočet odmocniny.
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2 Metody výpočtu druhé odmocniny p̌rirozeného
č́ısla

V této kapitole se budeme zabývat t́ım, jak poč́ıtat druhou odmocninu. Postupy
pro nalezeńı druhých kořen̊u (zejména druhé odmocniny 2) jsou známy alespoň
od obdob́ı starověkého Babylonu v 17. stolet́ı před Kristem (tzv. babylonská me-
toda). Moderńı analytické metody se začaly rozv́ıjet po zavedeńı arabského č́ıselného
systému do západńı Evropy na počátku renesance, viz např. [1].

2.1 Iteračńı metody výpočtu

My budeme cht́ıt nalézt druhou odmocninu, označovanou zpravidla
√
s, 2

√
s, nebo

s1/2, z přirozeného č́ısla s ∈ N+, resp. nezáporného racionálńıho č́ısla s = p/q ∈ Q+,
kde p, q ∈ N0, q ≠ 0. Obě úlohy jsou v podstatě identické proto, že

√
p

q
=

√
p

√
q
.

Odmocnina z přirozeného č́ısla je však bud’ opět č́ıslo přirozené, nebo č́ıslo ira-
cionálńı. Nás budou zaj́ımat předevš́ım ty druhé př́ıpady. Nalézt odmocninu přestě
tak nebude možné. Budeme tak nuceni hledat nějakou jej́ı přibližnou hodnotu –
aproximaci. K ńı se budeme cht́ıt dostat tzv. numerickými výpočetńımi metodami.
Poznamenejme, že numericky můžeme hledat př́ımo odmocninu samotnou, nebo
úlohu přeformulovat a hledat nezáporný kořen rovnice x2 − s = 0. Mohli bychom
použ́ıt i dnes již často pozapomenuté - metody geometrické. Geometricky můžeme
úlohu nejsnáze přeformulovat jako nalezeńı (strany) čtverce s předepsanou plochou
s. Pro geometrický výpočet je však nejlepš́ı použ́ıt tzv. Euklidovu větu o výšce.

Nejběžněǰśı numerické výpočetńı metody pro nalezeńı odmocniny jsou iteračńı.
Spoč́ıvaj́ı v nalezeńı vhodného počátečńıho odhadu hodnoty odmociny, řekněme x0,
následovaném iteračńım zpřesněńım x1 = f(s, x0). Zpřesněńı provád́ıme opakovaně,
tj.

xn+1 = f(s, xn), n = 0,1,2,3, . . . ,

dokud nejsou splněna některá kritéria ukončeńı celého procesu. Např. nalezneme-li
č́ıslo xN takové, že

∣x2N − s∣ < ε
je dostatečně malé, menš́ı než nějaké předepsané kladné ε > 0.
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Často může být počátečńı odhad x0 relativně libovolné č́ıslo, ideálńı by ale bylo,
odhadnout jej tak, aby nám pak stačilo co nejméně iteraćı. Pokud iteračńı zpřesněńı
funguje správně, resp. je tzv. konzistentńı, tedy plat́ı

√
s = f(s,√s), tedy odmocnina

z hledaného č́ısla je jeho stacionárńım bodem, snadno nahlédneme, že počet iteraćı
bude minimálńı, právě když x0 =

√
s – , kdybychom však uměli odmocninu z s od-

hadnout rovnou, nemuśıme ji poč́ıtat. Nejznáměǰśı iteračńı metoda je asi Newtonova
metoda tečen, kterou mj. v této práci představ́ıme. Nav́ıc uvid́ıme, že tato moderńı
metoda je zároveň již dávno známou metodou babylonskou.

Některé metody, se kterými se zde seznámı́me, budou, řekněme, matematicky ele-
gantńı, jako např. ona Newtonova metoda, a budou mı́t spoustu daľśıch souvislost́ı,
jak se pokuśıme ukázat. Jiné, ne tak elegantńı, jsou vhodněǰśı např. pro výpočet
z hlavy, resp. proveditelný jednoduše tužkou na paṕı̌re. Jeden takový algoritmus pro
výpočet odmocniny bude vhodný i pro výpočet na našich kalkulátorech.

Poznamenejme, že také moderńı poč́ıtače (resp. procesory) prováděj́ı výpočet
odmocniny pomoćı podobných numerických algoritmů, jen velmi dobře optimalizo-
vaných, ideálně rychle konverguj́ıćıćıch k velmi přesným aproximaćım. A přestože
jsou moderńı poč́ıtače mnohem dál než stařičké kalkulátory, ani na moderńıch stroj́ıch
neumı́me (v klasické aritmetice) pracovat s iracionálńımi č́ısly. I zde pracujeme jen
s jistou, velmi omezenou a velmi zředěnou podmnožinou množiny racionálńıch č́ısel
Q.

2.2 Babylonská metoda

Možná prvńı algoritmus použitý pro aproximaci
√
s je známá jako babylonská me-

toda. Babylonská metoda je postavená na následuj́ıćım rekurentńım vztahu

an =
1

2
( s

an−1
+ an−1) , (2.1)

který generuje posloupnost
{an}∞n=0,

jej́ıž limita je
lim

nÐ→∞
an =

√
s.

Podrobněji se na motivaci rekurentńıho vztahu (2.1) a zd̊uvodněńı jeho funkčnosti
pod́ıváme ńıže.

Stejně jako my, tak i Babyloňané si pro ulehčeńı výpočt̊u vytvářeli matematické
tabulky – např́ıklad násobilku, tabulku převrácených hodnot č́ısel nebo jejich apro-
ximaćı a dokonce tabulky mocnin (použ́ıvané při výpočtech, které bychom my dnes
prováděli pomoćı kvadratických rovnic) a některých odmocnin. Dále se do dnešńı
doby dochovaly i tabulky obsahuj́ıćı vztahy v trojúhelńıćıch a v pravidelných n-úhel-
ńıćıch. Vı́me, že Babyloňané uměli přibližnou hodnotu odmocniny vypoč́ıtat, nev́ıme
však jak. Žádné zápisy o postupech se nám z této doby nezachovaly.

Z dochovaných hliněných tabulek je však jasné, že Babyloňané znali analogie
(slovńı popisy) dnešńıch známých matematických pravidel
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(a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2 a a2 − b2 = (a − b) ⋅ (a + b).

Vycházely z nich jejich výpočty odmocnin. Chceme vypoč́ıtat přibližnou hodnotu
odmocniny z přirozeného č́ısla s.

2.2.1 Horńı odhad

Budeme předpokládat, že s neńı druhou mocninou přirozeného č́ısla, jinak bychom
už byli hotovi. Najdeme nejmenš́ı čtverec, menš́ı než je s a vyjádř́ıme s ve tvaru

s = a2 + b, (2.2)

kde a, b ∈ N. Pokud s neńı čtvercem, plat́ı a2 < s < (a+1)2. Č́ıslo a je v jistém smyslu
přirozená nejjednodušš́ı aproximace hledané odmocniny a plat́ı

a <
√
s.

Aproximaci odmocniny s lze odhadnout shora následuj́ıćım zp̊usobem

√
s =

√
a2 + b <

√
a2 + b + b2

4a2
= a + b

2a
= 2a2 + b

2a

= 1

2
(a

2 + b
a

+ a) = 1

2
(s
a
+ a) .

(2.3)

Ukázali jsme tedy, že odmocnina z s je ostře menš́ı než aritmetický pr̊uměr č́ısel s/a
a a. Všimňeme si, že v předchoźım odvozeńı horńıho odhadu nikde nepouž́ıváme
vlastnost, že a2 je nejmenš́ı čtverec ostře menš́ı než s (přičemž s neńı čtverec). To
motivuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 1. Necht’ s ∈ R+, a ∈ R+, pak plat́ı

√
s ≤ 1

2
(s
a
+ a) .

D̊ukaz. Důkaz lemmatu provedeme obdobně jako v (2.3), jen muśıme rozlǐsit dva
př́ıpady. Zřejmě

s = a2 + b
přižemž b může být

• kladné (pokud s < a2),
• nulové (pokud s = a2), nebo

• záporné (pokud s > a2).
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Je-li b ≠ 0, pak
b2

4a2
> 0

nebot’ a je vždy nenulové. Pak postupujeme zcela identicky jako v (2.3),

√
s =

√
a2 + b <

√
a2 + b + b2

4a2
= a + b

2a
= 2a2 + b

2a

= 1

2
(a

2 + b
a

+ a) = 1

2
(s
a
+ a) .

(2.4)

V opačném př́ıpadě, tj. je-li b = 0, pak

√
s = 1

2
(s
a
+ a) ,

č́ımž jsme lemma dokázali.

2.2.2 Monotonie posloupnosti {an}
Necht’ a1 >

√
s je (prvńı) odhad poč́ıtané odmocniny, který jsme źıskali předchoźım

vztahem

a1 =
1

2
(s
a
+ a) ,

triviálńı př́ıpad a1 =
√
s nebudeme uvažovat. Pokuśıme se nalézt přesněǰśı odhad a2,

tedy č́ıslo, pro které plat́ı
a1 > a2 ≥

√
s.

Kdybychom chtěli náš odhad a1 opravit zcela přesně, budeme muset nalézt nějaké
x > 0 takové, aby platilo

s = (a1 − x)2 = a21 − 2a1x + x2. (2.5)

Naj́ıt takové x je teoreticky jednoduché, nebot’ to v praxi znamená nalézt řešeńı
kvadratické rovnice

x2 − (2a1)x + (a21 − s) = 0. (2.6)

To ale znamená, mj. spoč́ıtat odmocninu z diskriminantu tohoto trojčlenu, tedy
odmocninu z (2a1)2 − 4(a21 − s) = s. Pro přesnou opravu odhadu bychom tedy mu-
seli spoč́ıtat odmocinu z s, kterou však hledáme. Přesnou opravu tedy neńı možné
provést.

Abychom se vyhnuli poč́ıtáńı odmocnin, můžeme rovnici (2.6) naivně zjednodušit
tak, že zanedbáme kvadratický člen. Pokuśıme se tedy naj́ıt x̃ tak, aby bylo splněno
alespoň

(2a1)x̃ − (a21 − s) = 0.

Dostaneme tak lineárńı rovnici, jej́ıž řešeńı je

x̃ = a
2
1 − s
2a1

.
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Dosad́ıme-li naše x̃ za x do vztahu (2.5), resp. do vztahu
√
s = a1 − x,

nedostaneme na levé straně hledané
√
s, ale nějaké, řekněme, a2. Tedy

a2 = a1 −
a21 − s
2a1

= a
2
1 + s
2a1

= 1

2
( s
a1

+ a1) .

Protože a2 jsme źıskali jako rozd́ıl dvou kladných č́ısel, konkrétně a1 zmenšené o

kladné
a21−s

2a1
(čitatel a21 − s nemůže být nulový), zřejmě plat́ı a1 > a2. Podle tvrzeńı

Lemmatu 1 nav́ıc plat́ı a2 ≥
√
s, protože jsme nav́ıc vynechali triviálńı př́ıpad a1 =√

s, nemůže nastat rovnost a plat́ı a2 >
√
s. Celkově tedy dostáváme

a1 > a2 >
√
s.

Obdobným zp̊usobem bychom nyńı mohli všechny úvahy zopakovat s t́ım, že
začneme s horńım odhadem a2 (resp. an−1) a pokuśıme se ho zpřesnit, což vyúst́ı
v nějaký přesněǰśı ohdad a3 (res. an). [4] To motivuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 2. Necht’ a0 ∈ R+, s ∈ R+, a necht’

an =
1

2
( s

an−1
+ an−1) .

Pak posloupnost
{an}∞n=0

je

• pro a0 >
√
s monotónně klesaj́ıćı a zdola omezená č́ıslem

√
s, tj.

a0 > a1 > a2 > ⋯ > an−1 > an >
√
s,

• pro a0 =
√
s je konstantńı, tj.

a0 = a1 = a2 = ⋯ = an−1 = an =
√
s,

• pro a0 <
√
s je s výjimkou prvńıho členu a0 opět monotónně klesaj́ıćı a zdola

omezená č́ıslem
√
s, tj.

a1 > a2 > ⋯ > an−1 > an >
√
s > a0.

D̊ukaz. Pro a0 ≠
√
s dostáváme a1 >

√
s dle Lemmatu 1. Nerovnosti

an−1 > an >
√
s, pro n = 2,3,4, . . .

plynou z přechoźıch úvach v této sekci.
Pro a0 =

√
s je tvrzeńı zřejmé, ověř́ıme ho znadno dosazeńım do vztahu pro an,

an =
1

2
( s√

s
+
√
s) =

√
s, (2.7)

což jsme chtěli dokázat.
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2.2.3 Limita posloupnosti {an}

Ze vztahu (2.7) již v́ıme, že pro č́ıslo
√
s plat́ı

√
s = 1

2 ( s√
s
+√

s) , tedy
√
s je jediným

stacionárńım bodem zobrazeńı

Z ∶ az→ 1

2
(s
a
+ a) ,

na R+. Poznamenejme, že na celé reálné ose R existuje ještě druhý stacionárńı bod
(−√s) a na rozš́ı̌rené reálné ose R∪{±∞} ještě formálně existuj́ı daľśı dva stacionárńı
body ±∞. My se nicméně pohybujeme na R+ kde zobrazeńı funguje následuj́ıćım
zp̊usobem:

Z((0,
√
s)) = (

√
s,+∞),

Z(
√
s) =

√
s,

Z((
√
s,A)) ⊊ (

√
s,A),

(2.8)

kde pro libovolná A ∈ R+, A > √
s. Zobrazeńı je tedy v jistém smyslu kontrahuj́ıćı

a lze pak ukázat, že limita libovolné posloupnosti {an} je rovna hledané odmocnině
z s, což my nebudeme dokazovat.

2.2.4 Algoritmus

Algoritmus (babylonský) výpočtu odmocniny je tedy zřejmý. Celý výše naznačený
proces generováńı posloupnosti č́ısel an se opakuje, dokud neńı dosaženo požadované
přesnosti. Jedná se o algoritmus, kdy se počet č́ıslic pomoćı aproximace s každou
iteraćı zhruba zdvojnásob́ı viz 2.7. Postupuje se tedy takto:

(i) Začneme libovolnou kladnou počátečńı hodnotou a0 (č́ım bĺıže ke skutečné
druhé odmocině z s, t́ım lépe).

(ii) Pro n = 1,2,3, . . . spoč́ıtáme an jako aritmetický pr̊uměr an−1 a s/an−1.
(iii) Výpočet v kroku 2 zastav́ıme jakmile je dosaženo požadované přesnosti.

Schematicky

a0 ≈ 2
√
s,

an =
1

2
(an−1 +

s

an−1
) ,

√
s = lim

nÐ→∞
an.

Poznámka 1. Poznamenejme, že kdybychom aritmetický pr̊uměr v kroku 2

1

2
(an−1 +

s

an−1
) = an
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nahradili pr̊uměrem geometrickým

(an−1 ⋅
s

an−1
)

1
2

=
√
s

dostaneme po prvńım odhadu a0 přesný výsledek v jediné iteraci.
Celý proces tedy m̊užeme také interpretovat tak, že pro naše účely ideaálńı geo-

metrický pr̊uměr zde aproximujeme pr̊uměrem aritmetickým.

Př́ıklad 1. Př́ıklad výpočtu
√
s, kde s = 28977, babylonskou metodou. Jako počá-

tečńı odhad vezmeme a0 = 200. Během výpočtu provád́ıme zokrouhlováńı na deset
platných č́ıslic:

a0 = 2 ⋅ 102 = 200;

a1 =
1

2
a0 +

s

a0
= 1

2
(200 + 28977

200
) = 172,4425;

a2 =
1

2
a1 +

s

a1
= 1

2
(172,4425 + 28977

172,4425
) “ 170,2405608;

a3 =
1

2
a2 +

s

a2
= 1

2
(170,2405608 + 28977

170,2405608
) “ 170,2263205;

a4 =
1

2
a3 +

s

a3
= 1

2
(170,2263205 + 28977

170,2263205
) “ 170,2263199.

Metodu zastav́ıme v okamžiku, kdy se vypočtená aproximace ustáĺı, plat́ı a5 “ a4.

2.3 Newtonova metoda tečen

Newtonova metoda je iteračńı metoda, která se použ́ıvá k numerickému řešeńı rov-
nice

g(x) = 0,

kde funkce g(x) na levé straně je zpravidla nelineárńı v proměnné x. V češtině se
pro ni použ́ıvaj́ı také názvy Newtonova–Raphsonova metoda nebo metoda tečen,
viz [2]. Pro názornost si detailně vysvětĺıme princip této metody na výše uvedené
rovnici. Jak napov́ıdá posledńı uvedený název, princip této metody spoč́ıvá v hledáńı
přibližné polohy pr̊useč́ıku grafu funkce y = g(x) s vodorovnou osou (y = 0) tak, že
funkci v nějakém bodě x̃ nahrad́ıme tečnou této funkce v tomto bodě. Mı́sto hledáńı
pr̊useč́ıku nelineárńı funkce hledáme pr̊useč́ık tečny popsaný lineárńı funkćı. Použit́ı
této metody je možné pouze za určitých technických předpoklad̊u (které však v
našem př́ıpadě budou splněny), zejména muśı být funkce g(x) spojitá a hladká.
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2.3.1 Konstrukce tečny a p̌ribližného řešeńı

Tečna ke grafu funkce g(x) v bodě x̃ bude obecně dána předpisem

t ∶ y = k ⋅ x + q,

kde zřejmě
k = g′(x̃),

protože derivace určuje směrnićı tečny v daném bodě. Pro nalezeńı hodnoty hod-
noty q stač́ı dosadit jeden bod na tečně. Konkrétně můžeme dosadit bod [x̃, g(x̃)].
Dostaneme tak rovnici

g(x̃) = g′(x̃) ⋅ x̃ + q,
tedy

q = g(x̃) − g′(x̃) ⋅ x̃.
Tečna je tedy již určena celá, je dána rovnićı

t ∶ y = g′(x̃) ⋅ x + g(x̃) − g′(x̃) ⋅ x̃
= g′(x̃) ⋅ (x − x̃) + g(x̃).

Hledáńı kořene rovnice g(x) = 0 t́ım nahrad́ıme hledáńım kořene lineárńı rovnice
t(x) = 0, tj.

g′(x̃) ⋅ (x − x̃) + g(x̃) = 0.

Dostaneme tak

x = x̃ − g(x̃)
g′(x̃) , (2.9)

což je hledané přibližné řešeńı.

2.3.2 Iteračńı schéma

Celý proces začneme nějakou počátečńı hodnotou x0, nejlépe takovou v jej́ıž bĺızkosti
hledáme řešeńı (co znamená bĺızkost zde nebudeme řešit, může to souviset např.
s monotoníı funkce). Výše uvedenou konstrukci přibližného řešeńı (2.9) budeme opa-
kovat v (potenciálně nekončeném) cyklu. Dostaneme tak posloupnost přibližných
řešeńı

x0, x1, x2, . . .

kde

xn = xn−1 −
g(xn−1)
g′(xn−1)

.

V ideálńım př́ıpadě bude posloupnost {xn}∞n=0 konvergentńı a jej́ı limitou bude hle-
dané řešeńı rovnice g(x) = 0.
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2.3.3 Nalezeńı odmocniny pomoćı Newtonovy metody

My se nyńı pokuśıme aplikovat Newtonovu metodu na výpočet druhé odmocniny
z č́ısla s. Zřejmě plat́ı, že hledaná odmocnina je kořenem rovnice

x2 − s = 0.

Do Newtonovy metody tedy bude vstupovat funkce

g(x) = x2 − s.

Zřejmě
g′(x) = 2x.

Dosad́ıme do obecného vzorce, dostaneme tak vztah

xn = xn−1 −
g(xn−1)
g′(xn−1)

= xn −
xn−12 − s

2xn−1
.

Po úpravě

xn =
1

2
(xn−1 +

s

xn−1
)

źıskáváme rekurentńı formuli. Je-li, tak jako v předchoźı kapitole s = a2 + b, pak
jako počátečńı odhad řešeńı můžeme zvolit x0 = a. Vid́ıme, že jsme dostali stejný
rekurentńı vztah jako u babylonské metody, viz (2.1), tedy:

Babylonská metoda výpočtu odmocniny & Newtonova metoda použitá
na funkci g(x) = x2 + s jsou totéž.

Jako př́ıklad výpočtu odmocniny z s pomoćı Newtonovy tedy můžeme použ́ıt již
dř́ıve prezentovaný př́ıklad 1.

2.4 Taylorova metoda

Taylorova metoda, jak už název sám napov́ıdá, je založena na aproximaci odmociny
pomoćı Taylorova rozvoje. Pro úplnost připomeneme př́ıslušnou větu z analýzy

Věta 1 (Taylorova věta [10]). Necht’ f(x) je reálná funkce jedné reálné proměnné
a necht’ má tato funkce v nějakém ε-okoĺı bodu x̃ alespoň n derivaćı. Potom existuje
právě jeden polynom Tn(x) stupně nejvýše n takový, že

T
(k)
n (x̃) = f (k)(x̃) pro každé k = 0,1, ..., n,

kde f (k)(x) je k-tá derivace f(x), f (k)(x) = d
dxf

(k−1)(x) a f (0)(x) = f(x). Tento
polynom má tvar

Tn(x) =
n

∑
k=0

f (k)(x̃)
k!

(x − x̃)k (2.10)

a nazýváme jej n-tý Taylor̊uv polynom funkce f(x) v bodě x̃.
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Náznak d̊ukazu. Uvažujme polynom p stupňě nanejvýš n ve tvaru

p(x) =
n

∑
k=0

bk(x − x̃)k, kde b0, b1, ...bn ∈ R.

Jeho `-násobným zderivováńım dostaneme

p(`)(x) =
n

∑
k=`

bk ⋅ k(k − 1)⋯(k − ` + 1) ⋅ (x − x̃)k−` =
n

∑
k=`

bk
k!

(k − `)! (x − x̃)
k−`

a dosazeńım bodu x̃ dostaneme p(`)(x̃) = b` `!. Hledáme polynom, pro který by `-
tá derivace v bodě x̃ byla rovna `-té derivaci funkce f(x) v bodě x̃ pro všechna
` = 0,1, ..., n. Muśı tedy platit

b` `! = f (`)(x̃) neboli b` =
f (`)(x̃)
`!

pro každé ` = 0,1, ..., n.

Koeficienty b` jsou zjevně jednoznačně určeny, tedy existuje jediný polynom hle-
daných vlastnost́ı.

Protože funkce f(x) a jej́ı Taylor̊uv polynom Tn(x) se chovaj́ı stejně, přesněji
řečeno maj́ı stejné derivace až do řádu n v bodě x0, kde jsme prováděli rozvoj,
bude se Taylor̊uv polynom v jistém smyslu chovat podobě jako p̊uvodńı funce i
v nejbližš́ım okoĺı bolu x0. To bude podstatou konstrukce algoritmu pro výpočet
odmocniny.

Poznámka 2 (Taylor̊uv vzorec). Necht’ má nyńı funkce f(x) v okoĺı bodu x0 derivace
až do řádu n + 1. Pak pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı tzv. Taylor̊uv vzorec

f(x) =
∞

∑
k=0

f (k)(x0)
k!

(x − x0)k +Rn(x),

kde

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)
(n + 1)! (x − x0)n+1

přičemž ξ, je nějaké vhodné č́ıslo lež́ıćı mezi x0 a x. Funkce Rn(x) se nazývá zbytek
nebo chyba Taylorova polynomu. Zbytek zde uvedený je v tzv. Lagrangeově tvaru, což
neńı jediná možnost jeho vyjádřeńı.

Poznámka 3 (Taylorova a Maclaurinova řada). Je-li funkce v okoĺı bodu x0 ne-
konečně hladká (tedy má nekonečně mnoho derivaćı), m̊užeme funkci v tomto bodě
rozvinout do tzv. Taylorovy řady. Pak pro všechna x z vhodného okoĺı bodu x0 plat́ı

f(x) =
∞

∑
k=0

f (k)(x0)
k!

(x − x0)k.

Okoĺı bodu x0, ve kterém rovnost plat́ı, se nazývá poloměr konvergence Taylorovy
řady. Tento poloměr záviśı na x0.

Pro x0 = 0 tak dostáváme speciálńı př́ıpad Taylorovy řady, tzv. Maclaurinovu
řadu, která je tvaru

f(x) =
∞

∑
k=0

f (k)(0)
k!

(x)k.
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2.4.1 Taylorova metoda prvńıho stupně pro výpočet odmocniny

Nyńı se pokuśıme odvodit algoritmus (opět to bude rekurent́ı vzorec) pro přibližný
výpočet odmocniny založený na Taylorově polynomu. Lze se domńıvat, že použit́ı
r̊uzných polynomů v ideálńım př́ıpadě ovlivńı rychlost výpočtu př́ıslušnou metodou
(přesněji řád konvergence metody). V ideálńım př́ıpadě tak, že č́ım v́ıce člen̊u poly-
nomu použijeme, t́ım rychleǰśı metoda bude. Začneme s polynomem stupně jedna,
tedy s polynomem, který má dva členy. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě je Taylorova
metoda identická s babylonskou metodou.

Pro naše daľśı uvažováńı polož́ıme f(x) = √
x a zkonstruujeme nejprve polynom

stupně jedna. Pro přehlednost budeme u Taylorova polynomu značit daľśım dolńım
indexem bod, ve kterém funkci rozvj́ıj́ıme. Dostaneme tak

T1,x0(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0)

= (x0)
1
2 + 1

2
(x0)−

1
2 (x − x0)

= √
x0 +

1

2
⋅ x − x0√

x0
.

Z pohledu výpočtu odmocniny z č́ısla s, kterou nav́ıc máme aproximovanou
č́ıslem a (viz (2.2)), budeme funkci rozv́ıjet do polynomu v bodě, kde funci umı́me
vyč́ı̌slit, tedy v bodě a2 a budeme doufat, že bod s bude ležet ve vhodném okoĺı
(např. z pohledu poloměru konvergence Taylorovy řady). Źıskáme tak výraz

T1,a2(s) =
√
a2 + 1

2
⋅ s − a

2

√
a2

= a + 1

2
(s
a
− a

2

a
) = 1

2
(a + s

a
) . (2.11)

Možná s překvapeńım zjǐst’ujeme, že jsme dostali opět stejný vztah. Přesněji řečeno:

Aproximace odmocniny z č́ısla s spočtená pomoćı Taylorova
polynomu prvńıho stupně zkonstruovaného v bodě a2 nám dá

identický výsledek jako prvńı krok babylonské metody resp. Newtonovy
metody aplikované na rovnici x2 − s = 0,

v obou př́ıpadech s počátečńım odhadem a.

Jako př́ıklad výpočtu odmocniny bychom tedy i zde mohli použ́ıt již dř́ıve prezen-
tovaný př́ıklad 1.

Poznamenejme nyńı, že souvislost mezi Newtononovou a Taylorovou metodou
prvńıho stupně (byt’ jedna slouž́ı k nalezeńı kořene rovnice a druhá k vyč́ısleńı
funkčńı hodnoty) je obecný a vrát́ıme se k němu v následuj́ıćı sekci. Zároveň můžeme
tento vztah vńımat jako ospravedlněńı následuj́ıćı úvahy: V př́ıpadě Taylorova poly-
nomu prvńıho stupně můžeme vyč́ısleńı funkčńı hodnoty pomoćı tohoto polynomu
zřetězit do iteračńıho schématu (odpov́ıdaj́ıćıho právě babylonské resp. Newtonově
metodě). Můžeme se pokusit o analogické zřetězeńı vyč́ısleńı funkčńı hodnoty i po-
moćı Taylorova polynomu vyšš́ıho stupně (tj. pokuśıme se to provést bez daľśıch
d̊ukaz̊u např. konvergence takto generované posloupnosti).
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2.4.2 Newtonova metoda a metoda využ́ıvaj́ıćı Taylorova poly-
nomu prvńıho stupně pro obecnou funkci f(x)

Viděli jsme, že pro odhad odmocniny z č́ısla s = a2+b nám Taylor̊uv polynom prvńıho
stupně rozvinutý v bodě a2 dal zcela identický výsledek jako prvńı krok Newtonovy
metody použité na rovnici x2 − s = 0 s počátečńım odhadem x0 = a. Nyńı zkuśıme
naznačit, že tento vztah neńı náhodný, ale plat́ı obecně.

Tabulka 2.1: Převedeńı aproximace funkčńı hodnoty pomoćı Taylorova polynomu
prvńıho stupně na Newtonovovu metodu. Porovnáńı pro

√
x a obecné f(x).

funkce, kterou budeme vyč́ıslovat
√
x f(x)

funkci budeme vyč́ıslovat v bodě s s = a2 + b s = f−1(a) + b
funkčńı hodnotu v bodě s − b známe

√
s − b = a f(s − b) = a

vyč́ısleńı lze převést na rovnici x2 − s = 0 f−1(x) − s = 0
funkce na pravé straně rovnice g(x) = x2 − s g(x) = f−1(x) − s

Mı́sto vyč́ıslováńı funkci
√
x v bodě s bychom rádi vyč́ıslili funkci f(x). Funkci

v bodě s však obecně vyč́ıslit neumı́me, ale umı́me vyč́ıslit v nějakém bĺızkém okoĺı,
v prvńım př́ıpadě to byl bod a2,

√
a2 = a (č́ısla s i a byla kladná), nyńı to bude

v bodě f−1(a), f(f−1(a)) = a (předpokládáme pro jednoduchost, že inverze existuje).
Č́ıslem b budeme vyjadrovat rozd́ıl mezi oběma body, konkrétně s = a2 + b v prvńım
a s = f−1(a) + b v druhém př́ıpadě, viz také tabulka 2.1.

Newtonova metoda pro f(x)

Newtonova metoda použitá k vyč́ısleńı
√
s byla aplikována na rovnici x2 − s = 0.

Vedla pak na iteračńı vztah

xn+1 = xn −
g(xn)
g′(xn)

= xn −
x2n − s

2xn
= 1

2
(xn +

s

xn
) .

Nyńı se pod́ıváme na iteračńı schéma pro obecnou funkci f(x). Newtonovou metodou
budeme cht́ıt vyč́ıslit f(s), budeme ji tedy aplikovat na rovnici

f−1(x) − s = 0.

Připomeňme však nejprve vztah pro derivaci inverzńı funkce

d

dx
(f−1(x)) = 1

f ′(f−1(x)) .

Zřejmě pak dostaneme

xn+1 = xn −
g(xn)
g′(xn)

= xn −
(f−1(xn) − s)
(f−1(xn) − s)′

= xn − (f−1(xn) − s) ⋅ f ′(f−1(xn)). (2.12)
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Taylorova metoda pro f(x)

Zkonstruujeme-li naopak Taylor̊uv polynom prvńı funkce f(x) v bodě x̃ dostaneme

f(x) ≈ f(x̃) + f ′(x̃)(x − x̃).

Pokud funkci rozv́ıj́ıme konkrétně v bodě x̃ = f−1(a), kde ji umı́me vyč́ıslit, dosta-
neme po drobné úpravě

f(x) ≈ f(f−1(a)) + f ′(f−1(a)) ⋅ (x − f−1(a))
≈ a − (f−1(a) − x) ⋅ f ′(f−1(a)).

Přibližná hodnota funkce f v bodě s je tedy

f(s) ≈ a − (f−1(a) − s) ⋅ f ′(f−1(a)). (2.13)

Porovnáńı obou metod

Porovnáńım obou vztah̊u (2.12) a (2.13)

xn+1 = xn−(f−1(xn) − s) ⋅ f ′(f−1(xn)),
f(s) ≈ a−(f−1(a) − s) ⋅ f ′(f−1(a))

se jejich souvislost stane zřejmou.

2.4.3 Taylorova metoda druhého stupně pro výpočet odmocniny

Nyńı se pokuśıme odvodit vztah pro přibližný výpočet odmocniny založený na Ta-
ylorově polynomu druhého stupně,

T2,x0(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1

2
f ′′(x0)(x − x0)2

= (x0)
1
2 + 1

2
(x0)−

1
2 (x − x0) +

1

4
(−1

2
) (x0)−

3
2 (x − x0)2

= √
x0 +

1

2
⋅ x − x0√

x0
− 1

8
⋅ (x − x0)

2

√
x30

.

(2.14)

Nyńı budeme postupovat jako v př́ıpadě polynomu prvńıho stupně. Taylor̊uv poly-
nom druhého stupně tedy rozvineme v bodě a2 a dosad́ıme do něj č́ıslo s (s = a2 + b)
jehož odmocninu hledáme

T2,a2(s) =
√
a2 + 1

2
⋅ s − a

2

√
a2

− 1

4
⋅ (s − a

2)2√
(a2)3

= 1

8
(3a + 6s

a
− s

2

a3
) . (2.15)

Dostali jsme tak konečně nový vztah pro přibližný výpočet odmocniny.
Zkusme ho podobně, jak již bylo výše naznačeno, interpretovat jako iteračńı

metodu analogicky, jako jsme Taylorov̊uv polynom prvńıho stupně interpretovali
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jako babylonskou, resp Newtnovu iteračńı metodu. Dostaneme tak algoritmus, který
můžeme schematicky zapsat následuj́ıćım zp̊usobem

a0 ≈ 2
√
s,

an =
1

8
(3an−1 +

6s

an−1
− s2

a3n−1
) .

Otázkou z̊ustává, zda limnÐ→∞ an existuje a zda je rovna
√
s. Snadno lze ověřit, že

±√s (a ±∞) jsou stacionárńı body rekurentńıho vztahu. Konvergenci se pokuśıme
ilustrovat alespoň na následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 2. Zkusme vypoč́ıtat odhad druhé odmocniny z č́ısla f(x) = √
s, kde s =

28977. Stejně jako v př́ıkladu viz (1) voĺıme počátečńı odhad a = 200. Dosad́ıme do
vztahu pro výpočet druhého stupně Taylorovy metody.

T2,a2(s) =
1

8
(3a + 6s

a
− s

2

a3
)

= 1

8
(3 ⋅ 200 + 6 ⋅ 28977

200
− 289772

2003
)

“ 170,5439605

Př́ıklad 3. Zkuśıme nyńı použ́ıt Taylor̊uv polynom druhého stupně iteračně. Tedy
použ́ıt odvozený rekurentńı vztah pro výpočet téhož př́ıkladu, tj. f(x) = √

s, kde
s = 28977. Během výpočtu provád́ıme zokrouhlováńı na deset platných č́ıslic:

a0 = 200;

a1 =
1

8
(3 ⋅ 200 + 6 ⋅ 28977

200
− 289772

2003 ) “ 170,5439605;

a2 =
1

8
(3 ⋅ 170,5439605 + 6 ⋅ 28977

170,5439605
− 289772

170,54396053) “ 170,2229455;

a3 =
1

8
(3 ⋅ 170,2229455 + 6 ⋅ 28977

170,2229455
− 289772

170,22294553) “ 170,2263199;

a4 =
1

8
(3 ⋅ 170,2263199 + 6 ⋅ 28977

170,2263199
− 289772

170,22631993) “ 170,2263199.

Vid́ıme, že v tomto konkrétńım př́ıpadě konverguje schéma rychleji než v použit́ı ba-
bylonské metody. Hodnota se ustáĺı už při třet́ı iteraci, zat́ımco u Babylonské metody
až při čtvrté, viz př́ıklad 1.
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2.4.4 Taylorova metoda k-tého stupně pro výpočet odmocniny

Pod́ıváme-li se na vzorce

T1,a2(s) =
1

2
(a + s

a
) , T2,a2(s) =

1

8
(3a + 6s

a
− s

2

a3
) ,

které vyjadřuj́ı přibližnou hodnotu funkce v bodě s, vid́ıme, že se koeficienty lǐśı.
Přestože se jedná o Taylorovy polynomy téže funkce v témže bodě Tk,a2(s), druhý by
tedy měl být zpřesněńım prvńıho. (Např. konstantńı člen polynomu je 1

2a pro k = 1,
respektive 3

8a pro k = 2. Koeficient u lineárńıho členu je 1
2a pro k = 1, respektive 3

4a

pro k = 2, atd.)
Oba vzorce vyjadřuj́ı odhad odmocniny pomoćı polynomu T☆(s) v proměnné

s, což je č́ıslo, které chceme odmocnit. Dosad́ıme-li však a2 + b za s (připomeňme,
že s = a2 + b) dostaneme tak nové polynomy P☆(b) ≡ T⋯(a2 + b) v proměnné b.
Konkrétně, pro polynom stupně jedna dostaneme:

T1,a2(s) =
1

2
(a + s

a
) ,

P1,a2(b) ≡ T1,a2(a2 + b) =
1

2
(a + a

2 + b
a

) ,

P1,a2(b) = a +
b

2a
.

Podobně pro polynom stupně dva:

T2,a2(s) =
1

8
(3a + 6s

a
− s

2

a3
) ,

P2,a2(b) ≡ T2,a2,(a2+b) =
1

8
(3a + 6(a2 + b)

a
− (a2 + b)2

a3
) ,

P2,a2(b) = a +
b

2a
− b2

8a3
.

Všimněme si, že u polynomů Pk,a2(b),

P1,a2(b) = a +
b

2a
, P2,a2(b) = a +

b

2a
− b2

8a3

se již koeficienty s narustaj́ıćım k neměńı. Taylor̊uv polynom je konstruován právě
v

”
rozd́ılové proměnné“ (x − x0), viz (2.10). Zde je rozd́ılovou proměnnou právě

s − a2 = b.
S využit́ım polynomů P☆(b) tedy můžeme z Taylorova polynomu, a tedy i iteračńı

metody stupně k − 1, snadno zkonstruovat polynom, resp. metodu využ́ıvaj́ıćı poly-
nomy stupně k. Dopoč́ıtáme-li obecnou derivaci, źıskáme polynom Pk,a2(b) ve tvaru

Pk,a2(b) =
k

∑
`=0

(−1)`(2`)!
(1 − 2`)(`!)24`

⋅ b`

a2`−1
= (a + b

2a
− b2

8a3
+ b3

16a5
− 5b4

128a7
+⋯) .
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Taylorova řada druhé odmocniny rozvinutá v bodě a2 pak nabývá tvaru

√
s =

√
a2 + b =

∞

∑
`=0

(−1)`(2`)!
(1 − 2`)(`!)24`

⋅ b`

a2`−1
. (2.16)

Tento výsledek neńı až tak překvapivý, jak se nyńı pokuśıme naznačit.

Vynásobme nejprve Taylorovu řadu druhé odmocniny (2.16) výrazem 1
a , dosta-

neme

√
s =

√
a2 + b =

∞

∑
`=0

(−1)`(2`)!
(1 − 2`)(`!)24`

⋅ b`

a2`−1
, /⋅ 1

a

1

a
⋅
√
a2 + b =

∞

∑
`=0

(−1)`(2`)!
(1 − 2`)(`!)24`

⋅ b
`

a2`
,

√
1 + b

a2
=

∞

∑
`=0

(−1)`(2`)!
(1 − 2`)(`!)24`

⋅ ( b
a2

)
`

.

Označ́ıme-li nyńı výraz x = b
a2 , dostáváme

√
1 + x =

∞

∑
`=0

(−1)`(2`)!
(1 − 2`)(`!)24`

⋅ x`,

což je velmi dobře známá Maclaurinova řada funkce
√

1 + x, viz např. [9], [6].

Zároveň je známo viz např. [6], že tato Maclaurinova řady konverguje pouze pro

b

a2
= x ∈ (−1,1).

Pro b > 0 tedy muśı platit

0 ≤ b

a2
< 1

neboli
0 ≤ b < a2, přičemž v́ıme, že s = a2 + b.

Vid́ıme, že tato podmı́nka je snadno splněná, pokud a2 je rozumně bĺızko s. Tato
podmı́nka by pro nás byla užitečná při konstrukci iteračńıho algoritmu postaveném
právě na Taylorově polynomu k-tého stupně.

2.5 Bakhshaliho metoda

Tato metoda nalezeńı aproximace druhé odmocniny byla popsána ve starověkém
rukopisu zvaném Bakhshaliho rukopis, viz [3]. Odpov́ıdá dvěma po sobě jdoućım
iteraćım babylonské metody zač́ınaj́ıćı s počátečńım odhadem a0. Algoritmus je
kvadraticky konvergentńı, což znamená, že počet správných č́ıslic aproximace se při
každé iteraci zhruba čtyřnásob́ı. Chceme tedy vypoč́ıtat

√
s, opět budeme praco-

vat se schématem s = a2 + b, tedy, že č́ıslo umı́me částečně odmocnit (a je naše
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částečná odmocnina). Nejprve nalezneme přirozené č́ıslo a0 takové, že a20 je nějakou
aproximaćı s, tedy jako obvykle

s = a20 + b0.

Obvykle uvažujeme takovou aproximaci, že a20 ≤ s < (a0 + 1)2, tedy b0 = s − a20 ≥ 0.
Metoda pak z obecně n-té, n = 0,1,2, . . ., aproximace zkonstruuje

un+1 =
s − a2n
2an

,

vn+1 = an + un+1,

an+1 = vn+1 −
u2n+1
2vn+1

.

T́ım źıskáme nový, snad lepš́ı, odhad odmocniny,
√
s ≈ an+1.

Rozepsáńım tohoto kroku dostaneme

an+1 = vn+1 −
u2n+1
2vn+1

= (an + un+1) −
u2n+1

2(an + un+1)
= (an +

s − a2n
2an

) −
( s−a2n

2an
)
2

2(an + s−a2n
2an

)

= an +
s − a2n
2an

− (s − a2n)2
4an(2a2n + (s − a2n))

= 8a4n + 8a2n(s − a2n) + (s − a2n)2
8a3n + 4an(s − a2n)

= a
4
n + 6a2n + s2
4an(a2n + s)

.

Abychom ukázali, že metoda skutečně funguje, vezmeme si na pomoc babylonskou
metodu.

Necht’ je n-tá přibližná odmocnina spočtená babylonskou a Bakhshaliho metodou
stejná (kroky Babylonské metody budeme označovat s vlnkou, bez vlnky jsou kroky
Bakshaliho metody), tj.

ãn = an
pak

ãn+1 =
1

2
(ãn +

s

ãn
) = 1

2
(an +

s

an
) = a

2
n + s
2a2n

a

ãn+2 =
1

2
(ãn+1 +

s

ãn+1
) = 1

2
(a

2
n + s
2a2n

+ s(2a
2
n)

a2n + s
) = a

4
n + 6a2n + s2
4an(a2n + s)

.

Ukázali jsme tedy, že

an = ãn Ô⇒ an+1 = ãn+2,

tedy, že:

Jeden krok Bakhshaliho metody přesně opov́ıdá
dvěma po sobě jdoućım krok̊um babylonské metody.
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Př́ıklad 4. M̊užeme tedy opět odkázat na př́ıklad 1, ze kterého vezmeme každý
druhý krok. Pro názornost však výpočet provedeme př́ımo Bakhshaliho algoritmem.
Hledáme tedy

√
s, kde s = 28977. Jako počátečńı odhad vezmeme a0 = 200. Během

výpočtu provád́ıme zokrouhlováńı na deset platných č́ıslic:

u1 =
28977 − 2002

2 ⋅ 200
= −27,5575,

v1 = 200 + (−27,5575) = 172,4425,

a1 = 172,4425 − (−27,5575)2
2 ⋅ 172,4425

≐ 170,2405608.

Podobně druhá iterace

u2 =
28977 − 170,24056082

2 ⋅ 170,2405608
≐ −0,014240250,

v2 = 170,2405608 + (−0,014240256) ≐ 170,2263205,

a2 = 170,2263205 − (−0,014240256)2
2 ⋅ 170,2263205

≐ 170,2263199.

Je vidět, že vypočtené aproximace a1 a a2 (zde) a ã2 a ã4 (v př́ıkladu 1) jsou i
numericky stejné.

2.6 Metoda řetězových zlomk̊u

Jednou z možnost́ı, jak vyjádřit odmocniny, je metoda řetězových zlomk̊u. Řetězovým
zlomkem č́ısla x rozumı́me výraz typu

x = x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

x3 +
1

⋯+
1

xn

.

Abychom se vyhnuli psańı nepřehledných a velkých vzorc̊u, častěji použ́ıváme kom-
paktněǰśı zápis zlomku

x = [x0;x1, x2, . . . , xn].
V tomto př́ıpadě se jedná speciálně o tzv. konečný řetězový zlomek. Č́ıslo x0 nazýváme
celoč́ıselnou část́ı zlomku, proto je v zápise od zbytku č́ısel odděleno jinak.
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Obecně však můžeme (a budeme) uvažovat i nekonečné výrazy

x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

x3 +
1

x4 +⋯

popsané nekonečnou posloupnost́ı

[x0;x1, x2, x3, x4, . . .].

Hodnota takového nekonečného výrazu je pak definovaná jako limita

x = lim
nÐ→∞

[x0;x1, . . . , xn],

tedy jako limita posloupnosti konečných řetězových zlomk̊u

x0 , x0 +
1

x1
, x0 +

1

x1 +
1

x2

, x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

x3

, x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

x3 +
1

x4

, . . . ,

ovšem pokud tato limita existuje. Tyto výrazy nazýváme nekonečné řetězové zlomky.
Konečný řetězový zlomek [x0;x1, x2, . . . , xn] můžeme interpretovat jako nekonečný

řetězový zlomek [x0;x1, x2, x3, . . .], pro který plat́ı xj = 0 pro j > n. My však budeme
pracovat téměř výhradně s nekonečnými řetězovými zlomky.

Řekneme, že řetězový zlomek je periodický, pokud existuje takové N ∈ N a d ∈ N,
že xj = xj−d pro každé j > N . Pokud d je nejmenš́ı přirozené č́ıslo s touto vlastnost́ı,
nazýváme ho délkou periody. Pro N = 5 a d = 3 tedy dostaneme

[x0;x1, x2, x3, x4, x5
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

, x3, x4, x5
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

, x3, x4, x5
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

, . . .] = [x0;x1, x2, x3, x4, x5].

Schematicky to znač́ıme nadtržeńım, jako u periodických č́ısel. Konečný řetězový
zlomek je tedy speciálńı př́ıpad periodického zlomku. Řetězový zlomek, který neńı
periodický, nazýváme aperiodický.

2.6.1 Reálná č́ısla a řetězové zlomky

Důležitým poznatkem z matematické analýzy je, že všechna reálná č́ısla x ∈ R lze
vyjádřit jako řetězové zlomky

x = [x0;x1, x2, x3, . . .], kde x0 ∈ Z, xj ∈ N, j = 1,2,3, . . . .
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Nav́ıc plat́ı následuj́ıćı rozděleńı (viz např. [5], nebo [11]):

Pro x ∈
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Q
K

R ∖ (K ∪Q)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
existuje

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

konečný
nekonečný periodický
nekonečný aperiodický

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
řetězový zlomek,

kde množina K zde znač́ı množinu tzv. kvadratických iracionalit, tj. č́ısel ve tvaru

p ±√
n

q
, p, q ∈ Z, n ∈ N,

√
n /∈ Q.

Tedy např. 1
2(1 +

√
5), nebo 5 + 2

√
3 = 5 +

√
12, nebo právě námi hledaná

√
28977.

2.6.2 Sbĺıžené zlomky

Mějme řetězový zlomek ve tvaru [x0;x1, x2, x3, x4, . . .]. Bude nás zaj́ımat, jak vypadá
posloupnost tzv. sbĺı̌zených zlomk̊u, tj. zlomk̊u [x0;x1, ..., xn] = pn

qn
, kde pn, qn ∈ Z,

pro n = 1,2, . . ..
Kdybychom tyto zlomky poč́ıtali př́ımou úpravou, bylo by to velmi pracné.

Zkuśıme naj́ıt jinou, lepš́ı, cestu. Nejprve však začneme právě př́ımou cestou. Prvńı
čtyři zlomky vypadaj́ı takto

x0 = x0
1

x0 +
1

x1
= x1x0 + 1

x1

x0 +
1

x1 +
1

x2

= x2(x1x0 + 1) + x0
x2x1 + 1

x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

x3

= x3(x2(x1x0 + 1) + x0) + x1x0 + 1

x3(x2x1 + 1) + x1

⋮

Výrazy na pravých stranách představuj́ı hledané sbĺıžené zlomky. Označme tedy
tyto zlomky p0

q0
, p1

q1
, p2

q2
, atd. a zkusme naj́ıt nějaký (rekurentńı) předpis pro n-tý

sbĺıžený zlomek. Pomineme-li prvńı dva zlomky

x0
1
= p0
q0
,

x1x0 + 1

x1
= p1
q1
,

vid́ıme, že sbĺıžené zlomky obsahuj́ı čitatele a jmenovatele zlomk̊u předchoźıch.
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Konkrétně

x2(
p1³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

x1x0 + 1) +
p0©
x0

x2 x1®
q1

+ 1®
q0

= p2
q2

x3(
p2³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

x2(x1x0 + 1) + x0) +
p1³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

x1x0 + 1

x3(x2x1 + 1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

q2

) + x1®
q1

= p3
q3

⋮

Vypadá to tedy, že pro počátečńı hodnoty

p0 = x0, p1 = x1x0 + 1, (2.17)

q0 = 1, q1 = x1, (2.18)

dostaneme vztahy

pn = xnpn−1 + pn−2, (2.19)

qn = xnqn−1 + qn−2, (2.20)

pro n ≥ 2. Důkaz lze provést snadno matematickou indukćı, viz [5] a [11]. Tyto reku-
rentńı vztahy pro nás budou užitečné pro výpočet sbĺıžených zlomk̊u – aproximaćı
hledané odmocniny. Konkrétńı výpočet nejprve naznač́ıme obecně a pak ukážeme
opět na našem př́ıkladu.

2.6.3 Konstrukce řetězového zlomku pro
√
s

Nejprve však muśıme řetězový zlomek zkonstruovat. Uvažujme naše č́ıslo s opět ve
tvaru

s = a2 + b,
tedy a ≈ √

s je nějaká přirozená aproximace odmocniny z s. Odmocněńı celého
vztahu můžeme aproximaci zlepšit následuj́ıćım zp̊usobem

√
s =

√
a2 + b = a + (

√
a2 + b − a) = a + 1

( 1√
a2+b−a

)
= a + 1

%
,

kde % = 1√
a2+b−a

můžeme vńımat jako jakési reziduum.

Nyńı toto reziduum % uprav́ıme do podoby zlomku, a to tak, aby nový výraz
opět obsahoval %, nejsnáze vhodným rozš́ı̌reńım

% = 1√
a2 + b − a

⋅
√
a2 + b + a√
a2 + b + a

=
√
a2 + b + a
b

= 2a +
√
a2 + b − a
b

= 2a

b
+

√
a2 + b − a
b

= 2a

b
+ 1

b( 1√
a2+b−a

)
= 2a

b
+ 1

b%
.
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Nyńı tedy máme vztah

% = 2a

b
+ 1

b%
,

jehož opakovanou aplikaćı vygenerujeme celý řetězový zlomek. Než však začneme,
slož́ıme nejprve tento výraz jednou sám se sebou. Dostaneme tak

% = 2a

b
+ 1

b%
= 2a

b
+

1

b(2a
b + 1

b%)
= 2a

b
+

1

2a + 1
%

celou periodu řetězového zlomku, nebot’ v posledńım jmenovateli je již jen %.
Celkově pak dostáváme

√
s = a +

1

%
= a +

1

2a
b +

1

2a + 1
%

= a +
1

2a
b +

1

2a +
1

2a
b +

1

2a + 1
%

= a +
1

2a
b +

1

2a +
1

2a
b +

1

2a +
1

2a
b +

1

2a + 1
%

= ⋯

tedy √
s = [x0;x1, x2, x1, x2, . . .] = [x0;x1, x2] = [a; 2a/b,2a].

Př́ıklad 5. Př́ıklad výpočtu
√
s provedeme opět pro s = 28977. Jako počátečńı odhad

opět vezmeme náš ne-př́ılǐs dobrý odhad

a = 200.

Pak plat́ı
s = 28977 = 2002 − 11023, tedy b = −11023.

Pro naše %, resp. periodu dostaneme ve tvaru

% = −2 ⋅ 200

11023
− 1

11023%
,= −2 ⋅ 200

11023
+

1

2 ⋅ 200 + 1
%
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a tedy
√

28977 = 200 −
1

400
11023 +

1

400 −
1

400
11023 +

1

400 −
1

400
11023 +

1

400 +⋯
tedy

√
s = [200;− 400

11023
,400] .

Nyńı zkuśıme vyč́ıslit několik prvńıch sbĺı̌zených zlomk̊u pn
qn

, respektive jejich čitatel̊u
pn a jmenovatel̊u qn pomoćı vztah̊u (2.17)–(2.20), viz tabulka 2.2.

Jak vid́ıme z tabulky, pro n > 9 se aproximace odmocniny zaokrouhlená na prvńıch
deset platných cifer jǐz neměńı. Také vid́ıme, že hodnoty hodně osciluj́ı (dokonce
měńı znaménka) a čitatelé i jmenovatelé v absolutńı hodnotě rostou. Takový výpočet
m̊uže být potenciálně nestabilńı. Zde je to dáno mj. i naš́ı

”
nevhodnou“ volbou

počátečńı podmı́nky. V praxi by se počátečńı aproximace jistě dala odhadnout lépe.

Povšimněme si na závěr, že jsme nalezli řetězový zlomek námi hledané odmoc-
niny

√
28977, ovšem ne s přirozenými koeficienty, nýbrž s racionálńımi. To nám ale

nevad́ı. S racionálńımi č́ısly poč́ıtat umı́me. Celoč́ıselný zlomek se dá spoč́ıtat zpětně
ze znalosti odmocniny pomoćı tzv. Eukleidova algoritmu, což nebudeme bĺıže rozepi-
sovat. Na rozd́ıl od našeho postupu, kdy jsme vždy dostali periodu délky nejvýše dva,
v př́ıpadě celoč́ıselného zlomku mohou být periody deľśı. Pomoćı sofwtaru Wolfram
Mathematica 9.0 jsme spočetli, že v našem př́ıpadě dostaneme periodu délky osm-
desát

√
28977 = [170; 4,2,2,1,1,3,6,2,1,1,11,6,1,6,4,3,1,1,1,2,

5,1,2,2,1,20,1,1,2,1,3,5,19,1,5,7,1,2,1,112,

1,2,1,7,5,1,19,5,3,1,2,1,1,20,1,2,2,1,5,2,

1,1,1,3,4,6,1,6,11,1,1,2,6,3,1,1,2,2,4,340].
Jen upozorńıme, že rekurentńı vztahy pro čitatele a jmenovatele sbĺıžených zlom-

k̊u (2.19) a (2.20) jsou také vztahy z Eukleidova algoritmu, jen indexované v opačném
pořad́ı, než je obvyklé.

2.7 Algoritmus postupného výpočtu druhé odmoc-
niny

Tento postup výpočtu druhé odmocniny byl součást́ı základńıho vzděláńı na školách
ještě ve 20. stolet́ı. Připomı́ná postup, jakým děĺıme dnes. Tento algoritmus od-
mocňováńı najdeme popsaný již mnohem dř́ıve v Č́ıně a v Indii, do Evropy se dostal
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Tabulka 2.2: Sbĺıžené zlomky (a jejich čitatelé a jmenovatelé) č́ısla
√

28977.

n pn
0 200 = 200
1 −68977

11023 ≐ −6,257552390
2 −25386200

11023 ≐ −2303,020956
3 9394146529

121506529 ≐ 77,31392384
4 3477826529000

121506529 ≐ 28622,54858
5 −1287578934410833

1339366469167 ≐ −961,3343055
6 −476695491935166200

1339366469167 ≐ −355911,1736
7 176485214180055867841

14763836589627841 ≐ 11953,88564
8 65339471264421010113800

14763836589627841 ≐ 442564,3082
9 −24190391989861648214308657

162741770727467691343 ≐ −148642,7970
10 −8955919804196946491239045400

162741770727467691343 ≐ −55031475,72

n qn
0 1 = 1
1 − 400

11023 ≐ −0,03628776195
2 −148977

11023 ≐ −13,51510478
3 55181600

121506529 ≐ 0,4541451431
4 20430466529

121506529 ≐ 168,1429525
5 −7563919834800

1339366469167 ≐ −5,647386290
6 −2800362901370833

1339366469167 ≐ −2090,811563
7 1036768072209332800

14763836589627841 ≐ 70,22348601
8 383838828621922427841

14763836589627841 ≐ 25998,58284
9 −142107236988805495682000

162741770727467691343 ≐ −873,2068992
10 −52611839387622747350708657

162741770727467691343 ≐ −323284,1768

n pn/qn
0 200 = 200
1 68977

400 = 172,4425
2 25386200

148977 ≐ 170,4034851
3 9394146529

55181600 ≐ 170,2405608
4 3477826529000

20430466529 ≐ 170,2274651
5 1287578934410833

7563919834800 ≐ 170,2264120
6 476695491935166200

2800362901370833 ≐ 170,2263273
7 176485214180055867841

1036768072209332800 ≐ 170,2263205
8 65339471264421010113800

383838828621922427841 ≐ 170,2263200
9 24190391989861648214308657

142107236988805495682000 ≐ 170,2263199
10 8955919804196946491239045400

52611839387622747350708657 ≐ 170,2263199

až d́ıky Arab̊um [4]. Je pomaleǰśı než babylónská metoda, ale pro ručńı a poloau-
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tomatizované výpočty na mechanických kalulátorech jednodušš́ı – což pro nás bude
d̊uležité.

2.7.1 Základńı princip

Základńı princip celé metody stoj́ı na známém vzorci pro kvadrát součtu. Od-
mocňované č́ıslo s zcela jistě můžeme napsat ve tvaru

s = (a + x)2 = a2 + 2ax + x2

pro nějaké konkrétńı a a b. Pokud nyńı odmocninu
√
s č́ısla s odhadnu hodnotou a,

tj.
√
s ≈ a. Je jasné, že jsme se dopustili nějaké chyby x, kterou neznáme. Můžeme

se ale pokusit tuto chybu odhadnout. Plat́ı

s − a2 = 2ax + x2 = (2a + x)x.

Dostáváme tedy (kvadratickou) rovnici pro x. Tu řešit neumı́me – na to bychom
potřebovali umět vypoč́ıtat odmocninu – nicméně se můžeme pokusit chybu odhad-
nout. Rovnice nám ř́ıká toto:

Vezmi odhad a a vynásob jej dvěma. K výsledku se pokus přič́ıst
takové č́ıslo x, aby součet po vynásobeńı č́ıslem x byl roven, nebo co

nejbĺı̌ze č́ıslu s − a2.

Obecně asi nenajdeme takové x, aby nastala rovnost, ale nějaké x̃ takové, aby se
alespoň

s − a2 > s − a2 − (2a + x̃)x̃ = s − (a + x̃)2

chyba zmenšila.
Formálně tedy můžeme přeznačit a0 = a, x0 = x, tj. s = (a0 + x0)2, počátečńı

aproximaćı odmocniny tedy bude
√
s ≈ a0, nalézt přibližnou opravu stávaj́ıćı x̃0 = x̃

a položit a1 = a0 + x̃0. A celý proces pak můžeme opakovat.

2.7.2 Praktický výpočet

Otázkou je, jak volit a a jak hledat přibližné řešeńı x̃. Trik spoč́ıvá v šikovném
rozděleńı č́ısla odmocniny na součet

√
s = a + x. Zaṕı̌seme-li toto č́ıslo v deśıtkové

soustavě, √
s = [dkdk−1 . . . d1d0, d−1d−2 . . .]10 = ∑

`∈Z∩(−∞,k]

10`d`,

kde d` je `-tá cifra č́ısla
√
s, tj. d` ∈ N, 0 ≤ d` < 9 a dk ≠ 0, pak součet zvoĺıme tak,

aby
a = 10kdk, x = [dk−1 . . . d1d0, d−1d−2 . . .]10.

Zde je d̊uležité, že vždy plat́ı
10k > x
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tedy prvńı sč́ıtanec je o řád vyšš́ı než druhý. Umocněńım dostaneme

s = (10kdk + x)2 = 100kd2k + 20dkx + x2

a vid́ıme, že hledaná cifra dk dominantně ovlivńı č́ıslice o dva řády výše než zbytek
cifer. To je očekávané. Umocněńım č́ısla se počet jeho cifer zhruba zdvojnásob́ı. Při
hledáńı počátečńı aproximace a se tedy budeme soustředit zejména na prvńı dvojici
cifrer č́ısla s. Muśıme si však dát pozor, které cifry bereme. Pro jednoduchost budeme
celý postup ilustrovat na přikladu.

Př́ıklad 6. Postup tedy bude jasný odmocňované č́ıslo s rozděĺıme na skupiny (dvo-
jice) cifer, přičemž respektujeme polohu desetinné čárky (začneme od ńı), pokud je
před (př́ıpadně i za) desetinnou čárkou lichý počet cifer, m̊užeme formálně připsat
nulu. Technicky bychom mohli ř́ıct, že č́ıslo s přeṕı̌seme, resp. interpretujeme v
č́ıselné soustavě se základem sto, např. naše

s = 28977 = [28977]10 = [02∣89∣77]100.

Dvojice deśıtkových cifer totǐz př́ımo reprezentuj́ı cifry stovkové soustavy, odmocňované
č́ıslo je tedy ve stovkové soustavě trojciferné. Lze tedy očekávat, že jeho odmocnina
bude tedy trojciferná v deśıtkové soustavě. V prvńı skupině cifer přitom dominuje
kvadrát naš́ı počátečńı aproximace a20, jak jsme viděli.

(i) Spočteme celoč́ıselný odhad odmocninu z č́ısla 2 = 02, tj.
√

2 ≈ 1. Dostáváme
tak

a0 = 100

(ii) Hodnotu x0 neznáme. Chceme aby platilo

s − a20 = (2a0 + x0)x0,
28977 − 10000 = [01∣89∣77]100 = (200 + x0)x0,

přesně spoč́ıtat to však neumı́me. M̊užeme se ji ale pokusit odhadnout. Odhad
budeme konstruovat tak, abychom odmocninu zpřesňovali po cifách. Budeme
tedy hledat x̃0 ve tvaru

x̃0 = 101d, d ∈ N, 0 ≤ d < 9.

Zřejmě dostaneme

d x̃0 (2a0 + x̃0)x̃0 = (200 + x̃0)x̃0
0 0 0
1 10 2100
2 20 4400
3 30 6900
4 40 9600
5 50 12500
6 60 15600
7 70 18900
8 80 22400
9 90 26100
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přičemž nejlepš́ı dolńı odhad dostaneme pro d = 7. Tedy

a1 = a0 + x̃0 = 100 + 70 = 170.

(iii) Nyńı m̊užeme krok (ii) fakticky zopakovat pro nový odhad. Hodnotu x1 neznáme.
Opět chceme, aby platilo

s − a21 = (2a1 + x1)x1.

Je dobré si uvědomit, co je na levé straně rovnice

s − a21 = s − (a0 + x̃0)2 = (s − a20) − (2a0 + x0)x0 = 18977 − 18900 = [77]100.

Mı́sto hledáńı řešeńı budeme opět hledat x̃1 ve tvaru

x̃1 = 100d, d ∈ N, 0 ≤ d < 9.

Zřejmě dostaneme

d x̃1 (2a1 + x̃1)x̃1 = (340 + x̃1)x̃1
0 0 0
1 1 341
2 2 684
3 3 1029
4 4 1376
5 5 1725
6 6 2076
7 7 2429
8 8 2784
9 9 3141

přičemž nejlepš́ı dolńı odhad dostaneme pro d = 0. Tedy

a2 = a1 + x̃1 = 170 + 0 = 170.

(iv) Pro-forma uděláme ještě jeden krok. Vid́ıme totǐz, že v předchoźım kroku nedošlo
k žádnému zlepšeńı. To ale nevad́ı. Pokuśıme se naj́ıt daľśı cifru, tj. prvńı cifru
za desetinnou čárkou. Tedy doj́ıt ke zlepšeńı t́ım, že budeme fakticky hledat de-
setkrát menš́ı opravu. Opět chceme, aby platilo

s − a22 = (2a2 + x2)x2,
[77,00]100 = (340 + x2)x2

a x̃2 budeme hledat ve tvaru

x̃2 = 10−1d, d ∈ N, 0 ≤ d < 9.
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Zřejmě dostaneme

d x̃2 (2a2 + x̃2)x̃2 = (340 + x̃2)x̃2
0 0 0
1 0,1 34,01
2 0,2 68,04
3 0,3 102,09
4 0,4 136,16
5 0,5 170,25
6 0,6 204,36
7 0,7 238,49
8 0,8 272,64
9 0,9 306,81

přičemž nejlepš́ı dolńı odhad dostaneme pro d = 2. Tedy

a3 = a2 + x̃2 = 170 + 0,2 = 170,2.

(v) A tak dále. Asi je zřejmé, že celý proces lze zapsat pomoćı práce pouze s ciframi
kompaktněji, viz tabulku 2.3.

Tabulka 2.3: Schématický zápis algoritmu postupného výpočtu druhé odmocniny
z č́ısla 28977 spočtené na čtyři desetinná mı́sta.

02∣89∣77,00∣00∣00∣00
√

2∣89∣77 ≐ 170,2263
−12

1∣89 2 ⋅ 1 = 2, 27 ⋅ 7 = 189
−1∣89

00∣77 2 ⋅ 17 = 34, 340 ⋅ 0 = 0
−0∣

77∣00 2 ⋅ 170 = 340, 3402 ⋅ 2 = 6804
−68∣04

8∣96∣00 2 ⋅ 1702 = 3404, 34042 ⋅ 2 = 68084
−6∣80∣84

2∣15∣16∣00 2 ⋅ 17022 = 34044, 340446 ⋅ 6 = 2042676
−2∣04∣26∣76

10∣89∣24∣00 2 ⋅ 170226 = 340452, 3404523 ⋅ 3 = 10213569
−10∣21∣35∣69

67∣88∣31 . . .
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3 Kalkulátory Nisa a jejich výroba v Proseči
nad Nisou – historické poznámky

Základem pr̊umyslového areálu na břehu řeky Nisy, na pomeźı Vratislavic nad Nisou
a Proseče nad Nisou, kde se v polovině 20. stolet́ı kalkulátory značky Nisa vyráběly,
byl pr̊umyslový podnik s názvem Carl Wagner & Comp. zaměřený p̊uvodně na tex-
tilńı výrobu. Výroba kalkulátor̊u zde začala až po poválečné reorganizaci. Výrobńı
podnik je dohledatelný pod několika názvy: Koh-I-Noor, Proseč nad Nisou, národńı
podnik, pravděpodobně později Nisa, národńı podnik, stř́ıdavě zřizován Minister-
stvem stroj́ırenstv́ı, resp. Ministerstvem přesného stroj́ırenstv́ı, které bylo zř́ızeno
v letech 1955–1958, viz [16, 17]. Nejnověji je pak podnik (resp. provoz) dohleda-
telný pod názvem Zbrojovka Brno, závod Nisa. V p̊uvodńım objektu dodnes prob́ıhá
pr̊umyslová vyroba, aktuálně zde śıdĺı firma Nisaform, s. r. o., která se k histo-
rii výroby kalkulátor̊u na svém webu dodnes hláśı. Z tohoto d̊uvodu je také řada
informaćı historicko-technického rázu v této kapitole převzato právě z webu Nisa-
form, s. r. o., viz [13].

3.1 Historie výroby p̌redcházej́ıćı kalkulátor̊um

Již zmı́něná firma Carl Wagner & Comp byla kdysi významným pr̊umyslovým pod-
nikem. Stopa rodu Wagner̊u lze vysledovat v tehdeǰśım Maffersdorfu (dnes Vratisla-
vićıch) až do roku 1620. Předkové Franze Wagnera se živili jako tesaři a stavitelé
dřevěných tkalcovských stav̊u, zahradńıci, tkalci lnu. Firma Carla Wagnera byla
oceněna na světové výstavě ve Vı́dni v roce 1873 a na světové výstavě v Pař́ıž́ı
v roce 1878 źıskala firma bronzovou medaili. Carl Wagner byl během německo-
české výstavy v Liberci v roce 1906, při př́ıležitosti předáváńı bronzové medaile,
představen samotnému ćısaři. V následuj́ıćım roce pak byl oceněn za své služby pro
veřejnost řádem Ryt́ı̌rského kř́ıže Franze Josefa. Zájmy podniku sahaj́ı i za hranice
tehdeǰśıho Rakousko-Uherska a sice do Itálie, Německa, Švýcarska, Ruska a Švédska.
Podrobněji viz [12].

Po skončeńı 2. světové války byla ve firmě Carl Wagner & Comp. zavedena
národńı správa, firma byla vyvlastněna znárodňovaćım dekretem z ř́ıjna 1945. V roce
1946 byl mj. na základech p̊uvodńı firmy založen národńı podnik Továrny koberc̊u
a nábytkových látek (TOKO), viz [12]. Poznamenejme, že v této době docházelo
k r̊uzným reorganizacemı́m pr̊umyslu a výroby, viz také nař́ızeńı vlády [16, 17].
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3.2 Stručná historie výroby kalkulátor̊u Nisa

Možná již v době kolem druhé světové války byla v rámci podniku zahájena výroba
mechanických, později elektromechanických kalkulačńıch stroj̊u, následně nazýva-
ných Nisa. V Liberci, resp. v Hanychově v předdruhoválečných letech prob́ıhala
výroba mechanického kalkulátoru Mira (někdy též česky Mı́ra) Odhnerova typu.
Dle [15], v letech 1924–1940. Zda Prosečská výroba na výrobu Hanychovskou nějak
navazovala, či zda spolu byly podniky v nějaké komunikaci neńı jasné.

V letech 1951–1976 byly v závodě Nisa Proseč nad Nisou vyráběny mechanické
kalkulačńı stroje Nisa. Celkem jich bylo vyrobeno přes 600 000 kus̊u, velká část
byla vyvezena do 35 zemı́, viz [13]. V ČSSR to byly v tehdeǰśı době nejrozš́ı̌reněǰśı
kalkulačky. Jejich vývoj zahájila skupina nadšenc̊u v poválečné stagnaci bižuterńıho
pr̊umyslu v závodě Brditzka (nyněǰśı Soliter). Základem byl mechanický kalkulátor
Monroe americké výroby. Prvńı prosečský typ Nisa M byl do značné mı́ry jeho kopíı
s kostrukčńımi změnami souvisej́ıćımi zejména s použit́ım metrického systému (např.
metrických závit̊u).

Kalkulátory byly vybaveny množstv́ım aritmetických a logických funkćı řešených
mechanicky, později elektromechnicky. Např. kalkulátor typy Nisa PK5 obsahoval,
viz [13], až 2 200 součástek převážně vlastńı výroby, k výrobě se použ́ıvalo v́ıce
jak 3 500 nástroj̊u a př́ıpravk̊u a celkový sortiment nářad́ı obsahoval téměř 30 000
položek. Na začátku 60. let 20. stolet́ı měl závod Nisa 850 zaměstnanc̊u, viz [13].
Poznamenejme, že některé kalkulátory měly také velmi kvalitńı design (viz např. typ
K2 nebo typ C). Na fotografíıch na obrázku 3.1 pak vid́ıme historický vývoj loga
kalkulátor̊u Nisa.

V roce 1976 výroba kalkulaček končila a závod převzal výrobu a vývoj poč́ıtačo-
vých komponent, zejména děrnopáskových zař́ızeńı ze Zbrojovky Brno. Po rozpadu
trhu bývalých socialistických zemı́ výroba v závodě Nisa v roce 1992 zanikla. Od
roku 1995 zde vzniká firma Nisaform, s. r. o., která se k historii výroby kalkulátor̊u
hláśı alespoň prostřednicvt́ım své webové prezentace. Předmětem výroby však je již
pochopitelně jiný sortiment zbož́ı, [13].

Obrázek 3.1: Historický vývoj loga kalkulátor̊u Nisa.
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4 Katalog dohledaných (elektro)mechanic-
kých kalkulátor̊u Nisa

Srovnáńı tř́ı r̊uzných technologíı použ́ıvaných při výrobě kalkulátor̊u Nisa. Vlevo
použ́ıvaj́ıćı klávesnici a tzv. Leibnitzova ozubená kola (Leibnitz wheel, stepped
drum), vpravo nahoře použ́ıvaj́ıćı tzv. Odhnerova ozubená kola (pinwheel, varianta
Leibnitzova kola) a vpravo dole použ́ıvajćı tzv. vahadlový mechanizmus, viz [7, 15].

Obrázek 4.1: Srovnáńı tř́ı r̊uzných technologíı použ́ıvaných při výrobě kalkulátor̊u
Nisa.
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4.1 Kalkulátory Odhnerova typu – Nisa typ P

Princip kalkulátoru spoč́ıvá resp. jeho základńım stavebńım prvem je tzv. Odhnerovo
kolo, tj. ozubené kolo s proměnným počtem zub̊u. Tyto zuby se vysouvaj́ı a zasouvaj́ı
v závislosti na nastaveńı vstupńıho registru. Kalkulátor obsahuje výsledkový registr,
kde se při otočeńı klikou každé kolo pootočilo o tolik jednotek, kolik bylo v Odhnerově
kole nad ńım vysunuto zub̊u.

Kalkulátor̊u Odhnerova typu se v Evropě na konci 19. a na začátku 20. stolet́ı
vyrábělo nepřeberné množstv́ı, viz [7, 15]. Zde je dobré upozornit, že se nám podařilo
dohledat pouze jediný model kalkulátoru Nisa tohoto typu, Nisa typ P. Výroba se,
zdá se, soustředila převážně na kalkulátory jiných typ̊u. Velmi podobný mecha-
nický kalkulátor se však vyráběl v Liberci, přesněji v Hanychově před 2. světovou
válkou (doložitelně v letech 1924–1940, [15]). Jednalo se o mechanický kalkulátor
Mira (někdy též česky Mı́ra). Zda Prosečská výroba typu P na výrobu Hanychov-
skou nějak navazovala, zda spolu byly podniky v nějaké komunikaci, nebo zda byla
výroba, nebo některé části výrobńıch prostředk̊u, nástroj̊u, atp. přesunuty z Ha-
nychova do Proseče, neńı jasné. Zbývá jen konstatovat, že se jedná o jediný model
(dokonce jediný exemplář), který se nám podařilo dohledat, firmy Nisa použ́ıvaj́ıćı
systém Odhnerových kol.

Obrázek 4.2: Mechanický kalkulátor Nisa typ P.
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4.2 Kalkulátory s vahadly – Nisa typ C

Mechanický kalkulátor Nisa typ C – dva exempláře pravděpodobně jediného mo-
delu (dle našich znalost́ı) firmy Nisa použ́ıvaj́ıćı systém vahadel. Systém uvnitř opět
použ́ıvá pouze jedoduchých ozubených kol, k jejiž pootáčeńı je použito pouze primi-
tivńıho mechanizmu vahadel, kterými je na kola přenášen př́ımo pohyb kláves. Už
na prvńı pohled upoutá, že kalkulátor má klávesy pouze od jedné do pěti. Pro zadáńı
větš́ı č́ıslice bylo tedy třeba zmáčknout postupně v́ıce kláves. Na rozd́ıl od ostatńıch
kalkulátor̊u, které p̊usob́ı robustně a sṕı̌se jako skutečné výpočetńı nástroje, typ C
se zdá být sṕı̌se kancelářskou kalkulačkou pro občasné jednoduché výpočty.

Obrázek 4.3: Mechanický kalkulátor Nisa typ C.
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4.3 Kalkulátory s klávesnićı a Leibnitzova kola – Nisa
typ M a typové řady K a PK

Na prvńı pohled vid́ıme rozd́ıl mezi temito kalkulátory a předchoźımi dvěma typy
kalkulátor̊u. Tyto kalkulátory maj́ı klávesnici a jejich předobrazem je právě kalulátor
Monroe. Kalkulátor funguje na principu Leibnitzova válce s proměnným počtem
ozubených kol, viz [8]. Válec je trochu podobný válci s Odhnerovými koly, je však
mnohem menš́ı, zakomponovaný v zadńı části př́ıstroje. Zadávańı č́ısel již neprob́ıhá
pomoćı stav́ıtek na válci ale pomoćı klávesnice, která př́ıstroji vizuálně dominuje.
Starš́ı modely byly plně mechanické, nověǰśı elektromechanické (na fotografii 4.4 kal-
kulátory nahoře uprostřed a vpravo dole).

Obrázek 4.4: Srovnáńı mechanických kalkulátor̊u Nisa typ M, K, a PK.
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4.3.1 Nisa typ M

Na obrázku 4.5 je porovnáńı tř́ı exemplář̊u kalkulátor̊u typu M. Za povšimnut́ı stoj́ı
dvě r̊uzná barevná provedeńı – a to jak klávesnice (b́ılo-zelená vs. žluto-b́ılá) tak
svrchńıch část́ı zakrytováńı př́ıstoje (šedá vs. tmavozelená).

Obrázek 4.5: Srovnáńı tř́ı exemplář̊u kalkulátor̊u typu M.

Obrázek 4.6: Mechanický kalkulátor Nisa typ M.
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4.3.2 Nisa typ K

Historicky po typu M pravděpodobně následoval typ K, který je svému předch̊udci
designově velmi podobný, viz obrázky 4.6 a 4.7.

Obrázek 4.7: Mechanický kalkulátor Nisa typ K.
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4.3.3 Nisa typ K1 a PK1 (pravděpodobně stařśı varianta)

Na obrázku 4.8 vpravo je plně mechanický kalkulátor K1, vlevo elekotromechanický
PK1. Poznamenejme, že v př́ıpadě těchto dvou konrétńıch model̊u, jsme se také
setkali s označeńım EK a EK1. Jaké označeńı je správné, nebo zda se označeńı v
pr̊uběhu času měnilo, zat́ım neńı zcela jasné. Podle celkového vzhledu kalkulátoru a
designu loga se zdá být pravděpodobné, že tento model navazoval na model K.

Obrázek 4.8: Srovnáńı mechanických kalkulátor̊u Nisa typ K1 a PK1.

Obrázek 4.9: Mechanický kalkulátor Nisa typ K1 a PK1.
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4.3.4 Nisa typ K1 a PK1 (pravděpodobně nověǰśı varianta)

Pod označeńım K1 a PK1 nalézáme také mechanické, resp. elektromechanické kal-
kulátory jiného designu (a s moderněǰśımi logy), viz obrázky 4.10 a 4.11.

Obrázek 4.10: Srovnáńı mechanických kalkulátor̊u Nisa typ K1, resp. PK1,
(pravděpodobně) nověǰśı varianty tohoto modelu.

Obrázek 4.11: Mechanický kalkulátor Nisa typ K1 a PK1, (pravdědpodobně) nověǰśı
varianta.
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4.3.5 Nisa typ K2

Kalkulátory se pozděli dodávaly v elegantńım koženém kufŕıku v mnoha barvách.

Obrázek 4.12: Srovnáńı tř́ı exemplář̊u kalkulátor̊u modelu K2.

Obrázek 4.13: Mechanický kalkulátor Nisa typ K2.
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4.3.6 Nisa typ K5 a PK5

Srovnáńı mechanických kalkulátor̊u Nisa typ K5, resp. PK5. Poznemenejme, že
exempláře vlevo a uprostřed maj́ı svrchńı kryty vyrobeny z plastu, zat́ımco exemplář
zcela vpravo má svrchńı kryty kovové.

Obrázek 4.14: Srovnáńı mechanických kalkulátor̊u Nisa typ K5, resp. PK5.

Obrázek 4.15: Mechanický kalkulátor Nisa typ K5 a PK5.
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Závěr

Na základě zadáńı a ćıle této bakalářské práce jsme představili v prvńı části r̊uzné
metody výpočtu druhé odmocniny přirozeného č́ısla. Představili jsme zřejmě nej-
starš́ı algoritmus výpočtu druhé odmocniny tzv. babylonskou metodu. Dále jsme
řešili výpočet druhé odmocniny pomoćı Newtonovy metody tečen, Taylorovou meto-
dou a Bakhshalihovou metodou. Došli jsme k několika zaj́ımavým závěr̊um: Prvńım
z nich je souvislost babylonské metody s metodou Newtonovou a Taylorovou použitou
na výpočet odmocniny. Druhým je obecná hlubš́ı souvislost mezi Newtonovou a Ta-
ylorovou metodou. Třet́ım pak, že jeden krok Bakhshaliho metody odpov́ıdá přesně
dvěma krok̊um babylonské metody. Daľśı metodou, kterou jsme se zabývali, byla me-
toda řetězových zlomk̊u a algoritmem postupného výpočtu druhé odmocniny. Tento
algoritmus se vyučoval na školách ještě ve 20. stolet́ı a v principu je asi nejlépe
použitelný právě v kontextu mechanických kalkulátor̊u. Teoretická odvozeńı jedno-
livých metod jsme ilustrovali také prakticky části. Na stejný př́ıklad výpočtu druhé
odmocniny konrétńıho č́ısla jsme aplikvali všechny metody uvedené v této práci. Po-
rovnávali jsme, které metody jsou rychleǰśı, tedy kdy výsledek źıskáváme po méně
kroćıch. O výpočetńı náročnost jsme se přitom nestarali.

Ve druhé části této práce jsme shrnuli historický vývoj mechanických kalkulátor̊u
Nisa. Představili jsme tř́ı r̊uzné technologie použ́ıvané při výrobě kalkulátor̊u Nisa.
Tj. použ́ıvaj́ıćı klávesnici a tzv. Leibnitzova ozubená kola (Leibnitz wheel, stepped
drum), dále Odhnerova ozubená kola (pinwheel, varianta Leibnitzova kola) a tzv. va-
hadlový mechanizmus. Některé stroje byly plně mechanické, na kliku a s postupnými
drobnými či větš́ımi inovacemi z̊ustaly v použ́ıváńı až do 70. let dvacátého stolet́ı.
Nověǰśı modely byly již elektromechanické. V sedmdesátých letech byly mechanické
stroje vytlačeny levnými elektronickými kalkulačkami. Rychlost s jakou mechanické
kalkulátory upadly v zapomněńı vskutku neuvěřitelná, ze dne na den se staly mecha-
nické kalkulátory nepotřebnými. Přesto na svou dobu jsou považovány za pokrokový
zázrak.
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