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Anotace

Tato préace se vénuje (elektro)mechanickym kalkuldtorum znacky Nisa, které se ve
20. stoleti vyrabély na Liberecku. Prace obsahuje dvé ¢asti. V prvni se podrobnéji
vénujeme numerickym vypoctum, které Ize na kalkuldtorech realizovat. Kromé kla-
sického sc¢itani, odecitani, nasobeni a déleni se zbytkem, které jsou trividlni, se
vénujeme hlavné numerickému vypoctu odmocniny z prirozeného, resp. kladného
racionalniho ¢isla. Podrobné vylozime, jak jednotlivé numerické metody funguji, jak
spolu souviseji a vybereme metodu, ktera je pro vypocet na jednoduchém kalkulatoru
nejvhodnéjsi.

Ve druhé c¢asti prace se stru¢né vénujeme historii vyroby. Popiseme tii odlisné
varianty konstrukei vypocetniho mechanizmu, které se nam podaiilo dohledat. Dale
se pak v ramci jednotlivych konstrukénich variant soustiedime na jednotlivé modely,
modelové Tfady, barevné varianty atd., které se zde v prubéhu let vyrabeély.

Kli¢ova slova:

numericky vypocet; druha odmocnina; babylonska metoda; Newtonova metoda; Ta-
yloruv polynom; (elektro)mechanicky kalkulator; kalkuldtor Nisa; vyroba na Libe-
recku



Abstract

This work is focused to (electro)mechanical calculators Nisa that were produced
throughout the 20th century in Liberec region. The work consists of two parts. To
first part focused in detail to numerical calculator, that are applicable on such ca-
lulcators. With the exception of trivial calulations, such as addition, subtraction,
multiplication and division with remainders, we focus mainly on the numerical me-
thods for the calculators the square-root of a natural, or positive rational number.
We explain in detail how these methods work, how they relate to each other, and
finally we propose the one, which fits the best for such simple calulator.

In the other part, we briefly go through the history of the production. We de-
scribe three construction variants of the computaional mechanism, that we were
able to identify. Further, we show which models, model lines, color variants, etc.
were produced within the individual construction variant throughout the years.

Key words:

numerical computtion; square-root; Babylonian method; Newton’s method; Taylor’s
polynomial; (electro)mechanical calculator; calculator Nisa; industry in Liberec re-
gion
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Pouzité znaceni a zkratky

V textu pouzivame zejména nasledujici znacenti:

Znaceni Vyznam
N mnozina prirozenych ¢isel (at uz s nebo bez nuly)
No=Nu{0}  mnozina ptirozenych ¢isel s nulou
N* =N~ {0}  mnozina pfirozenych ¢isel bez nuly
Q, QF mnozina racionalnich, resp. kladnych racionalnich cisel
K mnozina kvadratickych iracionalit, tj. ¢isel WT\/E
R, R* mnozina realnych, resp. kladnych realnych ¢isel
n! faktoridl pfirozeného ¢isla n! =n-(n-1)!, 0l =1
{an}e, posloupnost ¢isel ag, a1, as, ...
[ =L p(=1) nt4 derivace funkee f(z), fO(z) = f(x)
specialné je pak obvykle
f(z)=fM prvni derivace funkce f(z)
f'(x)=f®@ druh4 derivace funkce f(z)
f"(z) = f®  tietf derivace funkce f(x)
fH(z) inverzni funkce k funci f(z); f(f~'(z)) =z, f1(f(x)) =2
[x0; 21,22, ..., Tp] konecny tetézovy zlomek
[x0; 21, X2, X3, .. .] nekonecny fetézovy zlomek
[o;%1,. .., Tky - Thrds - - -] nekonecny periodicky Fetézovy zlomek
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Uvod

Tato prace je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni ¢asti se zabyvame zejména vypoctem
druhé odmocniny ¢isla 2. Budeme chtit nalézt druhou odmocninu, nejcastéji oznaco-
vanou /s, /s, nebo s!/2, z piirozeného éisla s € N*, tedy nezdporného racionalniho
¢isla s = p/q € QF, kde p,q € Ny, ¢ # 0. Odmocnina z prirozeného ¢isla je vsak
bud opét ¢islo piirozenéd, nebo &fslo iraciondlni. Nés budou zajimat predevsim ira-
cionalni pripady. Nalézt odmocninu pfesté tak nebude mozné. Budeme tak nuceni
hledat néjakou jeji pribliznou hodnotu — aprozimaci. K ni se budeme chtit dostat
tzv. numerickymi vypocetnimi metodami. Mohli bychom pouzit i dnes jiz ¢asto poza-
pomenuté - metody geometrické. Geometricky muzeme tilohu nejsnaz preformulovat
jako nalezeni (strany) ¢tverce s predepsanou plochou s. Pro geometricky vypocet je
vsak nejlepsi pouzit tzv. Fuklidovu vétu o vysce. Nejbéznéjsi numerické vypocetni
metody pro nalezeni odmocniny jsou iteracni. Nékteré metody, se kterymi se zde
seznamime, budou matematicky elegantni, jako napt. Newtonova metoda, a budou
mit spoustu dalsich souvislosti, jak se pokusime ukézat. Jiné, ne tak elegantni, jsou
vhodnéjsi napi. pro vypocet z hlavy, resp. proveditelny jednoduse tuzkou na papite.
Jeden takovy algoritmus pro vypocet odmocniny bude vhodny i pro vypocet na
nasich kalkulatorech.

Nejprve predstavime babylonskou metodu, zfejmé prvni algoritmus pouzity pro
aproximaci /s. Babylonsky algoritmus vypoctu odmocniny je proces, pii kterém se
generuje posloupnost cisel a,,, ktera se opakuje, dokud neni dosazeno pozadované
presnosti. Jedna se o algoritmus, kdy se pocet ¢islic pomoci aproximace s kazdou
iteraci zhruba zdvojnasobi viz 2.7.

V dalsi kapitole predstavime Newtonovu-Raphsonovu metodu neboli metodu
tecen, viz [2]. Princip této metody spociva v hledani priblizné polohy pruseciku grafu
funkce y = g(x) s vodorovnou osou (y = 0) tak, ze funkci v néjakém bodé 7 nahradime
tecnou této funkce v tomto bodé. Misto hledani pruse¢iku nelinearni funkce hledame
prusecik teény popsany linearni funkei. Dojdeme k zavéru, ze babylonskd metoda
vypoctu odmocniny & Newtonova metoda pouzitd na funkci g(x) = 2%+ s jsou totéz.

Daéle navazeme na Taylorovu metodu, ktera je zalozena na aproximaci odmo-
ciny pomoci Taylorova rozvoje. Ukazeme, ze v tomto pripadé je Taylorova metoda
identicka s babylonskou metodou.

Dalsi metoda nalezeni aproximace druhé odmocniny byla popséana ve starovékém
rukopisu zvaném Bakhshaliho rukopis, viz [3]. Odpovidd dvéma po sobé jdoucim
iteracim babylonské metody zacinajici s pocatecnim odhadem ay. Tj. jeden krok
Bakhshaliho metody presné opovida dvéma po sobé jdoucim krokum babylonské
metody.
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Jednou z dalsich moznosti jak vyjadrit odmocniny je metoda fetézovych zlomku
x = [xo; 21,22, ..., 2,]. Rekurentni vztahy v této kapitole pouzijeme pro vypocet
sblizenych zlomku — aproximaci hledané odmocniny. Konkrétni vypocet si ukazeme
opét na nasem prikladu /s. Nalezli jsme fetézovy zlomek ndmi hledané odmocniny
V28977, ale ovSsem s racionalnimi.

V druhé ¢asti této kapitoly predstavime mechanické kalkulaéni stroje Nisa. Tyto
kalkulatory se vyrabély v zavodé Nisa Prose¢ nad Nisou a dodéavaly se do 35 zemi.
Modely jsou rozdéleny do tii skupin dle pouzivanych technologii, tzv. Leibnitzova
ozubena kola (Leibnitz wheel, stepped drum, ddle Odhnerova ozubend kola (pinwheel,
varianta Leibnitzova kola) a tzv. vahadlovy mechanizmus. Nékteré stroje byly plné
mechanické, na kliku a s postupnymi drobnymi ¢i vétsimi inovacemi zustaly v pouzivani
az do 70. let dvacatého stoleti. Novéjsi modely byly jiz elektromechanické. V sedmde-
satych letech byly mechanické stroje vytlaceny levnymi elektronickymi kalkulackami.

14



1 Elementarni vypocty na mechanickych kal-
kulatorech

Nejprve se velmi struéné okomentujeme elementarni operace, které lze provadét na
mechanickych kalulatorech provadét.

1.1 Séitani a odeéitani

7 pohledu modernich vypocetnich prostiredu mechanické kalkuldtory zpravidla pou-
zivaji nékolik displeju slouzicich zaroven jako paméti nebo registry:

e jeden pro zobrazovani aktudlniho operandu — casto neptitomny jako displej,
zapis, ulozeni i ¢teni hodnoty operandu clovékem lze totiz ¢asto provést primo
prostrednictvim kldvesnice (vstupu) kalulatoru,

e druhy pro zobrazovani aktualniho stavu mezivypoctu — slouzici zaroven jako
akumuldtor klasického procesoru

e tieti slouzici pro evidenci po¢tu provedenych operaci.

Viz také obrazek ?7. Tyto registry jsou schopny uchovat nékolik desitkovych cifer.
Pamét tedy nepracuje jako u klasického poéitaé v bindrni, ale pifmo v dekadické
¢iselné soustave.

Scitani a odecitani je vSak provadéno zcela analogicky jako napft. séitani a ode-
¢itani jednoduchych ¢iselnych typu (integer) v pocitaci. Zejména tedy, kdyz dojde
k preteceni, tedy pricteni takového cisla do akumuldtoru, ze soucet je vétsi nez
zobrazitelny rozsah, dojde k vynulovani celé paméti a pricteni jen toho ,co je navic*.
Schematicky, na péticiferném displeji

[12345] + [98765] — [11110].

Obdobné pri odecitani muze dojit k podteceni, kdyz mensitel je vétsi nez aktudlni
stav akumulatoru. Opét schematicky na stejném displeji

[00000] - [00001] — [99999].

Matematicky jde o s¢iténi, resp. odecitani modulo 10°, resp. 10¢, kde d je pocet cifer
displeje.

15



N IS A ©OHUQDRPEDWPE R L
m)@@@@@EEIEEI@@@@@@@@@

C J_l_l

IIDDDIIIDD

| x-ln] 4
 S—

Obrazek 1.1: Schéma jednoho z typu mechanickych kalkulatoru. Oznaceny jsou vyse
zmifiované paméti, resp. registry, resp. dispeleje, resp. ovlddaci prvky: (A) pamét
aktualniho operandu a zaroven vstup, (B) akumulator, hlavni registr vysledku, (C)
pocitadlo operaci. Nacrt prevzat z manudlu kalkuldtoru Nisa PK5, [14].

1.2 Nasobeni a déleni se zbytkem

Operace nasobeni, resp. déleni se zbytkem, tj. déleni celého ¢isla a celym cislem b,
a > b, tak, ze
a=b-q+r, q,7 €Ny, 1r<b,

je realizovano jednoduse postupnym sc¢itanim, resp. postupnym odecitanim.

V pripadé nasobeni je tedy typicky na zacatku prazdny akumuldtor. Na vstupu
nastavime jeden z operandu, feknéme a, a postupné ho pricitame do akumuldtoru.
Treti displej zobrazujici pocet operaci nam pritom tika, kolikrat jsme pric¢teni pro-
vedli. Je-li druhy soucinitel napf. b, soucin se v akumulatoru objevi v ten okamzik,
kdyz se v registru poctu operaci objevi b.

Obdobné u déleni se zbytkem. Zde je typicky na zacatku v akumuldtoru délenec
a, tedy prvni z operandu. Na vstupu nastavime druhy z operandu, tedy délitel b.
Odecitéani provadime tak dlouho, nez dojde k podteceni (pfesnéji receno, pokud
k nému dojde, musime jedno odec¢itani vratit). Na konci procesu tak v akumulatoru
zbyde reziduum tedy zbytek po déleni r a registr poc¢tu operaci obsahuje celociselnyy
podil q.

Vsechny tyto vypocty lze samoziejmé analogicky provadét i na vybranych ra-
ciondlnich ¢islech (takovych, kterd maji v desitkové soustavé ukonceny desetinny
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rozvoj a kterd obsahuji jen nékolik nenulovych cifer dostatecné blizko u sebe). Staci
jen vhodné posunout desetinnou carku a ¢isla interpretovat jako cela.

V praxi pak muzeme vyuzivat fady ruznych technickych ,vychytavek®, které
kalkulatory maji. Budeme-li napt. nasobit ¢isla 64 a 122, staci fakticky provést
pricteni jen nékolik. Kalkulator totiz umoznuje velmi efektivné nasobit a délit de-
seti, prostym posunutim vstupu oproti akumulatoru. Tedy vypocet 64 -122 bychom
technicky provedli na pét s¢itani a dvé posunuti

[00000]ac + [00064 ], + [00064]1, — [00128],,
[00064]s, - 10 — [00640],

[00128],c + [00640];,, + [00640];,, — [01408 ],
[00640]s, - 10 — [06400],

[01408] ¢ + [06400];,, = [07808] .

Dolni indexy zde uptesnuji, co je obsahem akumuldtoru ([xzzzx]..) a co je na
vstupu ([zxzzr]y).

Déle jiz nebudeme takto detailni popis potrebovat. Je jasné, ze kdyz budeme

VVVVVV

prezentované. Tedy na scitani, odecitani, nasobeni a déleni se zbytkem. V nasledujici
kapitole se detailnéji podivame na vypocet odmocniny.
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2 Metody vypoctu druhé odmocniny p¥irozeného
Cisla

V této kapitole se budeme zabyvat tim, jak pocitat druhou odmocninu. Postupy
pro nalezeni druhych kofenu (zejména druhé odmocniny 2) jsou zndmy alespon
od obdobi starovékého Babylonu v 17. stoleti pred Kristem (tzv. babylonska me-
toda). Moderni analytické metody se zacaly rozvijet po zavedeni arabského ¢iselného
systému do zapadni Evropy na pocatku renesance, viz napft. [1].

2.1 Itera¢ni metody vypoctu

My budeme chtit nalézt druhou odmocninu, oznacovanou zpravidla /s, ¥/s, nebo
s'/2) 7 prirozeného ¢isla s € N*, resp. nezdporného raciondlntho éisla s = p/q € Q*,
kde p,q € Ny, ¢ # 0. Obé tilohy jsou v podstaté identické proto, ze

Odmocnina z piirozeného ¢éisla je viak bud opét éislo piirozené, nebo &fslo ira-
cionalni. Nas budou zajimat predevsim ty druhé pripady. Nalézt odmocninu preste
tak nebude mozné. Budeme tak nuceni hledat néjakou jeji pribliznou hodnotu —
aprozimaci. K ni se budeme chtit dostat tzv. numerickymi vypocetnimi metodami.
Poznamenejme, ze numericky muzeme hledat pfimo odmocninu samotnou, nebo
ulohu preformulovat a hledat nezdporny kofen rovnice x? — s = 0. Mohli bychom
pouzit i dnes jiz ¢asto pozapomenuté - metody geometrické. Geometricky muzeme
tlohu nejsnéze preformulovat jako nalezeni (strany) ¢tverce s predepsanou plochou
s. Pro geometricky vypocet je vSak nejlepsi pouzit tzv. Fuklidovu vetu o vijsce.

Nejbéznéjsi numerické vypocetni metody pro nalezeni odmocniny jsou iteracni.
Spocivaji v nalezeni vhodného pocatecniho odhadu hodnoty odmociny, feknéme x,
nasledovaném itera¢nim zpresnénim z; = f(s, o). Zpresnéni provadime opakované,
t].

Tpy1 = f(8,20), n=0,1,2,3,...,
dokud nejsou splnéna néktera kritéria ukonceni celého procesu. Napt. nalezneme-li
c¢islo xn takové, ze
|23 - 8| < e

je dostatecné malé, mensi nez n¢jaké predepsané kladné € > 0.
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Casto muze byt pocatecni odhad x, relativné libovolné éfslo, idealni by ale bylo,
odhadnout jej tak, aby nam pak stacilo co nejméné iteraci. Pokud itera¢ni zpresnéni
funguje spravné, resp. je tzv. konzistentni, tedy plati \/s = f(s,/s), tedy odmocnina
z hledaného ¢isla je jeho staciondrnim bodem, snadno nahlédneme, ze pocet iteraci
bude minimdlni, pravé kdyz zg = /s — , kdybychom vsak uméli odmocninu z s od-
hadnout rovnou, nemusime ji pocitat. Nejznaméjsi iteracni metoda je asi Newtonova
metoda tecen, kterou mj. v této praci predstavime. Navic uvidime, ze tato moderni
metoda je zaroven jiz davno znamou metodou babylonskou.

Nékteré metody, se kterymi se zde seznamime, budou, feknéme, matematicky ele-
gantni, jako napt. ona Newtonova metoda, a budou mit spoustu dalsich souvislosti,
jak se pokusime ukéazat. Jiné, ne tak elegantni, jsou vhodnéjsi napt. pro vypocet
z hlavy, resp. proveditelny jednoduse tuzkou na papite. Jeden takovy algoritmus pro
vypocet odmocniny bude vhodny i pro vypocet na nasich kalkuldtorech.

Poznamenejme, ze také moderni pocitace (resp. procesory) provadéji vypocet
odmocniny pomoci podobnych numerickych algoritmu, jen velmi dobte optimalizo-
vanych, idedlné rychle konvergujicicich k velmi presnym aproximacim. A prestoze
jsou moderni poc¢itace mnohem dal nez staiické kalkulatory, ani na modernich strojich
neumime (v klasické aritmetice) pracovat s iraciondlnimi ¢isly. I zde pracujeme jen
s jistou, velmi omezenou a velmi ziedénou podmnozinou mnoziny racionalnich ¢isel

Q.

2.2 Babylonska metoda

Mozné prvni algoritmus pouzity pro aproximaci \/s je zndmé jako babylonskd me-
toda. Babylonska metoda je postavena na nasledujicim rekurentnim vztahu

1 S
n==——+a,1), 2.1
¢ 2(an—1 “ 1) ( )

ktery generuje posloupnost
{an};o:oa
jejiz limita je

lim a, =+/s.

n—oo

Podrobnéji se na motivaci rekurentniho vztahu (2.1) a zduvodnéni jeho funkénosti
podivame nize.

Stejné jako my, tak i Babylonané si pro ulehceni vypoctu vytvareli matematické
tabulky — naptiklad nasobilku, tabulku pfevracenych hodnot ¢isel nebo jejich apro-
ximaci a dokonce tabulky mocnin (pouzivané pii vypoctech, které bychom my dnes
provadeéli pomoci kvadratickych rovnic) a nékterych odmocnin. Déle se do dnesni
doby dochovaly i tabulky obsahujici vztahy v trojuhelnicich a v pravidelnych n-thel-
nicich. Vime, ze Babylonané umeéli pribliznou hodnotu odmocniny vypocitat, nevime
vsak jak. Zadné zépisy o postupech se ndm z této doby nezachovaly.

7 dochovanych hlinénych tabulek je vsak jasné, ze Babylonané znali analogie
(slovni popisy) dnesnich zndmych matematickych pravidel
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(axb)?=a*+2ab+b*> a a*-b*=(a-b)-(a+b).

Vychazely z nich jejich vypocty odmocnin. Chceme vypocitat pribliznou hodnotu
odmocniny z prirozeného ¢isla s.

2.2.1 Horni odhad

Budeme predpoklddat, Ze s neni druhou mocninou prirozeného ¢isla, jinak bychom
uz byli hotovi. Najdeme nejmensi ctverec, mensi nez je s a vyjadiime s ve tvaru

s=a’+b, (2.2)

kde a,b € N. Pokud s nenf étvercem, plati a2 < s < (a+1)2. Cislo a je v jistém smyslu
prirozena nejjednodussi aproximace hledané odmocniny a plati

a<+\/s.

Aproximaci odmocniny s lze odhadnout shora nasledujicim zpusobem

2 2
Vs=Va2+b< a2+b+b—=a+£—2a il

4a? 2¢  2a

1 (a2 +b ) 1 ( s )
=— tal==|—-+a].
2 a 2\a
Ukézali jsme tedy, ze odmocnina z s je ostie mensi nez aritmeticky prumér ¢isel s/a
a a. Vsimneme si, ze v predchozim odvozeni horniho odhadu nikde nepouzivame

vlastnost, ze a? je nejmensi ¢tverec ostie mensi nez s (pricemz s neni ¢tverec). To
motivuje nasledujici lemma.

(2.3)

Lemma 1. Necht s € R*, a € R*, pak plati

\/ES%(2+CL).

Diikaz. Dukaz lemmatu provedeme obdobné jako v (2.3), jen musime rozlisit dva
pripady. Ziejmeé
s=a’+b

prizemz b muze byt
e kladné (pokud s < a?),

e nulové (pokud s = a?), nebo

e ziporné (pokud s > a?).
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Je-li b # 0, pak
b2
E >0

nebot a je vzdy nenulové. Pak postupujeme zcela identicky jako v (2.3),

b? b 2a’+0
Vs=vVa2+b<\[a2+b+—=a+—= T
4a? 2a 2a
(2.4)
1 (a2 +b ) 1 (8 )
== tal==(—-+a].
2 a 2\a
V opacném priipadé, tj. je-li b =0, pak
1
\/_: _(f""a)?
2\a
¢imz jsme lemma dokézali. O]

2.2.2 Monotonie posloupnosti {a,}

Necht a; > /s je (prvnf) odhad pocitané odmocniny, ktery jsme ziskali predchozim
vztahem
(7]
ap=—-|—+a),
2\a

trividlni pripad a; = \/s nebudeme uvazovat. Pokusime se nalézt piesnéjsi odhad as,
tedy cislo, pro které plati

CL1>CL22\/§.

Kdybychom chtéli nas odhad ay opravit zcela presné, budeme muset nalézt néjaké
x > 0 takové, aby platilo

s=(a;-x)*=a?-2a,7 + 2% (2.5)

Najit takové z je teoreticky jednoduché, nebot to v praxi znamend nalézt FeSeni
kvadratické rovnice

2% = (2ay)x + (a? - 5) = 0. (2.6)

To ale znamend, mj. spocitat odmocninu z diskriminantu tohoto trojclenu, tedy
odmocninu z (2a;)? - 4(a? — s) = s. Pro pfesnou opravu odhadu bychom tedy mu-
seli spocitat odmocinu z s, kterou vsak hledame. Piesnou opravu tedy neni mozné
provést.

Abychom se vyhnuli po¢itani odmocnin, muzeme rovnici (2.6) naivné zjednodusit
tak, ze zanedbame kvadraticky clen. Pokusime se tedy najit 7 tak, aby bylo splnéno
alespon

~ 2 _
(2a1)T - (a7 -s) =0.
Dostaneme tak linearni rovnici, jejiz feSeni je

2 _
. ajy-—s

€T =

2@1 .
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Dosadime-li nase T za x do vztahu (2.5), resp. do vztahu

\/Ezal_l',

nedostaneme na levé strané hledané /s, ale néjaké, reknéme, ay. Tedy

at-s al+s 1(5
a9 = a1 — = =—|—+ta].
2@1 2&1 2

Protoze as jsme ziskali jako rozdil dvou kladnych cisel, konkrétné a; zmensené o

kladné %=

T (¢itatel a? — s nemuze byt nulovy), ziejmé plati a; > az. Podle tvrzeni
Lemmatu 1 navic plati as > /s, protoze jsme navic vynechali trividlni piipad a; =
s, nemuze nastat rovnost a plati a, > \/s. Celkové tedy dostavame
y

CL1>CL2>\/§.

Obdobnym zpusobem bychom nyni mohli vSechny tuvahy zopakovat s tim, ze
zacneme s hornim odhadem as (resp. a,_1) a pokusime se ho zpfesnit, coz vyusti
v néjaky presnéjsi ohdad ag (res. a,). [4] To motivuje nédsledujici lemma.

Lemma 2. Necht ap € R*, s € R*, a necht

(o v
Ayp = = +ap-1]-
2 QAp-1

{antnio

Pak posloupnost
je
e pro ag > /s monotdnné klesajici a zdola omezend cislem \/s, tj.
Qo> a1 > Qg > > Aoy > Ap > \/S,
e pro ag =+\/s je konstantni, tj.
(g =Gy =Gy = = Up_1 = Gy = /5,

e pro ag < /s je s vyjiimkou proniho clenu ag opét monoténné klesajici a zdola
omezend cislem /s, tj.

A1 > Ao > > Apy > Ay > \/S > Q.

Diikaz. Pro ag #+/s dostdvame a; > /s dle Lemmatu 1. Nerovnosti

Apo1 > Gp > /5, pro n=2234,...
plynou z ptechozich tvach v této sekci.
Pro ag = /s je tvrzeni ziejmé, ovéiime ho znadno dosazenim do vztahu pro a,,,

anzé(%+¢§) - /5, (2.7)

coz jsme chtéli dokazat. O
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2.2.3 Limita posloupnosti {a,}

Ze vztahu (2.7) jiz vime, ze pro ¢islo /s plati \/s = 1 (% + \/5) , tedy /s je jedinym

stacionarnim bodem zobrazeni

1
Z: an—>§(f+a),

a

na R*. Poznamenejme, Ze na celé realné ose R existuje jesté druhy stacionarni bod
(—/s) anarozsitené redlné ose Ru{+oo} jeste formalné existuji dalsi dva staciondrn{
body +oo. My se nicméné pohybujeme na R* kde zobrazeni funguje nasledujicim
zpusobem:

2((0,V9)) = (v, +0),
Z(V's) =/, (2.8)
2((V5,4)) & (V5 A4),
kde pro libovolnd A € R*, A > \/s. Zobrazeni je tedy v jistém smyslu kontrahujici

a lze pak ukazat, ze limita libovolné posloupnosti {a,} je rovna hledané odmocniné
z s, coz my nebudeme dokazovat.

2.2.4 Algoritmus

Algoritmus (babylonsky) vypoc¢tu odmocniny je tedy ziejmy. Cely vyse naznaceny
proces generovani posloupnosti ¢isel a,, se opakuje, dokud neni dosazeno pozadované
presnosti. Jedna se o algoritmus, kdy se pocet ¢islic pomoci aproximace s kazdou
iteraci zhruba zdvojnasobi viz 2.7. Postupuje se tedy takto:

(i) Zaéneme libovolnou kladnou pocdteéni hodnotou ag (¢im blize ke skuteéné
druhé odmociné z s, tim lépe).

(ii) Pron=1,2,3,... spocitdme a, jako aritmeticky prumeér a, 1 a s/a,_1.

(iii) Vypocet v kroku 2 zastavime jakmile je dosazeno pozadované piesnosti.

Schematicky
Qo ~ 6/57
Qp = 7 | An- ’
7 1

Ap—1
Vs = lim a,.

n—> 00

Poznamka 1. Poznamenejme, Ze kdybychom aritmeticky prumer v kroku 2

5 (o 2%)
—\a,- =a,
5 1

Ap—1
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nahradili prumérem geometrickym

1
S 2
(an—l ' ) = \/g
p-1
dostaneme po prvnim odhadu ag presny vysledek v jediné iteraca.
Cely proces tedy muzeme také interpretovat tak, Ze pro nase ucely ideadlni geo-
metricky prumér zde aproximujeme prumeérem aritmetickym.

Piiklad 1. Priklad vipoctu /s, kde s = 28977, babylonskou metodou. Jako pocd-
tecni odhad vezmeme ag = 200. Béhem vypoctu provadime zokrouhlovani na deset
platnyjch cislic:

ao = 2-10% = 200;

ay = %ao + aio - % (200 4 %) = 172, 4425;

ay = %al 4 ail - % (172,4425 n %) = 170, 2405608;

as = %ag + a% - % (170, 2405608 + %) = 170, 2263205;
ay = %ag, + ais - % (170, 92263205 + 170,222%2%) = 170, 2263199.

Metodu zastavime v okamZiku, kdy se vypoctend aproximace ustdli, plati as = ay.

2.3 Newtonova metoda tecen

Newtonova metoda je iteracni metoda, kterd se pouziva k numerickému teseni rov-
nice
g9(z) =0,

kde funkce g(x) na levé strané je zpravidla nelinedarni v proménné z. V ¢estiné se
pro ni pouzivaji také néazvy Newtonova-Raphsonova metoda nebo metoda tecen,
viz [2]. Pro nézornost si detailné vysvétlime princip této metody na vyse uvedené
rovnici. Jak napovida posledni uvedeny nazev, princip této metody spociva v hledani
priblizné polohy pruseciku grafu funkce y = g(z) s vodorovnou osou (y = 0) tak, ze
funkci v néjakém bodé ¥ nahradime tecnou této funkce v tomto bodé. Misto hledani
pruseciku nelinearni funkce hledame prusecik teény popsany linearni funkei. Pouziti
této metody je mozné pouze za urcitych technickych predpokladu (které vsak v
nasem piipadé budou splnény), zejména musi byt funkce g(z) spojité a hladka.
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2.3.1 Konstrukce te¢ny a pfiblizného feSeni

Tecna ke grafu funkce g(z) v bodé 7 bude obecné déna predpisem
t:y=k-z+q,

kde ztejmé
k=g'(7),
protoze derivace urcuje smeérnici tecny v daném bodé. Pro nalezeni hodnoty hod-

noty ¢ staci dosadit jeden bod na teéné. Konkrétné muzeme dosadit bod [Z, g(T)].
Dostaneme tak rovnici

9(T)=9'(T)-T+q,
tedy
q=9(T)-g'(Z) 7.

Tecna je tedy jiz urcena celd, je dana rovnici

tiy=9g"(7)v+9(@)-9(@) 7
=g'(T) - (z-7) + g(7).

Hledéni kofene rovnice g(z) = 0 tim nahradime hleddnim kofene linedrni rovnice
t(x) =0, tj.
g'(T) - (z=7) +9(7) = 0.
Dostaneme tak
9@
9@

(2.9)

=7

coz je hledané priblizné feseni.

2.3.2 lteraéni schéma

Cely proces zacneme néjakou pocatecni hodnotou zg, nejlépe takovou v jejiz blizkosti
hleddme teseni (co znamend blizkost zde nebudeme Fesit, muze to souviset napf.
s monotonii funkce). Vyse uvedenou konstrukei priblizného feseni (2.9) budeme opa-
kovat v (potencidlné nekonceném) cyklu. Dostaneme tak posloupnost piibliznych
reseni

Lo, T1, T2, ...
kde
Tp =Tp-1— g,(xn_l)
g (xn—l)

V idedlnim piipadé bude posloupnost {z,}2, konvergentni a jeji limitou bude hle-
dané feseni rovnice g(x) = 0.
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2.3.3 Nalezeni odmocniny pomoci Newtonovy metody

My se nyni pokusime aplikovat Newtonovu metodu na vypocet druhé odmocniny
z Cisla s. Ziejmé plati, ze hledand odmocnina je kofenem rovnice

22 —s=0.

Do Newtonovy metody tedy bude vstupovat funkce

g(x) = 2% -s.
Ziejmé
g'(z) =2x.
Dosadime do obecného vzorce, dostaneme tak vztah
g(xn—l) Tp1?-s
Ip=Tp-1——, ~x~"In—-—F7—

g,(xn—l) " an—l

Po uprave

ziskdvame rekurentni formuli. Je-li, tak jako v predchozi kapitole s = a? + b, pak
jako pocatecni odhad feseni muzeme zvolit zy = a. Vidime, ze jsme dostali stejny
rekurentni vztah jako u babylonské metody, viz (2.1), tedy:

Babylonska metoda vijpoctu odmocniny € Newtonova metoda pouZitd
na funkci g(x) = 2% + s jsou totéz.

Jako ptiklad vypoctu odmocniny z s pomoci Newtonovy tedy muzeme pouzit jiz

diive prezentovany ptiklad 1.

2.4 Taylorova metoda

Taylorova metoda, jak uz nazev sam napovidéd, je zalozena na aproximaci odmociny
pomoci Taylorova rozvoje. Pro tiplnost pripomeneme prislusnou vétu z analyzy

Véta 1 (Taylorova véta [10]). Necht f(x) je redlnd funkce jedné rediné proménné
a necht md tato funkce v néjakém e-okoli bodu T alespori n derivaci. Potom existuje
praveé jeden polynom T, (x) stupné nejvyse n takovy, Ze

T (@) = fO(F)  pro kazdé k=0,1,....n,

kde f®)(x) je k-td derivace f(z), f®(z) = LfED(z) a fO(z) = f(x). Tento
polynom md tvar

130) = 3 T o 2 (2.10)

a nazyvdme jej n-ty Tayloriv polynom funkce f(x) v bodé 7.
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Naznak dikazu. Uvazujme polynom p stupné nanejvys n ve tvaru
p(x) = bp(z -T)", kde bo, b1, ...b, € R.
Jeho (-nasobnym zderivovanim dostaneme

n » B n k:l
pOx) =Y by k(k=1)(k-0+1) (x-7)F* Zb (- Tkt
k=t (k-0)!
a dosazenim bodu 7 dostaneme p(Y)(7) = b, ¢!. Hleddme polynom, pro ktery by /(-
ta derivace v bodé T byla rovna (-té derivaci funkce f(z) v bodé T pro vsechna
(=0,1,...,n. Musi tedy platit

(7
bl = fO(F) neboli by = / é'(x) pro kazdé (=0,1,...,n

Koeficienty b, jsou zjevné jednoznacné urceny, tedy existuje jediny polynom hle-
danych vlastnosti. O]

Protoze funkce f(x) a jeji Tayloruv polynom T),(x) se chovaji stejné, presnéji
feceno maji stejné derivace az do tadu n v bodé xg, kde jsme provadéli rozvoj,
bude se Tayloruv polynom v jistém smyslu chovat podobé jako puvodni funce i
v nejbliz§im okoli bolu zy. To bude podstatou konstrukce algoritmu pro vypocet
odmocniny.

Poznamka 2 (Tayloruv vzorec). Necht md nyni funkce f(x) v okoli bodu zo derivace
az do Tadu n+ 1. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati tzv. Tayloriv vzorec

F) - zﬂ“%%xxy+3@)

kde

fe(€)
(n+1)!

pricemz £, je néjaké vhodné cislo lezici mezi o a x. Funkce R, (x) se nazjvd zbytek
nebo chyba Taylorova polynomu. Zbytek zde uvedensj je v tzv. Lagrangeove tvaru, coz
nent jedind moznost jeho vyjddrent.

R (z) =

(l’ _ :L,O)n-f-l

Poznamka 3 (Taylorova a Maclaurinova tada). Je-li funkce v okoli bodu xy ne-
konecné hladkd (tedy md nekonecné mnoho derivaci), mizeme funkci v tomto bodé
rozvinout do tzv. Taylorovy Tady. Pak pro vsechna x z vhodného okoli bodu xq plati

f(l’) Z f (750) (Z’-Jio)k-

Okoli bodu xq, ve kterém rovnost plati, se nazyvda polomer konvergence Taylorovy
rady. Tento polomér zavisi na xg.

Pro xo = 0 tak dostavame specidalni pripad Taylorovy rady, tzv. Maclaurinovu
radu, kterd je tvaru

R
f)= 35
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2.4.1 Taylorova metoda prvniho stupné pro vypocet odmocniny

Nyni se pokusime odvodit algoritmus (opét to bude rekurenti vzorec) pro pfiblizny
vypocet odmocniny zalozeny na Taylorové polynomu. Lze se domnivat, ze pouziti
ruznych polynomu v idedlnim piipadé ovlivni rychlost vypoctu piislusnou metodou
(presnéji fad konvergence metody). V idedlnim piipadé tak, ze ¢im vice ¢lent poly-
nomu pouzijeme, tim rychlejsi metoda bude. Zacneme s polynomem stupné jedna,
tedy s polynomem, ktery ma dva ¢leny. Ukazeme, Ze v tomto piipadé je Taylorova
metoda identicka s babylonskou metodou.

Pro nase dalsi uvazovani{ polozime f(z) = \/z a zkonstruujeme nejprve polynom
stupné jedna. Pro prehlednost budeme u Taylorova polynomu znacit dalsim dolnim
indexem bod, ve kterém funkci rozvjijime. Dostaneme tak

T wo(2) = f(20) + f'(20) (2 - 20)

= (@)} + 3 (wo) } (- m0)

1 x-x9
=\/To+ =" .
0 2 \/ Lo
7 pohledu vypoctu odmocniny z cisla s, kterou navic méame aproximovanou
¢islem a (viz (2.2)), budeme funkci rozvijet do polynomu v bodé, kde funci umime
vycislit, tedy v bodé a? a budeme doufat, ze bod s bude lezet ve vhodném okoli
(napt. z pohledu poloméru konvergence Taylorovy tady). Ziskdme tak vyraz

1 s—-a? 1 2 1
T1’a2(8):\/§+§'5\/a_2 =a+§(§—%)=§(a+f). (211)

Mozné s piekvapenim zjistujeme, ze jsme dostali opét stejny vztah. Piesnéji feceno:

Aproxzimace odmocniny z ¢isla s spoctend pomoci Taylorova
polynomu pruniho stupné zkonstruovaného v bodé a* ndm dd
wdenticky vysledek jako proni krok babylonské metody resp. Newtonovy
metody aplikované na rovnici v? —s =0,

v obou pripadech s pocdatecnim odhadem a.

Jako ptiklad vypoctu odmocniny bychom tedy i zde mohli pouzit jiz diive prezen-
tovany priklad 1.

Poznamenejme nyni, ze souvislost mezi Newtononovou a Taylorovou metodou
prvniho stupné (bytf jedna slouzi k nalezeni kotene rovnice a druhd k vyéislent
funkéni hodnoty) je obecny a vratime se k nému v nésledujici sekci. Zaroven muzeme
tento vztah vnimat jako ospravedlnéni nasledujici uvahy: V pripadé Taylorova poly-
nomu prvniho stupné muzeme vyéisleni funkéni hodnoty pomoci tohoto polynomu
zietézit do iteracniho schématu (odpovidajictho praveé babylonské resp. Newtonové
metodé). Muzeme se pokusit o analogické zietézeni vycisleni funkéni hodnoty i po-
moci Taylorova polynomu vyssiho stupné (tj. pokusime se to provést bez dalsich
dukazu napt. konvergence takto generované posloupnosti).
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2.4.2 Newtonova metoda a metoda vyuZzivajici Taylorova poly-
nomu prvniho stupné pro obecnou funkci f(z)

Videéli jsme, ze pro odhad odmocniny z ¢isla s = a?+b nam Tayloruv polynom prvniho
stupné rozvinuty v bodé a? dal zcela identicky vysledek jako prvni krok Newtonovy
metody pouzité na rovnici 22 — s = 0 s poc¢dtecnim odhadem zy = a. Nyni zkusime
naznacit, ze tento vztah neni ndhodny, ale plati obecné.

Tabulka 2.1: Pievedeni aproximace funkéni hodnoty pomoci Taylorova polynomu
prvniho stupné na Newtonovovu metodu. Porovndni pro \/z a obecné f(x).

funkce, kterou budeme vy¢cislovat VT f(x)
funkei budeme vyéislovat v bodé s s=a’>+b s=f1(a)+b
funkéni hodnotu v bodé s — b zndme | Vs-b=a f(s=b)=a
vycisleni lze prevést na rovnici x2-s5=0 fH(x)-s5=0
funkce na pravé strané rovnice g(x)=a?-s | g(x)=fYx)-s

Misto vyéislovani funkei /z v bodé s bychom rddi vycislili funkei f(x). Funkei
v bodé s vSak obecné vycislit neumime, ale umime vycislit v néjakém blizkém okoli,
v prvnim pifpadé to byl bod a2, Va2 = a (Gisla s i a byla kladna), nyni to bude
vbodé f~1(a), f(f'(a)) = a (pFedpoklddame pro jednoduchost, ze inverze existuje).
Cislem b budeme vyjadrovat rozdil mezi obéma body, konkrétné s = a2 +b v prvnim
a s= [ a)+b v druhém piipadeé, viz také tabulka 2.1.

Newtonova metoda pro f(z)

Newtonova metoda pouzitd k vycisleni /s byla aplikovdna na rovnici 22 — s = 0.
Vedla pak na iteracni vztah

g'(zy) — 21, 2

2.-s 1
xm:xn_g(ﬂfn)_ 22, — s (;gn+i),

Tn

Nyni se podivame na iteracni schéma pro obecnou funkei f(x). Newtonovou metodou
budeme chtit vy¢cislit f(s), budeme ji tedy aplikovat na rovnici

f(x)-s=0.
Pripomenme vsak nejprve vztah pro derivaci inverzni funkce
d 1
(@) =
dz (= (x))

Ziejmé pak dostaneme

g(l'n)_x —M=x (Y Y —8) -
d@) " @) -s)y " (" (@n) =) - /([ (zn)). (2.12)

Tpe1 = Tp —
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Taylorova metoda pro f(x)

Zkonstruujeme-li naopak Tayloruv polynom prvni funkce f(x) v bodé ¥ dostaneme

f(x) =~ f(Z) + f/(T) (2 - T).

Pokud funkei rozvijime konkrétné v bodé 7 = f~!(a), kde ji umime vyéislit, dosta-
neme po drobné tpravée

f@)~ f(f () + f'(f(a)) - (z - f7(a))
va-(f(a)-2)  f'(f(a)).

Priblizna hodnota funkce f v bodé s je tedy
f(s)ma=(f"(a)=s) f'(f(a)). (2.13)

Porovnani obou metod
Porovndnim obou vztahu (2.12) a (2.13)
T+l = wn_(fil(xn) - 3) : f,(fil(wn))a
f(s)ma~(f"(a) =) - f'(f(a))

se jejich souvislost stane zirejmou.

2.4.3 Taylorova metoda druhého stupné pro vypocet odmocniny

Nyni se pokusime odvodit vztah pro piiblizny vypocet odmocniny zalozeny na Ta-
ylorové polynomu druhého stupné,

Ty (2) = [ 0) + ' (20) (& = 20) + 3 " (w0 & = 0)°
~ o)t + ) )+ 5 (5) G0 He-w? o)
1 -2 1 (z-2)

:‘/l‘o-{-_.
2 Vxo 8 \/x}

Nyni budeme postupovat jako v pripadé polynomu prvniho stupné. Tayloruv poly-
nom druhého stupné tedy rozvineme v bodé a? a dosadime do néj ¢islo s (s = a?+b)
jehoz odmocninu hledame

Ty o(s) = a2+1.u_1.M_1(a 6s S)

2 Va2 4 Jl@)p 38

Dostali jsme tak konecné novy vztah pro priblizny vypocet odmocniny.
Zkusme ho podobné, jak jiz bylo vySe naznaceno, interpretovat jako iteracni
metodu analogicky, jako jsme Taylorovuv polynom prvniho stupné interpretovali

— == (2.15)
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jako babylonskou, resp Newtnovu itera¢ni metodu. Dostaneme tak algoritmus, ktery
muzeme schematicky zapsat nasledujicim zpusobem

aON\Q/E7

1 6s 52
(Inzg S(In,1+——3— .

(n-1 A1

Otézkou zustava, zda lim,,__., a, existuje a zda je rovna /s. Snadno lze ovérit, ze
+y/s (a £o00) jsou staciondrni body rekurentniho vztahu. Konvergenci se pokusime
ilustrovat alespon na nésledujicich prikladech.

Piiklad 2. Zkusme vypocitat odhad druhé odmocniny z ¢isla f(x) = /s, kde s =
28977. Stejné jako v prikladu viz (1) volime pocdatecni odhad a = 200. Dosadime do
vztahu pro vypocet druhého stupné Taylorovy metody.

1 6s s
T21a2(8) = g (3@ + ; - 5)
1 : 2
:_(3‘2004_6 28977_28977)
8 200 2003

= 170, 5439605

Priklad 3. Zkusime nyni pouzit Tayloriv polynom druhého stupné iteracne. Tedy
pouzit odvozenyj rekurentni vztah pro vipocet téhoz prikladu, tj. f(x) = /s, kde
s =28977. Béhem vypoctu provdadime zokrouhlovdni na deset platnych cislic:

ag = 200;
1 2 2 2
a; = — (3 200 + 628977 897; ) = 170, 5439605;
8 200 200
1 6- 28977 289772
as = —[3-170, 5439605 + - 5 | = 170, 2229455;
8 170,5439605 170, 5439605
1 6- 28977 289772
== |3-170, 2229455 - = 170, 2263199:
=3 ’ " 170,2229455 170, 2229455° ' ’
1 6- 28977 289772
==-13-170,2263199 - = 170, 2263199.
=3 ’ " 170,2263199 170, 2263199° '

Vidime, Ze v tomto konkrétnim pripadé konverguje schéma rychleji nez v pouZiti ba-
bylonské metody. Hodnota se ustali uz pri treti iteract, zatimco u Babylonské metody
aZ pri cturté, viz priklad 1.
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2.4.4 Taylorova metoda k-tého stupné pro vypocet odmocniny
Podivame-li se na vzorce

1 s 1 6s 52
TI,U«Q(S):§(G+E)7 T2,a2(3) =§(3a+;—5),

které vyjadiuji ptribliznou hodnotu funkce v bodé s, vidime, ze se koeficienty lisi.
Prestoze se jedna o Taylorovy polynomy téze funkce v témze bodé T} ,2(s), druhy by
tedy mél byt zptesnénim prvniho. (Napf. konstantni ¢len polynomu je %a pro k=1,
respektive %a pro k = 2. Koeficient u linearniho ¢lenu je % pro k =1, respektive %
pro k =2, atd.)

Oba vzorce vyjadiuji odhad odmocniny pomoci polynomu 7% (s) v proménné
s, coz je ¢islo, které chceme odmocnit. Dosadime-li vsak a? + b za s (pFipomenme,
ze s = a? + b) dostaneme tak nové polynomy Py (b) = T..(a? + b) v proménné b.
Konkrétné, pro polynom stupné jedna dostaneme:

1
Tn(s) = 5 (a+ 2) ,

1 2
Py 2(b) = Tl,az(a2 +b) = 3 (a+ a ;b),

Pro(b) =a+ % |

Podobné pro polynom stupné dva:

1 6s s2
T2,a2(8) = g (3(1,4‘ ; - 5) s

1 6(a2+0 2 4+ p)2
p2,a2(b)zT27a2,(a2+b)=§(3a+ (a>+b) (a®+b) )

a a?
b b2
P2a2(b)—a+%—%

Vsimneéme si, ze u polynomu Py ,2(b),

b
Plan(b):a+%, P21a2(b)=a+———

se jiz koeficienty s narustajicim k& neméni. Tayloruv polynom je konstruovan prave
v ,rozdilové proménné® (x — xzg), viz (2.10). Zde je rozdilovou proménnou praveé
s—a?®=0b.

S vyuzitim polynomu Py (b) tedy muzeme z Taylorova polynomu, a tedy i itera¢ni
metody stupné k£ — 1, snadno zkonstruovat polynom, resp. metodu vyuzivajici poly-
nomy stupné k. Dopocitame-li obecnou derivaci, ziskdme polynom Py 4, (b) ve tvaru

P2 (b) = e il G -
k() = 2 T gy @ @\ 2 8e  Toa  Tosa7

o (=1)4(20)! b _( bbb 5b +)
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Taylorova fada druhé odmocniny rozvinuta v bodé a? pak nabyva tvaru

= & 1)4(20)! bt
Vs=Va+ Z (1( Qg)((gl))24z T, (2.16)

Tento vysledek neni az tak prekvapivy, jak se nyni pokusime naznagcit.

Vynasobme nejprve Taylorovu fadu druhé odmocniny (2.16) vyrazem é, dosta-
neme

Ja2ip- = (-1)4(20)! bt 1
\/_ a Z (1 2@) €|)24€ ’ a2€—1’ /a

e ()0 Y
LN

b & (-1)Y20)! b\
I+e= Z(1 20) (1) 246'(9) '

Oznacime-li nyni vyraz x = a—bQ, dostavame

s (EDIR)!
l+z= Z(l 20) (01247 -t

coz je velmi dobfe zndma Maclaurinova tada funkce v/1 + x, viz napt. [9], [6].

Zaroven je znamo viz napt. [6], ze tato Maclaurinova rady konverguje pouze pro

b
E =€ (—]_7 ]_)
Pro b > 0 tedy musi platit
b
0< ? <1
neboli
0<b<a? pricemz vime, ze s=a%+0b.

Vidime, Ze tato podminka je snadno splnénd, pokud a? je rozumné blizko s. Tato
podminka by pro néas byla uzitec¢na pii konstrukei itera¢niho algoritmu postaveném
pravé na Taylorové polynomu k-tého stupné.

2.5 Bakhshaliho metoda

Tato metoda nalezeni aproximace druhé odmocniny byla popsana ve starovékém
rukopisu zvaném Bakhshaliho rukopis, viz [3]. Odpovidd dvéma po sobé jdoucim
iteracim babylonské metody zacinajici s pocatecnim odhadem ag. Algoritmus je
kvadraticky konvergentni, coz znamend, ze pocet spravnych ¢islic aproximace se pii
kazdé iteraci zhruba ctyinasobi. Chceme tedy vypocitat /s, opét budeme praco-
vat se schématem s = a? + b, tedy, ze ¢islo umime ¢astecné odmocnit (a je nase
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¢astecnd odmocnina). Nejprve nalezneme prirozené ¢islo ag takové, ze a2 je néjakou
aproximaci s, tedy jako obvykle

s =az +by.

Obvykle uvazujeme takovou aproximaci, ze a2 < s < (ag + 1)2, tedy by = s —ad > 0.

Metoda pak z obecné n-té, n=0,1,2,..., aproximace zkonstruuje
s—a?
Unp+1 = ’
2a,

Un+l = Qp + Un+1,

2

un+1

Ap41 = Upyl — 2% .
n+1

Tim ziskdme novy, snad lepsi, odhad odmocniny, \/s ~ Gp,1.
Rozepsanim tohoto kroku dostaneme

2 2 2 (ﬂ)
u u s—a 2a
an+1=?Jn+1—n—+1=(an+un+1)—"—+1=(an+ ”)_ " -
2041 Q(Gn + un“) 2a,, 2(@ n s—an)
n 2an
s = aj (s—az)? 8ai +8a2(s - a2) + (s — a2)?
= Qp + - 2 : = 3 5
2a,  4an(2a} + (s -a2)) 8a3 +4a,(s - a2)

at +6a2 + s?
4a, (a2 +s)

Abychom ukézali, ze metoda skutecné funguje, vezmeme si na pomoc babylonskou
metodu.

Necht je n-t4 piibliznd odmocnina spoc¢tend babylonskou a Bakhshaliho metodou
stejnd (kroky Babylonské metody budeme oznacovat s vinkou, bez vinky jsou kroky
Bakshaliho metody), tj.

ap, = ap

_ (. LS 1 L8 a2 +s
an = — an o = — a/n — | =
D n, 2 , 2a2

pak

n

_ 1. s 1fa2+s s(2a2)\ at+6a2+s?
pi2 = 5|t t Z— | =5 5t — = 3 .
2 Un1) 2\ 2a2 a2 +s da, (a2 + s)

Ukézali jsme tedy, ze
Ap = Ap - Upy1 = Qp42,

tedy, ze:

Jeden krok Bakhshaliho metody presné opovida
dvéma po sobé jdoucim krokim babylonské metody.
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Priklad 4. Muzeme tedy opét odkdzat na priklad 1, ze kterého vezmeme kaZdy
druhy krok. Pro ndzornost vsak vypocet provedeme primo Bakhshaliho algoritmem.
Hleddme tedy \/s, kde s = 28977. Jako pocdtecni odhad vezmeme ag = 200. Béhem
vypoctu provdadime zokrouhlovani na deset platnych cislic:

28977 — 2002
- @@ @ = _2
Uy 5900 7,5575,
vy =200+ (=27,5575) = 172,4425,
B (-27,5575)? |
= 172, 4425 — 52 £ 170, 2405608,

Podobné druhd iterace

28977 — 170, 24056082
- ’ = ~0,0142402
“2= 797170, 2405608 0,014240250,

vy = 170, 2405608 + (0, 014240256) = 170, 2263205,

(-0,014240256)?
2170, 2263205

ap = 170,2263205 - =170,2263199.

Je wvidét, Ze vypoctené aproximace ay a ay (zde) a Gy a Gy (v prikladu 1) jsou i
numericky stejneé.

2.6 Metoda fetézovych zlomkii

Jednou z moznosti, jak vyjadrit odmocniny, je metoda fetézovych zlomkii. Retézovym
zlomkem ¢isla x rozumime vyraz typu

xr =g+

T+

e —
Tn

Abychom se vyhnuli psani neptehlednych a velkych vzorcu, castéji pouzivame kom-
paktnéjsi zapis zlomku

x=[x0; 21, %2, ..., Ty
V tomto pifpadé se jednd specidlné o tzv. konecny fetézovij zlomek. Cislo xo nazyvame
celociselnou cdsti zlomku, proto je v zapise od zbytku cisel oddéleno jinak.
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Obecneé vsak muzeme (a budeme) uvazovat i nekonecné vyrazy

1

To+

T+

To +
1

:L‘4+...

T3+

popsané nekonecnou posloupnosti
[3:0; L1,To,X3,Ty4, .- ]
Hodnota takového nekonecného vyrazu je pak definovana jako limita

x= nlim [To; 21, ..\ T0],

—> 00

tedy jako limita posloupnosti koneénych retézovych zlomku

1 1 1 1

Zo , Tot+ —, Zot+ ) Zot+ ’ Zg+ ) R
T 1 1

xr1+ — xr1+ T+t —mm

T2 1 1

To + — To +

I3 1

T3+ —

Ty

ovsem pokud tato limita existuje. Tyto vyrazy nazyvame nekonecné retézové zlomky.
Koneény tetézovy zlomek [xg; 21, s, . . ., , ] muZeme interpretovat jako nekonecny
fetézovy zlomek [xg; x1, z2, x5, . . .], pro ktery plati z; = 0 pro j > n. My vsak budeme
pracovat témér vyhradné s nekoneénymi fetézovymi zlomky.
Rekneme, ze retézovy zlomek je periodicky, pokud existuje takové N e Na d e N,
ze x; = xj_q pro kazdé j > N. Pokud d je nejmensi pfirozené ¢islo s touto vlastnosti,
nazyvame ho délkou periody. Pro N =5 a d = 3 tedy dostaneme

[xo;l’h$2,I3,1‘47$5;$3,$4,I5,$37$4,$5a . ] = [$0;$1,I2,I37$4,$5]-
N N et N !

Schematicky to znac¢ime nadtrzenim, jako u periodickych ¢isel. Konecény fetézovy
zlomek je tedy specidlni ptipad periodického zlomku. Retézovy zlomek, ktery neni
periodicky, nazyvame aperiodicky.

2.6.1 Realna cisla a fetézové zlomky

Dulezitym poznatkem z matematické analyzy je, ze vSechna realnd ¢isla x € R lze
vyjadrit jako fetézové zlomky

x = [x0; 21, T2, 3, . . .|, kde x9€Z, x;eN, j=1,2,3,....
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Navic plati nésledujici rozdéleni (viz napf. [5], nebo [11]):

Q konecny
Pro x € K existuje{ nekonecny periodicky fetézovy zlomek,
RN (KuQ) nekonecény aperiodicky

kde mnozina K zde zna¢i mnozinu tzv. kvadratickiyjch iracionalit, tj. ¢isel ve tvaru

py/n

q

, P q€Z, neN, VnfQ
Tedy napi. 3(1+ V'5), nebo 5 +2v/3 =5 ++/12, nebo pravé nami hledand /28977.

2.6.2 Sblizené zlomky

Méjme fetézovy zlomek ve tvaru [xo; 21, T2, 23,74, . . .|. Bude nés zajimat, jak vypadd
posloupnost tzv. sbliZenijch zlomku, tj. zlomku [xg; 21, ..., 2,] = 2’—:, kde p,, g, € 7Z,
pron=12...

Kdybychom tyto zlomky pocitali primou upravou, bylo by to velmi pracné.
Zkusime najit jinou, lepsi, cestu. Nejprve vSak zac¢neme pravé primou cestou. Prvni
¢tyti zlomky vypadaji takto

Zo
o = —
1
1 T1xg + 1
To+— = ——
€ Ty
1 ro(x10+ 1) + 20
o+ =
1 ToX1 + 1
T+ —
€2
1 r3(wo(r120+ 1) + 20) + X110 + 1
Tog+ ———— =
1 x3(zowy + 1) + 1
T+
1
To + —
Z3

Vyrazy na pravych stranach predstavuji hledané sblizené zlomky. Oznacme tedy
tyto zlomky B2, B B2 atd. a zkusme najit néjaky (rekurentnf) predpis pro n-ty
sblizeny zlomek. Pomineme-li prvni dva zlomky

To _ Po x1x0+1_]2

1 C]o’ T1 C]17

vidime, ze sblizené zlomky obsahuji citatele a jmenovatele zlomku ptedchozich.
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Konkrétné

p1 Po

—_
I’Q(l’ll'[)-f-]_)-i-l’o B ]2
rory+ 1 qz
—
q 9
p2 p1
—
$3($2($1$0+1)+(L’0)+.’E1(E0+1 P3
w3(wowy + 1) + a1 q3
—_— —
q2 q1

Vypada to tedy, ze pro pocatecni hodnoty

Po = Zo, p1=x120 + 1, (2.17)
qo =1, q = T1, (2.18)
dostaneme vztahy
Pn = ZTnPn-1 71 Pn-2, (219)
Gn = TpQn-1+tdn-2, (220)

pro n > 2. Dukaz lze provést snadno matematickou indukei, viz [5] a [11]. Tyto reku-
rentni vztahy pro nas budou uzitecné pro vypocet sblizenych zlomku — aproximaci
hledané odmocniny. Konkrétni vypocet nejprve naznac¢ime obecné a pak ukazeme
opét na nasem prikladu.

2.6.3 Konstrukce fetézového zlomku pro /s

Nejprve vSak musime tetézovy zlomek zkonstruovat. Uvazujme nase ¢islo s opét ve
tvaru

s=a’+b,

tedy a ~ /s je néjaka prirozend aproximace odmocniny z s. Odmocnéni celého
vztahu muzeme aproximaci zlepsit nasledujicim zpusobem

Vai=Va@Tb=a+ (V@ +h-a)=a+ ——=a+-,
() °

kde o = \/2—1 muzeme vnimat jako jakési reziduum.
Na +b-a B , ,
Nyni toto reziduum p upravime do podoby zlomku, a to tak, aby novy vyraz
opét obsahoval g, nejsndze vhodnym rozsitenim

1 \/a2+b+a_\/a2+b+a_2a+\/a2+b—a

Q: . =
Val+b-a Va?l+b+a b b

b b b b( 1 ) b bo
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Nyni tedy mame vztah
2a 1

0 b+@7

jehoz opakovanou aplikaci vygenerujeme cely fetézovy zlomek. Nez vSak za¢neme,

slozime nejprve tento vyraz jednou sam se sebou. Dostaneme tak

2¢ 1  2a 1 2a 1

T Tho b (e, 1) b 2041

2 , 1 + =

0 b(? + b_g) a 4

celou periodu fetézového zlomku, nebot v poslednim jmenovateli je jiz jen o.
Celkove pak dostavame

1 1 1
Vs=a+—=a+ =a+
20 1 20 1
bog L b 1
2a + N
QTG"' 1
2(1,+E
1
=Qqa + =
2a 1
Bt 1
2a + 1
2a
b 1
2a + .
B
2a + =
0

tedy
Vs = (2021, 00, 21, T, .. ] = [20; 71, T2 ] = [a;2a/b, 2a].

Piiklad 5. Priklad vijpoctu /s provedeme opét pro s = 28977. Jako pocdtecni odhad

opet vezmeme nds ne-prilis dobry odhad
a = 200.

Pak plati
s =28977 = 200% - 11023, tedy ~ b=-11023.

Pro nase o, resp. periodu dostaneme ve tvaru

2-200 1 2-200 1

- - =— +
11023 11023”11023 2200+
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a tedy

1
V28977 = 200 —
400 1
11023 1
400 -
400 1
11023
400 -
400 1
11023 + 400 + ---
tedy
400
=1200; ————,400].
Vs [ 00; 11023’ 00]

Nyni zkusime vycislit nékolik pronich sblizenych zlomk Z—:, respektive jejich citateli
Pn @ jmenovateli g, pomoct vztahu (2.17)-(2.20), viz tabulka 2.2.

Jak vidime z tabulky, pron > 9 se aproximace odmocniny zaokrouhlend na prunich
deset platnijch cifer jiz neméni. Také vidime, Ze hodnoty hodné osciluji (dokonce
meéni znaménka) a citatelé i ymenovatelé v absolutni hodnoté rostou. Takovy vypocet
muze byt potencidlné nestabilni. Zde je to dano myj. i nasi ,nevhodnou® volbou
pocdtecni podminky. V praxi by se pocdtecni aproximace jisté dala odhadnout lépe.

Povsimnéme si na zaveér, ze jsme nalezli fetézovy zlomek nami hledané odmoc-
niny /28977, ovsem ne s prirozenymi koeficienty, nybrz s raciondlnimi. To nam ale
nevadi. S racionalnimi ¢isly poc¢itat umime. Celoc¢iselny zlomek se da spocitat zpétné
ze znalosti odmocniny pomoci tzv. Eukleidova algoritmu, coz nebudeme blize rozepi-
sovat. Na rozdil od naseho postupu, kdy jsme vzdy dostali periodu délky nejvyse dva,
v pripadé celociselného zlomku mohou byt periody delsi. Pomoci sofwtaru Wolfram
Mathematica 9.0 jsme spocetli, ze v nasem piipadé dostaneme periodu délky osm-
desat

V28977 = [170: 4,2,2,1,1,3,6,2,1,1,11,6,1,6,4,3,1,1, 1,2,
51,2,2,1,20,1,1,2,1,3,5,19,1,5,7,1,2, 1, 112,
1,2,1,7,5,1,10,5,3,1,2,1,1,20,1,2,2,1,5, 2,
1,1,1,3,4,6,1,6,11,1,1,2,6,3,1,1, 2, 2, 4, 340].

Jen upozornime, ze rekurentni vztahy pro citatele a jmenovatele sblizenych zlom-
ki (2.19) a (2.20) jsou také vztahy z Eukleidova algoritmu, jen indexované v opa¢ném
poradi, nez je obvyklé.

2.7 Algoritmus postupného vypoctu druhé odmoc-
niny

Tento postup vypoctu druhé odmocniny byl soucasti zakladniho vzdélani na skolach
jesté ve 20. stoleti. Pripomind postup, jakym délime dnes. Tento algoritmus od-
mocnovani najdeme popsany jiz mnohem drive v Ciné a v Indii, do Evropy se dostal
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Tabulka 2.2: Sblizené zlomky (a jejich ¢itatelé a jmenovatelé) ¢isla \/28977.

n | Pn

0 200 = 200

1 253223% - ~6,257552390
2 9394145509 : ~2303,020956

; 34700 : 77,31392384
; Ry S 202208

5 4766954?93169634561961662700 : _961’3343055

6 176485231491386060%659816677841 : _355911’1736

R 1 ey

o | oot BRI ey . | yena o

9 162741770727467691343 = _148642’7970

10 _8955196129781814717906324764%971629319304435400 = —55031475,72

n qn

0 1= 1

1 - = ~0,03628776195
2 —1141809227 = ~13,51510478
; SR 0,4541451431
4 75m = 168,1429525

° ol ISR ~5,647386290
6 10367680973262604963931268700 : _2090’811563

! sl RnR, 70,22348601
S R, . oM

9 162741770727467691343 = _87372068992
10 52611612873491375;770672227’7446’773659()17i’>048?>657 = _32328471768

n | Pultn

0 200 = 200

1 253% - 172,4425

2 9394130559 : 170,4034851

; 3477836539000 : 170,2405608

! BN 170,2274651

5 e = 170,2264120

6 476695491851’12%36200 = 170,2263273
AR TR
o | cETRERERE | G

9 142107236988805495682000 = 170’2263199
10 | S asessrritsorosesr. = 170,2263199

az diky Arabum [4]. Je pomalejsi nez babylonskd metoda, ale pro ruéni a poloau-
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tomatizované vypocty na mechanickych kalulatorech jednodussi — coz pro nas bude
dulezité.

2.7.1 Zakladni princip

Zakladni princip celé metody stoji na znamém vzorci pro kvadrat souctu. Od-
mocnované ¢islo s zcela jisté muzeme napsat ve tvaru

s=(a+z)*=d®+2az +2°

pro né&jaké konkrétni a a b. Pokud nyni odmocninu /s ¢fsla s odhadnu hodnotou a,
tj. /s ~ a. Je jasné, ze jsme se dopustili néjaké chyby z, kterou nezndme. Muzeme
se ale pokusit tuto chybu odhadnout. Plati

s—a?=2ax+2%=(2a+ 7).

Dostédvame tedy (kvadratickou) rovnici pro x. Tu Fesit neumime — na to bychom
potiebovali umét vypocéitat odmocninu — nicméné se muzeme pokusit chybu odhad-
nout. Rovnice nam iiké toto:

Vezmi odhad a a vynasob jej dvéma. K viysledku se pokus pricist
takové cislo x, aby soucet po vyndsobeni cislem x byl roven, nebo co
nejblize ¢islu s — a?.

Obecné asi nenajdeme takové x, aby nastala rovnost, ale néjaké T takové, aby se
alespon
s—a’>s-a’-(2a+7)T=5-(a+7)*

chyba zmensila.

Formélné tedy muzeme preznacit ag = a, xg = x, tj. s = (ag + x¢)?, pocatecni
aproximaci odmocniny tedy bude /s ~ ag, nalézt pribliznou opravu stévajici To =T
a polozit a; = ag + Tg. A cely proces pak muzeme opakovat.

2.7.2 Prakticky vypocet

Otéazkou je, jak volit a a jak hledat ptiblizné teseni Z. Trik spociva v Sikovném
rozdéleni ¢isla odmocniny na soucet /s = a + z. ZapiSeme-li toto ¢islo v desitkové
soustave,

V5= [dedir .. dido,dadg.. o= 3 10%d,,
LeZn(—o0,k]

kde dy je (-t& cifra ¢isla /s, tj. dp € N, 0 < dp <9 a dy. # 0, pak soucet zvolime tak,
aby
a = 10kdk, €T = [dk_l...dld(),d_ld_g...]lo.

Zde je dulezité, ze vzdy plati
10 >
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tedy prvni s¢itanec je o fad vyssi nez druhy. Umocnénim dostaneme
s = (10%dy, + 2)* = 100Fd? + 20dyx + 2*

a vidime, ze hledana cifra dp dominantné ovlivni ¢islice o dva tady vyse nez zbytek
cifer. To je ocekavané. Umocnénim ¢isla se pocet jeho cifer zhruba zdvojnasobi. Pri
hledéni pocatecni aproximace a se tedy budeme sousttedit zejména na prvni dvojici
cifrer ¢isla s. Musime si vsak dat pozor, které cifry bereme. Pro jednoduchost budeme
cely postup ilustrovat na prikladu.

Piiklad 6. Postup tedy bude jasny odmocriované ¢islo s rozdélime na skupiny (dvo-
jice) cifer, pricemz respektujeme polohu desetinné cdarky (zacneme od ni), pokud je
pred (pripadné i za) desetinnou édrkou lichy pocet cifer, muzeme formdlné pripsat
nulu. Technicky bychom mohli rict, Ze cislo s prepiSeme, resp. interpretujeme v
ciselné soustave se zdakladem sto, napr. nase

s = 28977 = [28977]10 = [02|89|77] 100.

Dwogice desitkovych cifer totizZ primo reprezentuji cifry stovkové soustavy, odmocnované
cislo je tedy ve stovkové soustavé trojciferné. Lze tedy ocekdvat, Ze jeho odmocnina
bude tedy trojcifernd v desitkové soustavé. V proni skupiné cifer pritom dominuje
kvadrdt nasi poédtecni aprozimace a2, jak jsme vidéli.

(i) Spocteme celociselnsj odhad odmocninu z ¢isla 2 = 02, tj. /2 ~ 1. Dostdvime
tak
ap =100

(ii) Hodnotu xo nezname. Chceme aby platilo

s—a3 = (2a9 + x9) T,
28977 — 10000 = [01|89|77]100 = (200 + $0)l’0,

presné spocitat to vsak neumime. MuzZeme se ji ale pokusit odhadnout. Odhad
budeme konstruovat tak, abychom odmocninu zprestiovali po cifich. Budeme
tedy hledat Ty ve tvaru

7, = 10'd, deN, 0<d<9.

Zreymé dostaneme

d | 70 | (2a0 + To) %o = (200 + T )Ty
0] 0 0
110 2100
2| 20 4400
3130 6900
4|40 9600
550 12500
6| 60 15600
7|70 18900
8|80 22400
9|90 26100

43



(i)

pricemz nejlepsi dolni odhad dostaneme pro d=7. Tedy

ay = ag+To=100+70=170.

Nyni muzeme krok (i) fakticky zopakovat pro novy odhad. Hodnotu x1 nezndme.
Opét chceme, aby platilo

s—ai=(2a, +11)T].
Je dobré si uveédomit, co je na levé strané rovnice
s—at=5-(ag+To)* = (s—ad) - (2a0 + z0)xo = 18977 — 18900 = [77]100.
Misto hledani reseni budeme opét hledat T; ve tvaru
7, =10%, deN, 0<d<9.
Zreymé dostaneme

(2&1 + ’fl)’fl = (340 + ’fl)’fl
0
341
684
1029
1376
1725
2076
2429
2784
3141

=

© 00 1O Ul Wi~ O
© 00 IO Ul Wi~ O

pricemz nejlepsi dolni odhad dostaneme pro d =0. Tedy

a2=a1+51=170+0=170.

Pro-forma udeélame jeste jeden krok. Vidime totiz, Ze v predchozim kroku nedoslo
k Zadnému zlepSeni. To ale nevadi. Pokusime se najit dalsi cifru, tj. proni cifru
za desetinnou ¢drkou. Tedy dojit ke zlepSeni tim, Ze budeme fakticky hledat de-
setkrdt mensi opravu. Opét chceme, aby platilo

s—a3 = (2ag + x2) 9,
[77, 00]100 = (340 + .’L’Q)l‘g

a To budeme hledat ve tvaru

Ty = 10714, deN, 0<d<9
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Zrejme dostaneme

d| Ty | (2a0+ %) = (340 + T2) %
0] 0 0
1101 34,01
20,2 68,04
310,3 102,09
40,4 136,16
510,5 170,25
60,6 204, 36
7107 238,49
80,8 272,64
90,9 306, 81

pricemz nejlepsi dolni odhad dostaneme pro d =2. Tedy

a3:a2+§2:170+0,2=170,2.

(v) A tak ddle. Asi je ziejmé, Ze cely proces lze zapsat pomoct prdce pouze s ciframi
kompaktnég, viz tabulku 2.35.

Tabulka 2.3: Schématicky zapis algoritmu postupného vypoctu druhé odmocniny
z Cisla 28977 spoctené na ¢tyfi desetinnd mista.

02[89|77,00/00[00|00 2[89]77 = 170, 2263
—12
139 2-1=2, 277 = 189
~1/89
00[77 2-17 = 34, 340-0=0
-0
77]00 2170 = 340, 3402 -2 = 6304
6804
8]96]00 21702 = 3404, 340422 = 68084
—6[80[84
2[15[16]00 2-17022 = 34044, 340446 - 6 = 2042676
~2(04|26|76
10[89[24]00 | 2- 170226 = 340452, 3404523 -3 = 10213569
~10[21|35/69
67[88[31
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3 Kalkulatory Nisa a jejich vyroba v Proseci
nad Nisou — historické poznamky

Zékladem prumyslového arealu na brehu feky Nisy, na pomezi Vratislavic nad Nisou
a Prosece nad Nisou, kde se v poloviné 20. stoleti kalkulatory znacky Nisa vyrabeély,
byl prumyslovy podnik s nazvem Carl Wagner & Comp. zaméteny puvodné na tex-
tilni vyrobu. Vyroba kalkulatoru zde zacala az po povaletné reorganizaci. Vyrobni
podnik je dohledatelny pod nékolika nézvy: Koh-I-Noor, Prosec¢ nad Nisou, ndrodni
podnik, pravdépodobné pozdéji Nisa, ndrodni podnik, stiidavé ziizovan Minister-
stvem strojirenstvi, resp. Ministerstvem presného strojirenstvi, které bylo zfizeno
v letech 1955-1958, viz [16, 17]. Nejnovéji je pak podnik (resp. provoz) dohleda-
telny pod nazvem Zbrojovka Brno, zdvod Nisa. V puvodnim objektu dodnes probiha
prumyslova vyroba, aktualné zde sidli firma Nisaform, s. r. o., ktera se k histo-
rii vyroby kalkulatoru na svém webu dodnes hlasi. Z tohoto duvodu je také rada
informaci historicko-technického razu v této kapitole prevzato pravé z webu Nisa-
form, s. r. o., viz [13].

3.1 Historie vyroby pfedchazejici kalkulatorim

Jiz zminéna firma Carl Wagner & Comp byla kdysi vyznamnym prumyslovym pod-
nikem. Stopa rodu Wagneru lze vysledovat v tehdejsim Maffersdorfu (dnes Vratisla-
vicich) az do roku 1620. Predkové Franze Wagnera se zivili jako tesaii a stavitelé
drevénych tkalcovskych stavi, zahradnici, tkalei Inu. Firma Carla Wagnera byla
ocenéna na svetové vystavé ve Vidni v roce 1873 a na svétové vystavé v Parizi
v roce 1878 ziskala firma bronzovou medaili. Carl Wagner byl béhem némecko-
ceské vystavy v Liberci v roce 1906, pri prilezitosti predavani bronzové medaile,
predstaven samotnému cisari. V nasledujicim roce pak byl ocenén za své sluzby pro
vefejnost fadem Rytifského kiize Franze Josefa. Zajmy podniku sahaji i za hranice
tehdejstho Rakousko-Uherska a sice do Itélie, Nemecka, Svycarska, Ruska a Svédska.
Podrobnéji viz [12].

Po skonceni 2. svétové valky byla ve firmé Carl Wagner & Comp. zavedena
narodni sprava, firma byla vyvlastnéna znarodnovacim dekretem z i{jna 1945. V roce
1946 byl mj. na zakladech puvodni firmy zalozen narodni podnik Tovarny kobercu
a nabytkovych latek (TOKO), viz [12]. Poznamenejme, ze v této dobé dochdzelo
k riznym reorganizacemim prumyslu a vyroby, viz také nafizeni vlady [16, 17].
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3.2 Struéna historie vyroby kalkulatori Nisa

Mozna jiz v dobé kolem druhé svétové valky byla v ramci podniku zahédjena vyroba
mechanickych, pozdéji elektromechanickych kalkulacnich stroju, nésledné nazyva-
nych Nisa. V Liberci, resp. v Hanychové v preddruhovalecnych letech probihala
vyroba mechanického kalkuldtoru Mira (nékdy téz cesky Mira) Odhnerova typu.
Dle [15], v letech 1924-1940. Zda Prosecska vyroba na vyrobu Hanychovskou néjak
navazovala, ¢i zda spolu byly podniky v néjaké komunikaci neni jasné.

V letech 1951-1976 byly v zavodé Nisa Prose¢ nad Nisou vyrdbény mechanické
kalkulacni stroje Nisa. Celkem jich bylo vyrobeno pies 600000 kusu, velka c¢ast
byla vyvezena do 35 zemi, viz [13]. V CSSR to byly v tehdejsi dobé nejrozsitenéjsi
kalkulacky. Jejich vyvoj zahdajila skupina nadsencu v povaleéné stagnaci bizuterniho
prumyslu v zadvodé Brditzka (nynéjsi Soliter). Zakladem byl mechanicky kalkulator
Monroe americké vyroby. Prvni prosecsky typ Nisa M byl do znaéné miry jeho kopii
s kostrukénimi zménami souvisejicimi zejména s pouzitim metrického systému (napft.
metrickych zavitu).

Kalkulatory byly vybaveny mnozstvim aritmetickych a logickych funkei fesenych
mechanicky, pozdéji elektromechnicky. Napt. kalkulator typy Nisa PK5 obsahoval,
viz [13], az 2200 soucéstek prevézné vlastni vyroby, k vyrobé se pouzivalo vice
jak 3500 néstroju a piipravku a celkovy sortiment naradi obsahoval témér 30000
polozek. Na zacatku 60. let 20. stoleti mél zdvod Nisa 850 zaméstnancu, viz [13].
Poznamenejme, ze nékteré kalkuldtory mély také velmi kvalitni design (viz napt. typ
K2 nebo typ C). Na fotografiich na obrazku 3.1 pak vidime historicky vyvoj loga
kalkulatoru Nisa.

V roce 1976 vyroba kalkulacek koncila a zavod prevzal vyrobu a vyvoj pocitaco-
vych komponent, zejména dérnopaskovych zatizeni ze Zbrojovky Brno. Po rozpadu
trhu byvalych socialistickych zemi vyroba v zavodé Nisa v roce 1992 zanikla. Od
roku 1995 zde vznika firma Nisaform, s. r. o., ktera se k historii vyroby kalkulatoru
hlési alespon prostrednicvtim své webové prezentace. Predmétem vyroby vsak je jiz
pochopitelné jiny sortiment zbozi, [13].

2 g

Obrazek 3.1: Historicky vyvoj loga kalkulatoru Nisa.
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4 Katalog dohledanych (elektro)mechanic-
kych kalkulatoru Nisa

Srovnani ti{ ruznych technologii pouzivanych pri vyrobé kalkulatoru Nisa. Vlevo
pouzivajici klavesnici a tzv. Leibnitzova ozubend kola (Leibnitz wheel, stepped
drum), vpravo nahore pouzivajici tzv. Odhnerova ozubend kola (pinwheel, varianta
Leibnitzova kola) a vpravo dole pouzivajci tzv. vahadlovy mechanizmus, viz [7, 15].

A TR R B

Obrazek 4.1: Srovnani ti{ riuznych technologii pouzivanych pii vyrobé kalkuldtoru
Nisa.
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4.1 Kalkulatory Odhnerova typu — Nisa typ P

Princip kalkuldtoru spociva resp. jeho zakladnim stavebnim prvem je tzv. Odhnerovo
kolo, tj. ozubené kolo s proménnym poctem zubu. Tyto zuby se vysouvaji a zasouvaji
v zavislosti na nastaveni vstupniho registru. Kalkulator obsahuje vysledkovy registr,
kde se pti otoceni klikou kazdé kolo pootocilo o tolik jednotek, kolik bylo v Odhneroveé
kole nad nim vysunuto zubu.

Kalkulatoru Odhnerova typu se v Evropé na konci 19. a na zacatku 20. stoleti
vyrabélo nepreberné mnozstvi, viz [7, 15]. Zde je dobré upozornit, ze se ndm podafilo
dohledat pouze jediny model kalkuldtoru Nisa tohoto typu, Nisa typ P. Vyroba se,
zda se, soustiedila prevazné na kalkuldtory jinych typu. Velmi podobny mecha-
nicky kalkulator se vsak vyrabél v Liberci, presnéji v Hanychové pred 2. svétovou
véalkou (dolozitelné v letech 1924-1940, [15]). Jednalo se o mechanicky kalkulator
Mira (nékdy téz cesky Mira). Zda Prosecskd vyroba typu P na vyrobu Hanychov-
skou néjak navazovala, zda spolu byly podniky v néjaké komunikaci, nebo zda byla
vyroba, nebo nékteré ¢asti vyrobnich prostredku, nastroju, atp. presunuty z Ha-
nychova do Prosece, neni jasné. Zbyva jen konstatovat, ze se jedna o jediny model
(dokonce jediny exemplar), ktery se ndm podafilo dohledat, firmy Nisa pouzivajici
systém Odhnerovych kol.

Obrazek 4.2: Mechanicky kalkulator Nisa typ P.
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4.2 Kalkulatory s vahadly — Nisa typ C

Mechanicky kalkulator Nisa typ C — dva exemplare pravdépodobné jediného mo-
delu (dle nasich znalosti) firmy Nisa pouzivajici systém vahadel. Systém uvniti opét
pouziva pouze jedoduchych ozubenych kol, k jejiz pootaceni je pouzito pouze primi-
tivntho mechanizmu vahadel, kterymi je na kola pfenasen ptimo pohyb klaves. Uz
na prvni pohled upouta, ze kalkuldtor ma klavesy pouze od jedné do péti. Pro zadani
vetsi cislice bylo tedy tieba zméacknout postupné vice klaves. Na rozdil od ostatnich
kalkulatoru, které pusobi robustné a spise jako skutecné vypocetni néastroje, typ C
se zda byt spise kancelaiskou kalkulackou pro obcasné jednoduché vypocty.
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Obrazek 4.3: Mechanicky kalkulator Nisa typ C.
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4.3 Kalkulatory s klavesnici a Leibnitzova kola — Nisa
typ M a typové fady K a PK

Na prvni pohled vidime rozdil mezi temito kalkuldtory a predchozimi dvéma typy
kalkulatoru. Tyto kalkuldtory maji klavesnici a jejich predobrazem je prave kalulator
Monroe. Kalkulator funguje na principu Leibnitzova valce s proménnym poctem
ozubenych kol, viz [8]. Vélec je trochu podobny valci s Odhnerovymi koly, je vsak
mnohem mensi, zakomponovany v zadni ¢asti pristroje. Zadavani ¢isel jiz neprobiha
pomoci stavitek na valci ale pomoci klavesnice, kterd piistroji vizudlné dominuje.
Starsi modely byly plné mechanické, novéjsi elektromechanické (na fotografii 4.4 kal-
kuldtory nahote uprostied a vpravo dole).

Obrazek 4.4: Srovnani mechanickych kalkulatoru Nisa typ M, K, a PK.
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4.3.1 Nisatyp M

Na obrazku 4.5 je porovnani tii exemplaiu kalkulatoru typu M. Za povsimnuti stoji
dvé ruzna barevnd provedeni — a to jak kldvesnice (bilo-zelena vs. zluto-bila) tak
svrchnich ¢asti zakrytovani piistoje (Sedd vs. tmavozelend).

T R R i

WINISTERSTVO sr'nomvsnsw'l WS4
KOH-1-NOOR PROSEC N. NISOU
®  wironiirooik @)

Obrazek 4.6: Mechanicky kalkulator Nisa typ M.
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4.3.2 Nisa typ K

Historicky po typu M pravdépodobné nésledoval typ K, ktery je svému predchudci
designové velmi podobny, viz obrazky 4.6 a 4.7.

KOH-I-NOOR PROS
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Obréazek 4.7: Mechanicky kalkulator Nisa typ K.
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4.3.3 Nisa typ K1 a PK1 (pravdépodobné starsi varianta)

Na obrazku 4.8 vpravo je plné mechanicky kalkulator K1, vlevo elekotromechanicky
PK1. Poznamenejme, ze v pripadé téchto dvou konrétnich modelu, jsme se také
setkali s oznacenim EK a EK1. Jaké oznaceni je spravné, nebo zda se oznaceni v
prubéhu ¢asu ménilo, zatim neni zcela jasné. Podle celkového vzhledu kalkuldtoru a
designu loga se zda byt pravdépodobné, ze tento model navazoval na model K.

Obrazek 4.9: Mechanicky kalkulator Nisa typ K1 a PK1.
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4.3.4 Nisa typ K1 a PK1 (pravdépodobné novéjsi varianta)

Pod oznacenim K1 a PK1 nalézame také mechanické, resp. elektromechanické kal-
kuldtory jiného designu (a s modernéjsimi logy), viz obrézky 4.10 a 4.11.

Obréazek 4.10: Srovnani mechanickych kalkulatoru Nisa typ K1, resp. PK1,
(pravdépodobné) novéjsi varianty tohoto modelu.

Obrazek 4.11: Mechanicky kalkuldtor Nisa typ K1 a PK1, (pravdédpodobné) novéjsi
varianta.
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4.3.5 Nisa typ K2

Kalkulatory se pozdéli dodavaly v elegantnim kozeném kufriku v mnoha barvéch.

Obrazek 4.13: Mechanicky kalkulator Nisa typ K2.
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4.3.6 Nisa typ K5 a PK5

Srovnani mechanickych kalkulatoru Nisa typ K5, resp. PK5. Poznemenejme, ze
exemplare vlevo a uprostied maji svrchni kryty vyrobeny z plastu, zatimco exemplar
zcela vpravo ma svrchni kryty kovové.

Obrazek 4.15: Mechanicky kalkulator Nisa typ K5 a PKS5.
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Zavér

Na zakladé zadani a cile této bakaldiské prace jsme predstavili v prvni ¢asti ruzné
metody vypoc¢tu druhé odmocniny prirozeného ¢isla. Predstavili jsme ziejmé nej-
starsi algoritmus vypoc¢tu druhé odmocniny tzv. babylonskou metodu. Dale jsme
fesili vypocet druhé odmocniny pomoci Newtonovy metody tecen, Taylorovou meto-
dou a Bakhshalihovou metodou. Dogli jsme k nékolika zajimavym zavérum: Prvnim
z nich je souvislost babylonské metody s metodou Newtonovou a Taylorovou pouzitou
na vypocet odmocniny. Druhym je obecnd hlubsi souvislost mezi Newtonovou a Ta-
ylorovou metodou. Tretim pak, ze jeden krok Bakhshaliho metody odpovida ptesné
dvéma krokum babylonské metody. Dalsi metodou, kterou jsme se zabyvali, byla me-
toda fetézovych zlomku a algoritmem postupného vypoctu druhé odmocniny. Tento
algoritmus se vyucoval na skolach jesté ve 20. stoleti a v principu je asi nejlépe
pouzitelny pravé v kontextu mechanickych kalkulatoru. Teoreticka odvozeni jedno-
livych metod jsme ilustrovali také prakticky c¢asti. Na stejny ptiklad vypoctu druhé
odmocniny konrétniho ¢isla jsme aplikvali vSechny metody uvedené v této préaci. Po-
rovnavali jsme, které metody jsou rychlejsi, tedy kdy vysledek ziskavame po méné
krocich. O vypocetni naroc¢nost jsme se pritom nestarali.

Ve druhé ¢asti této prace jsme shrnuli historicky vyvoj mechanickych kalkulatoru
Nisa. Predstavili jsme ti{ ruzné technologie pouzivané pii vyrobé kalkulatortu Nisa.
Tj. pouzivajici klavesnici a tzv. Leibnitzova ozubend kola (Leibnitz wheel, stepped
drum), déle Odhnerova ozubend kola (pinwheel, varianta Leibnitzova kola) a tzv. va-
hadlovy mechanizmus. Nékteré stroje byly plné mechanické, na kliku a s postupnymi
drobnymi ¢i vétsimi inovacemi zustaly v pouzivani az do 70. let dvacatého stoleti.
Novéjsi modely byly jiz elektromechanické. V sedmdesatych letech byly mechanické
stroje vytlaceny levnymi elektronickymi kalkulackami. Rychlost s jakou mechanické
kalkulatory upadly v zapomnéni vskutku neuvéritelna, ze dne na den se staly mecha-
nické kalkulatory nepotiebnymi. Pfesto na svou dobu jsou povazovany za pokrokovy
zazrak.
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