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Anotace

Tato bakalářská práce se zabývá problematikou řešeńı lineárńıch aproximačńıch úloh
ve smyslu tzv. úplných nejmenš́ıch čtverc̊u (TLS, z anglického total least squares).

V úvodu se seznámı́me s velmi d̊uležitým nástrojem, kterým je singulárńı roz-
klad (SVD, z anglického singular value decomposition). Dále v práci poṕı̌seme možné
př́ıstupy k řešeńı lineárńıch aproximačńıch úloh. Nejprve stručně zopakujeme běžně
známý př́ıstup přeformulováńı úlohy na tzv. (klasický) problém nejmenš́ıch čtverc̊u,
neboli lineárńı regresi. V kontrastu k tomu zavedeme úplný problém nejmenš́ıch
čtverc̊u, neboli tzv. ortogonálńı regresi. Dokážeme, že ne vždy má lineárńı apro-
ximačńı úloha řešeńı ve smyslu TLS. Tento d̊ukaz provedeme pomoćı ortogonálńı
transformace p̊uvodńı úlohy, tj. změny báze souřadného systému, ve kterém je úloha
zformulovaná, na blokově diagonálńı tvar. Tato transformace povede př́ımo k definici
tzv. core problému. Zmı́ńıme, že core problém lze zapsat ve dvou typických tvarech,
pomoćı SVD tvaru a pomoćı bidiagonálńıho tvaru.

V závěrečné části poṕı̌seme software vytvořený v prostřed́ı Matlab, který dokáže
generovat pseudonáhodné lineárńı aproximačńı úlohy předepsaných rozměr̊u obsa-
huj́ıćı core problém předepsaných vlastnost́ı. Smyslem tohoto softwaru je vytvořeńı
databáze úloh pro statistické testy. To však již neńı součást́ı této práce.

Kĺıčová slova:

singulárńı rozklad (SVD); (klasický) problém nejmenš́ıch čtverc̊u (LS); úplný prob-
lém nejmenš́ıch čtverc̊u (TLS); ortogonálńı regrese; ortogonálńı transformace; core
problém; SVD tvar core problému; bidiagonálńı tvar core problému
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Abstract

This bachelor thesis deals with solving linear approximation problems in the sense
of the so-called total least squares (TLS).

In the beginning we introduce one of the most important tools, the singular value
decomposition (SVD). Then we briefly describe possible approaches to solving such
problem. First approach is the commonly known (ordinary) least squares formulation
(or problem) also know as linear regression. We are particularly interested in the
second approach, the total least squares formulation (or problem) also know as
orthogonal regression. We show that the linear approximation problem may not have
a solution in the sense TLS. This can be show using orthogonal transformations of
the original problem, i.e., by changing coordinate systems in which the problem
is formulated, so that the transformed problem has a block diagonal form. This
transformation leads directly to the definition of the so-called core problem. We
mention that the core problem can be written in two typical forms, in the SVD form
and in the bidiagonal form.

In the final section, we describe a software tool that we developed in Matlab,
which can generate pseudo-random linear approximation problems with given di-
mensions and containing a core problem with prescribed properties. The aim of
this tool is to assemble a database of such problems, which will be used for futher
statistcal testing. This, however, is not part of this thesis.

Key words:

singular value decomposition (SVD); (ordinary) least squares problem (LS); total
least squares problem (TLS); orthogonal regression; orthogonal transformation; core
problem; SVD form of a core problem; bidiagonal form of a core problem
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Úvod 13

1 Singulárńı rozklad 16
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Značeńı a základńı pojmy

Matice a vektory

A ∈ Rn×m (Cn×m) reálná (komplexńı) matice m-krát-n s prvky ai,j
AT transponovaná matice k matici A
A komplexně sdružená matice k matici A
AH = AT hermitovsky sdružená matice k matici A
rank(A) hodnost matice definovaná jako počet lineárně

nezávislých řádk̊u, respektive sloupc̊u matice A

QT = Q−1 ∈ Rn×n ortogonálńı matice
QH = Q−1 ∈ Cn×n unitárńı matice

x ∈ Rn (Cn) reálný (komplexńı) vektor s délkou n a prvky xj
‖x‖ eukleidovská norma vektoru, ‖x‖ = (

∑
j |xj|

2)1/2

〈x, y〉 standardńı skalárńı součin, 〈x, y〉 = yHx =
∑

j xjyj
x ⊥ y vektory x a y jsou ortogonálńı, tj. 〈x, y〉 = 0
‖A‖2 spektrálńı norma matice, ‖A‖2 = max‖x‖=1 ‖Ax‖
‖A‖F Frobeniova norma matice, ‖A‖F = (

∑
i

∑
j |ai,j|

2)1/2

Σ(A) množina všech singulárńıch č́ısel matice A včetně
násobnost́ı

N (A) jádro matice A
R(A) obor hodnot matice A
dim(V) dimenze lineárńıho vektorového prostoru V
V⊥ ortogonálńı doplněk podprostoru V
V ⊥ W podprostory V a W jsou ortogonálńı,

tj. 〈x, y〉 = 0, ∀x ∈ V a ∀y ∈ W
V ⊕W je direktńı součet podprostor̊u V a W
span(q1, . . . , qm) prostor generovaný vektory q1, . . . , qm
minM, M⊂ R minimum z množiny M
|M| počet prvk̊u konečné množiny M

11



Terminologie aproximač́ıch úloh

Ax ≈ b aproximačńı úloha s matićı A ∈ Rn×m a vektorem
pravé strany b ∈ Rn, b /∈ R(A)

A11x1 ≈ b1 core problém v úloze Ax ≈ b, A11 ∈ Rn×m, b1 ∈ Rn

A systémová matice (matice modelu)
b pravá strana (vektor pozorováńı)
[b, A] rozš́ı̌rená matice (matice dat)

Použité zkratky

SVD singulárńı rozklad matice, A = UΣV H

(singular value decomposition)
TLS úplný problém nejmenš́ıch čtverc̊u

(total least squares problem)
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Úvod

Ústředńım bodem této práce bude aproximačńı problém

Ax ≈ b,

kde A ∈ Rn×m je daná matice, reprezentuj́ıćı např. nějaký model a pravá strana
b ∈ Rn je daný vektor pozorováńı, který může být přirozeně zat́ıžený chybami,
např. chybami měřeńı. Obecně tedy vektor b nemuśı ležet v oboru hodnot R(A)
matice A. Proto budeme dále striktně předpokládat

b 6∈ R(A),

v opačném př́ıpadě by byl aproximačńı problém de-facto soustavou rovnic Ax = b
a měl by řešeńı v klasickém slova smyslu. Protože ale problém Ax ≈ b, b 6∈ R(A)
řešeńı nemá (neexistuje vektor x takový, aby nastala rovnost), muśıme přistoupit
k nějakému náhradńımu postupu. Typicky hledáme vektor x takový, abychom mini-
malizovali nějaký předepsaný funkcionál. Často se v takovém př́ıpadě použ́ıvá nějaká
varianta metody nejmenš́ıch čtverc̊u. V této práci se budeme zabývat tzv. úplným
problémem nejmenš́ıch čtverc̊u (TLS, z anglického total least squares), který hledá
nejmenš́ı matici E a vektor r, tj.

min ‖[r, E]‖F tak, že (b+ r) ∈ R(A+ E),

kde ‖ · ‖F znač́ı tzv. Frobeniovu normu matice, tj. odmocninu ze součtu kvadrát̊u
(absolutńıch hodnot) všech prvk̊u matice. Pokud taková minimálńı E a r existuj́ı,
pak libovolný vektor x splňuj́ıćı (A+ E)x = (b+ r) nazýváme TLS řešeńı p̊uvodńı
úlohy Ax ≈ b. Tato úloha (na rozd́ıl od klasického problému nejmenš́ıch čtverc̊u,
kde hledáme pouze minimálńı opravu r pravé strany b) obecně nemá řešeńı pro
dané A a b, jak již v roce 1980 ukázali G. H. Golub a C. F. Van Loan v článku [8].
Řadu praktických aplikaćı úplného problému nejmenš́ıch čtverc̊u nalezneme např.
v knihách [19], [20].

Daľśı významný posun v analýze TLS problému byl publikován v roce 1991
v knize [18] J. Vandewalle a S. Van Huffel (vycházej́ıćı z dizertačńı práce S. Van
Huffel [15]). Zde se mimo jiné zavád́ı klasifikace problémů Ax ≈ b na tzv. gene-
rické (generic) a negenerické (nongeneric) problémy, přičemž prvńı z nich vždy maj́ı
TLS řešeńı (ne nutně jednoznačné), zat́ımco negenerické problémy TLS řešeńı ne-
maj́ı. Termı́n

”
generický/negenerický problém“ ovšem neńı neǰst’astněji zvolen. Po-

jem
”
generic“ lze z angličtiny přeložit jako

”
běžný“ a jeho antonymum

”
nongeneric“
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pak např. jako
”
vzácný“. Tato terminologie byla pravděpodobně motivována t́ım,

že se běžných výpočetńıch úlohách skutečně vyskytovaly zpravidla jen generické
problémy.

Nejjednodušš́ı př́ıpad TLS problému, který je v literatuře také nejčastěji zmiňo-
ván, nav́ıc pracuje s matićı A plné sloupcové hodnosti, tj. rank(A) = m. Spojeńı
těchto dvou jev̊u nás může snadno svést k následuj́ıćı myšlence:

”
Má-li matice A

lineárně nezávislé sloupce, pak má problém Ax ≈ b TLS řešeńı,“ která však neńı
pravdivá. S. Van Huffel v článku [17] na str. 547 opatrně ṕı̌se:

”
These conditions

(podmı́nky postačuj́ıćı pro existenci TLS řešeńı) are generically satisfied provided A
is of full rank and the set Ax ≈ b is not too conflicting.1“ V daľśıch pracech můžeme
nalézt i méně opatrné formulace, např.:

”
If we suppose that [b, A] has full column

rank, this condition (podmı́nka postačuj́ıćı pro existenci TLS řešeńı) is generally
satisfied,“ viz [5, str. 54]; nebo dokonce př́ımo nepravdivé, např.:

”
In our case, when

the matrix A has full rank and n > m, the solution of the TLS problem always
exists,“ viz [6, str. 37].

Nepravdivost výše zmı́něného tvrzeńı, tedy fakt, že existuj́ı problémy Ax ≈ b,
b 6∈ R(A), rank(A) = m, které nemaj́ı TLS řešeńı, lze nejsnáze ukázat pomoćı
tzv. core problému zavedeného C. C. Paigem a Z. Strakošem v článku [12]. Užit́ım
core problému lze dokonce takové problémy snadno konstruovat. Ćılem této práce je
vytvořit software v prostřed́ı Matlab, který bude generovat pseudonáhodné apro-
ximačńı problémy Ax ≈ b (tedy matice A a vektory b), předepsaných rozměr̊u,
obsahuj́ıćı core problém předepsaných rozměr̊u a maj́ıćı daľśı předepsané vlastnosti.
T́ım budeme schopni generovat velké množstv́ı aproximačńıch úloh s maticemi plné
sloupcové hodnosti a nemaj́ıćı TLS řešeńı.

Daľśım krokem, který by měl navazovat, ale neńı jǐz součást́ı této práce, bude vy-
tvořit několik datových soubor̊u s problémy Ax ≈ b (každý soubor charakterizovaný
parametry, podle kterých byl vytvořen) dostatečně velkých pro následuj́ıćı statistic-
kou analýzu. Konkrétně by bylo zaj́ımavé naučit se generovat (tj. odladit parametry)
problémy Ax ≈ b, jejichž prvky (tj. prvky jejich matic A a pravých stran b) se budou
chovat jako nezávislé, identicky distribuované náhodné proměnné, matice A by měly
lineárně nezávislé sloupce, a problémy by přitom neměly TLS řešeńı. Zaj́ımavý by
byl i negativńı výsledek, tedy pokud by se takové problémy generovat nepodařilo.
Naznačovalo by to, že existenci core problému uvnitř aproximačńıho problému by
mohlo být možné detekovat statistickými metodami.

Struktura této práce je následuj́ıćı. Po stručném úvodu, v kapitole 1 zavedeme
tzv. singulárńı rozklad matice, jehož zavedeńı motivujeme spektrálńım rozkladem.
V závěru kapitoly ukážeme, jak lze danou matici aproximovat matićı nižš́ı hodnosti.
V kapitole 2 se budeme věnovat úplnému problému nejmenš́ıch čtverc̊u (TLS), který
motivujeme jednoduchým fyzikálńım př́ıkladem na elektrickou vodivost a tzv. kla-
sickým problémem nejmenš́ıch čtverc̊u. V závěru kapitoly zformulujeme postačuj́ıćı
podmı́nku pro existenci řešeńı aproximačńı úlohy ve smyslu TLS. V kapitole 3 se

1Článek [17] je také k dispozici v preprintu [16], kde je citovaná věta na str. 9. V článku
[17] i v jeho preprintu [16] se mı́sto Ax ≈ b použ́ıvá značeńı Xβ ≈ y obvykleǰśı ve statistické
literatuře. Zde je značeńı obměněno z d̊uvodu konzistence textu. Obdobně je značeńı obměněno
v obou následuj́ıćıch větách citovaných z článk̊u [5] a [6].
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budeme věnovat tzv. core problému nástroji, který vždy nalezne řešeńı aproximačńı
úlohy za předpokladu, že řešeńı existuje. V kapitole se budeme také věnovat r̊uzným
tvar̊um core problému a sice tzv. SVD tvaru core problému a tzv. Bidiagonálńımu
tvaru core problému. V kapitole 4 se budeme věnovat popisu naprogramovaných
programů cpSVD a cpBDG, které generuj́ı core problém v SVD respektive v bidia-
gonálńım tvaru a také programu aproxpb, který bude generovat aproximačńı úlohu
Ax ≈ b s core problémem.
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1 Singulárńı rozklad

V následuj́ıćı kapitole se budeme věnovat singulárńımu rozkladu (SVD). Ve výkladu
SVD budeme vycházet ze skript [2], respektive z knih [21], [4], [9]. SVD je silným
nástrojem pro výpočet mnoha vlastnost́ı matic. Pomoćı SVD můžeme spoč́ıtat
např́ıklad hodnost, spektrálńı nebo Frobeniovu normu matice, pseudoinverzńı ma-
tici, bázi nulového prostoru a oboru hodnot matice a řadu daľśıch vlastnost́ı. Za
variabilitu a śılu SVD nicméně muśıme poč́ıtat s vyšš́ımi výpočetńımi nároky.

Odvozeńı singulárńıho rozkladu budeme motivovat spektrálńım rozkladem sy-
metrické matice.

1.1 Spektrálńı rozklad symetrické matice

Spektrálńı rozklad symetrické semidefinitńı matice popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 1. Necht’ S ∈ Rn×n je symetrická pozitivně semidefinitńı matice s hodnost́ı
rank(S) = r. Potom existuje ortogonálńı matice Q ∈ Rn×n tak, že

D = QTSQ (1.1)

je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly matice S na diagonále. Ta jsou reálná a
seřazená tak, že plat́ı

λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λr > λr+1 = . . . = λn = 0.

D̊ukaz. Schurova věta [2, věta 2.2] ř́ıká, že pro každou matici S existuje unitárńı
matice Q ∈ Cn×n, Q = QH = QT , taková, že

S = QRQH ,

kde
R = QHSQ

je komplexńı horńı trojúhelńıková matice s vlastńımi č́ısly matice S na diagonále
seřazenými v libovolném pořad́ı. Důkaz bude veden ve třech kroćıch. V prvńım
kroku ukážeme, že vlastńı č́ısla matice S jsou reálná. Dále ukážeme, že vlastńı č́ısla
jsou nezáporná. Nakonec ukážeme, že matici Q lze volit reálnou.
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Krok 1: Je zřejmé, že
ST = (QRQH)T = QRHQH .

Protože je matice S podle předpokladu věty symetrická, tedy S = ST , plat́ı

QRQH = QRHQH .

Vynásobeńım obou stran rovnice matićı QH zleva źıskáme

RQH = RHQH

daľśım vynásobeńım obou stran této rovnice matićı Q zprava vid́ıme, že plat́ı

R = RH = RT ,

tedy je patrné, že matice R muśı být diagonálńı a reálná.

Krok 2: Protože matice S je pozitivně semidefinitńı, tedy

xTSx ≥ 0

pro libovolné x ∈ Rn, pak

qTj Sqj = qTj (qjλj) = (qTj qj)λj = λj ≥ 0

pro j = 1, . . . , n. Protože plat́ı

rank(S) = rank(QDQT )

a Q je regulárńı, potom
rank(S) = rank(D),

protože matice D je diagonálńı, t.j. D = diag(λ1, λ2, ..., λn), a

rank(D) = r,

pak právě n − r vlastńıch č́ısel matice A muśı být rovno nule. Tedy zbývaj́ıćıch r
vlastńıch č́ısel je kladných.

Krok 3: Vztah S = QDQH lze přepsat ve tvaru

SQ = QD, (1.2)

t.j.
Sqj = qjλj, j = 1, ..., n, (1.3)

kde qj je j-tý sloupec matice Q a λj je j-tý diagonálńı prvek matice D. Tedy qj je
vlastńı vektor matice S odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λj, t.j.

(S − Iλj)qj = 0. (1.4)

Protože matice S − Iλj je reálná má homogenńı soustava (1.4) také reálné řešeńı.
Tedy vlastńı vektor qj a celou matici Q lze volit reálné.
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1.2 Symetrická matice jako lineárńı zobrazeńı

Každá čtvercová matice S ∈ Rn×n představuje lineárńı zobrazeńı z prostoru Rn zpět
do prostoru Rn. Toto zobrazeńı přǐrad́ı obecnému vektoru x ∈ Rn vektor Sx ∈ Rn,
tedy

S : x 7−→ y = Sx.

Připomeňme, že pro libovolné lineárńı zobrazeńı (a tedy i pro matici) lze zavést po-
jem obor hodnot zobrazeńı a jádro zobrazeńı. Nejprve zavedeme pojem obor hodnot.

Definice 1 (Obor hodnot matice). Necht’ A ∈ Rn×m je obecně obdelńıková matice.
Množina

R(A) = {y ; y = Ax, x ∈ Rm} ⊆ Rn

se nazývá obor hodnot matice A.

Následuj́ıćı věta upřesńı jakou strukturu má obor hodnot matice.

Věta 2. Necht’ A ∈ Rn×m je obecně obdelńıková matice. Množina R(A) z definice 1
je lineárńı vektorový prostor.

D̊ukaz. Důkaz je jednoduchý. Uvažujme dva libovolné vektory z oboru hodnot ma-
tice, např. y1, y2 ∈ R(A), pak existuj́ı vektory x1, x2, pro které plat́ı y1 = Ax1 a
y2 = Ax2. Dále zvolme x = αx1 + βx2, potom

Ax = A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 = αy1 + βy2 = y ∈ R(A).

Nyńı zavedeme druhý z pojmů, tedy jádro matice.

Definice 2 (Jádro matice). Necht’ A ∈ Rn×m je obecně obdelńıková matice. Množina

N (A) = {x ; Ax = 0} ⊆ Rm

se nazývá jádro matice A.

Stejně jako u oboru hodnot, následuj́ıćı věta upřesńı strukturu jádra matice.

Věta 3. Necht’ A ∈ Rn×m je obecně obdelńıková matice. Množina N (A) z definice
2 je lineárńı vektorový prostor.

D̊ukaz. Pro vektory plat́ı x1, x2 ∈ R(A). Dále zvolme x = αx1 + βx2, potom

Ax = A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 = α0 + β0 = 0.
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Protože matice S je symetrická pozitivně semidefinitńı a podle věty 1 v́ıme, že má
n vlastńıch vektor̊u a nav́ıc, že tyto vektory lze volit navzájem ortogonálńı. Tedy
vlastńı vektory qj, j = 1, . . . , n, matice S tvoř́ı ortonormálńı bázi Rn. Tedy ze vztah̊u
(1.1) respektive (1.2) a (1.3) plyne

S : q1 7−→ λ1 q1 ,

S : q2 7−→ λ2 q2 ,
...

S : qr 7−→ λr qr ,

S : {qr+1, . . . , qn} 7−→ 0 .

(1.5)

Libovolný vektor x ∈ Rn můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci bázových vektor̊u
qj, j = 1, . . . , n následuj́ıćım zp̊usobem

x =
n∑

j=1

αjqj. (1.6)

Č́ısla αj jsou souřadnice vektoru x ve směru qj. Pak

S : x 7−→
n∑

j=1

αj(λjqj).

Z toho plyne

R(S) = span(q1, q2, . . . , qr) = R(ST ),

N (S) = span(qr+1, . . . , qn) = N (ST ).
(1.7)

Protože plat́ı QTQ = I vid́ıme, že pro ∀y ∈ R(S) a pro ∀x ∈ N (S) plat́ı, že jejich
skalárńı součin bude roven nule, t.j.

〈x, y〉 = 0.

Ze skalárńıho součinu plyne, že obor hodnot matice a jádro matice jsou na sebe
kolmé, tedy

R(S) ⊥ N (S). (1.8)

Vektor (1.6) lze také zapsat ve tvaru

x = xR + xN ,

kde xR a xN jsou definovány následovně

xR =
r∑

j=1

αjqj ∈ R(S),

xN =
n∑

j=r+1

αjqj ∈ N (S).
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Pak pro xR a xN plyne z (1.8), že

xR ⊥ xN .

Tuto vlastnost zapisujeme
N (S)⊕R(S) = Rn , (1.9)

kde operace ⊕ se nazývá direktńı součet podprostor̊u. V daľśı kapitole se pokuśıme
źıskat popis analogický k (1.5) a (1.7) pro obecnou obdelńıkovou matici.

1.3 Obecná matice jako lineárńı zobrazeńı

Protože dále budeme pracovat s obecnou obdelńıkovou matićı je třeba vyjasnit
následuj́ıćı. Ze základńıho přehledu přednášek z lineárńı algebry v́ıme, že počet
lineárně nezávislých řádk̊u se rovná počtu lineárně nezávislých sloupc̊u. Tedy pro
obecnou obdelńıkovou matici A ∈ Rn×m plat́ı

rank(A) = rank(AT ),

přičemž hodnost matice A je definována jako dimenze prostoru R(A), tedy

rank(A) = dim(R(A)).

Zřejmě tedy plat́ı

dim(R(A)) = rank(A) = rank(AT ) = dim(R(AT )). (1.10)

Plat́ı následuj́ıćı věta zobecňuj́ıćı vztahy (1.8) a (1.9).

Věta 4. Uvažujme obecnou obdelńıkovou matici A ∈ Rn×m. Pro kterou plat́ı

N (A)⊕R(AT ) = Rm, R(AT ) ⊥ N (A), (1.11)

N (AT )⊕R(A) = Rn, R(A) ⊥ N (AT ). (1.12)

D̊ukaz. Důkaz převezmeme z [2, věta 1.25]. Plat́ı

R(AT )⊕R(AT )⊥ = Rm.

Pro dokázáńı prvńı části stač́ı ukázat, že R(AT )⊥ ⊥ N (A). Zavedeme libovolný
vektor x z R(AT )⊥ pro který plat́ı následuj́ıćı ekvivalence

x ∈ R(AT )⊥ ⇐⇒ pro každé y ∈ R(AT ) plat́ı 〈y, x〉 = 0

⇐⇒ pro každé z ∈ Rn plat́ı
〈
AT z, x

〉
= 0

⇐⇒ pro každé z ∈ Rn plat́ı 〈z, Ax〉 = 0

⇐⇒ Ax = 0

⇐⇒ x ∈ N (A).

Druhá část tvrzeńı vyplývá z využit́ı prvńıho tvrzeńı na matici AT .
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Pro matici A a symetrickou pozitivně semidefinitńı matice ATA, AAT nav́ıc plat́ı
následuj́ıćı věta.

Věta 5. Pro obecnou obdelńıkovou matici A ∈ Rn×m plat́ı

N (ATA) = N (A), R(ATA) = R(AT ),

N (AAT ) = N (AT ), R(AAT ) = R(A).

D̊ukaz. Důkaz opět převezmeme z [2, lemma 5.1]. Nejprve dokážeme prvńı rovnost.
Necht’ x ∈ N (A), potom plat́ı Ax = 0 a také ATAx = 0. Z toho plyne, že x ∈
N (ATA). Pak tedy

N (A) ⊂ N (ATA).

Nyńı necht’ x ∈ N (ATA), potom plat́ı AATAx = 0 a také

0 = xTATAx =
〈
ATAx, x

〉
= 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2 .

Tedy i Ax = 0 a potom x ∈ N (A). Pak tedy

N (ATA) ⊂ N (A).

T́ım je dokázána rovnostN (ATA) = N (A). Rovnost pro obory hodnot, tj.R(ATA) =
R(AT ), dostaneme př́ımo z rovnosti předchoźı a ze vztahu (1.11).

Pro d̊ukaz druhé sady rovnosti stač́ı uvažovat transponovanou matici B = AT , a
do prvńı sady rovnost́ı dosadit za A i AT . T́ım ihned dostaneme vztahy N (BBT ) =
N (BT ) a R(BBT ) = R(B).

Podle rovnosti (1.10) a podle věty 5 dostáváme

dim(R(AAT )) = dim(R(A)) = r = dim(R(AT )) = dim(R(ATA)), (1.13)

kde r je hodnost matice A.

1.4 Singulárńı rozklad

Následuj́ıćı věta o singulárńım rozkladu (SVD, z anglického singular value decom-
position) bude pro daľśı výklad kĺıčová.

Věta 6 (O singulárńım rozkladu). Necht’ A ∈ Rn×m je obecná obdelńıková matice
hodnosti r. Potom existuj́ı ortogonálńı matice U ∈ Rn×n, V ∈ Rm×m a matice
Σ ∈ Rn×m maj́ıćı nenulové prvky pouze na diagonále tak, že plat́ı

A = UΣV T . (1.14)

Sloupce matic U a V ,

U = [u1, . . . , un], V = [v1, . . . , vm],
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nazýváme levé respektive pravé singulárńı vektory. Matici Σ lze zapsat ve tvaru

Σ =

[
Σr 0
0 0

]
,

Σr =

 σ1
. . .

σr

 ,
přičemž plat́ı

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0. (1.15)

Nenulová č́ısla σj, j = 1, . . . , r nazýváme singulárńı č́ısla.

D̊ukaz. Protože ATA ∈ Rm×m je symetrická pozitivně semidefinitńı podle věty 1
existuje ortogonálńı matice V a diagonálńı matice D tak, že plat́ı

D = diag(λ1, . . . λm) = V T (ATA)V.

Protože rank(ATA) = rank(A) = r podle (1.13) a v́ıme, že

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λr > λr+1 = . . . = λn = 0.

Tedy plat́ı
ATAvj = vjλj pro j = 1, . . . , r

a nav́ıc
N (ATA) = N (A) = span(vr+1, . . . , vm),

viz (1.5), (1.7). Zřejme pro j = 1, . . . , r plat́ı

A(ATA)vj = Avjλj,

(AAT )(Avj) = (Avj)λj,

AATwj = wjλj,

kde
wj = Avj

a matice AAT ∈ Rn×n je symetrická pozitivně semidefinitńı s hodnost́ı r. Pro skalárńı
součin vektor̊u wj a wk plat́ı

〈wj, wk〉 = wT
k wj = vTk (ATAvj) = vTk λjvj = λj 〈vj, vk〉 ,

tedy

〈wj, wk〉 =

{
0, j 6= k
λj, j = k

.

Normalizaćı vektor̊u wj źıskáme

uj =
wj

‖wj‖
=

1√
λj
wj.
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Protože
dim(R(AAT )) = r

(viz (1.13)), pak
R(AAT ) = span(v1, . . . , vr)

z věty 4 vyplývá
dim(N (AAT )) = n− r,

a dále
R(AAT ) ⊥ N (AAT ).

Pro libovolnou ortonormálńı bázi {ur+1, . . . , un} prostoru N (AAT ) tedy plat́ı, že

U = [u1, . . . , ur, ur+1 . . . , un]

je ortogonálńı matice, t.j. UUT = UTU = In. Tedy

D = UT (AAT )U.

Pro j = 1, . . . , r tedy plat́ı

AATuj = ujλj,

AT (AAT )uj = ATujλj,

(ATA)(ATuj) = (ATuj)λj,

ATAw̃j = w̃jλj,

kde
w̃j = ATuj.

Pro skalárńı součin vektor̊u w̃j a w̃k plat́ı

〈w̃j, w̃k〉 =

{
0, i 6= k
λj, j = k

.

Normalizaćı vektor̊u w̃j źıskáme

ṽj =
w̃j

‖w̃j‖
=

1√
λj
w̃j.

Nyńı zbývá ukázat, že vj = ṽj, zřejmě

ṽj =
1√
λj
ATuj =

1

λj
ATwj =

1

λj
ATAvj =

1

λj
λjvj = vj.

Označ́ıme-li
σj =

√
λj, j = 1, . . . , r

pak je d̊ukaz hotov.

Ukázali jsme tedy, že pro libovolnou matici A existuje singulárńı rozklad ve tvaru
(1.14). V následuj́ıćı sekci ukážeme daľśı možné tvary singulárńıho rozkladu a jejich
využit́ı k aproximaci matice matićı nižš́ı hodnosti.
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1.5 Aproximace matice matićı nižš́ı hodnosti

V některých praktických úlohách je lepš́ı použ́ıt tzv. ekonomický tvar singulárńıho
rozkladu, který spoč́ıvá v odstraněńı některých blok̊u, které při násobeńı matic U
a V T s matićı Σ nemaj́ı vliv na výsledný součin, viz následuj́ıćı schéma (převzato
z [2, str. 127]):

A

=

U Σ

Σr
Ur

V T
r

0 0

0

V T

=

Ur Σr V T
r

.

Plat́ı tedy
A = UΣV T = UrΣrV

T
r . (1.16)

Z ekonomického tvaru je vidět, že matici A můžeme zapsat pomoćı součtu vněǰśıch
součin̊u

A =
k∑

j=1

σjujv
T
j

t.j. takzvaný dyadický rozvoj. Následuj́ıćı d̊uležitá věta popisuje aproximaci matice
matićı nižš́ı hodnosti.

Věta 7 (Schmidt, Eckart, Young, Mirsky). Necht’ A ∈ Rn×m je matice s hodnost́ı
r. Pro libovolné přirozené č́ıslo k, pro které plat́ı k < r, matice

A(k) =
k∑

j=1

σjujv
T
j

je nejlepš́ı aproximaćı matice A v následuj́ıćım smyslu:

min
X∈Rn×m, rank(X)≤k

‖A−X‖2 = ‖A− A(k)‖2 = σk+1

a

min
X∈Rn×m, rank(X)≤k

‖A−X‖F = ‖A− A(k)‖F =

√√√√ r∑
j=k+1

σ2
j .

Důkaz pro jednotlivé normy lze nalézt v p̊uvodńıch článćıch [3] a [11]. Důkaz pro
libovolnou ortogonálně invariantńı maticovou normu lze nalézt v knize [13, str. 208–
209]. Důkaz pro spektrálńı normu je také ve skriptech [2, str. 133, věta 5.12]. Pozna-
menejme, že nejlepš́ı aproximace z předchoźı věty neńı dána jednoznačně např́ıklad
když σk = σk+1.
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2 Úplný problém nejmenš́ıch čtverc̊u

V této kapitole se již budeme zabývat řešeńım aproximačńı úlohy

Ax ≈ b s podmı́nkou b /∈ R(A) (2.1)

a to pomoćı úplného problému nejmenš́ıch čtverc̊u (TLS, z anglického total least
squares). K zavedeńı TLS budeme vycházet ze skript [2].

2.1 Motivace

Na úvod uved’me jednoduchý př́ıklad na elektrickou vodivost, která je definovaná
jako pod́ıl elektrického proudu a napět́ı. Z naměřených hodnot urč́ıme jednotlivé vo-
divosti viz graf na obrázku 2.1. Následně metodou nejmenš́ıch čtverc̊u aproximujeme
naměřená data př́ımkou.

Nejprve začneme s definićı klasického problému nejmenš́ıch čtverc̊u.

Definice 3 (Klasický problém nejmenš́ıch čtverc̊u). Necht’ existuj́ı A ∈ Rn×m a
b ∈ Rn. Klasickým problémem nejmenš́ıch čtverc̊u nazveme úlohu nalezeńı nejmenš́ı
opravy pravé strany tak, aby opravená úloha byla kompatibilńı t.j.

min ‖r‖F tak, že (b+ r) ∈ R(A).

Pak existuje vektor x ∈ Rm, který řeš́ı opravenou úlohu. Problém lze tedy také
formulovat následuj́ıćım zp̊usobem

min ‖r‖F tak, že Ax = b+ r, x ∈ Rm.

Někdy se také můžeme setkat, že problém nejmenš́ıch čtverc̊u je označován jako
lineárńı regrese.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (klasický problém je jej́ı variantou v lineárńım př́ıpadě;
obecněA(x) nemuśı být lineárńı zobrazeńı) je připisován C. F. Gaußovi (1777–1855),
jeho základy lze nalézt v práci [7]. Ze současných učebnic zabývaj́ıćıch se řešeńım
problému nejmenš́ıch čtverc̊u odkazujeme na [10] a [1]. Z definice a také z př́ıkladu na
obrázku 2.1 na výpočet vodivosti je patrné, že v modelu je opravována pouze jedna
sada naměřených dat. V př́ıkladu na obrázku 2.1 jsou to data na ose U (napět́ı). Data
na ose I (proudy) jsou považována za přesná. Nicméně v praxi mohou být obsaženy
chyby v obou sadách naměřených dat. Tomu se budeme věnovat v následuj́ıćı sekci.
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Obrázek 2.1: Body představuj́ı naměřené hodnoty proudu I (svislá osa)
procházej́ıćıho rezistorem při deseti r̊uzných měř́ıćıch napět́ıch U (vodorovná osa).
Úkolem je určit vodivost G, resp. rezistivitu R součástky (R = G−1). Z Ohmova
zákona plat́ı UG = I. Úloha má tedy tvar Ax ≈ b, A ∈ Rn×m, x ∈ Rm, b ∈ Rn, kde
n = 10, m = 1. Matice A obsahuje naměřené napět́ı, vektor pozorováńı b naměřené
proudy, a neznámá x je vodivost. Body jsou proloženy lineárńı funkćı. Spojnice
mezi body a funkćı ukazuj́ı odchylky měřeńı, které se minimalizuj́ı (resp. součet
jejich kvadrát̊u) při lineárńı regresi.

2.2 Zavedeńı a odvozeńı řešeńı pomoćı SVD

Nyńı se budeme zabývat úlohou kde obě složky naměřených dat obsahuj́ı chybu,
tedy budeme opravovat oboje U i I, viz obrázek 2.2.
K řešeńı této úlohy potřebujeme následuj́ıćı definici.

Definice 4 (Úplný problém nejmenš́ıch čtverc̊u). Necht’ existuj́ı A ∈ Rn×m a b ∈ Rn.
Úplným problémem nejmenš́ıch čtverc̊u nazveme úlohu nalezeńı nejmenš́ı opravy
matice A a vektoru pravé strany tak, aby opravená úloha byla kompatibilńı, t.j.

min ‖[r, E]‖F tak, že (b+ r) ∈ R(A+ E).

Pak existuje vektor x ∈ Rm, který řeš́ı opravenou úlohu. Problém lze tedy také
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Obrázek 2.2: Stejná data jako na obrázku 2.1 jsou nyńı proložena lineárńı funkćı
tak, že se minimalizuje vzdálenost bod̊u měřená kolmo k této funkci (resp. součet
kvadrát̊u těchto vzdálenost́ı). Tento př́ıstup se nazývá ortogonálńı regrese.

formulovat následuj́ıćım zp̊usobem

min ‖[r, E]‖F tak, že (A+ E)x = b+ r, x ∈ Rm. (2.2)

V praxi se také můžeme setkat s označeńım ortogonálńı regrese.

Základńı učebnice týkaj́ıćı se úplného problému nejmenš́ıch čtverc̊u je [18]. Pokud
se vrát́ıme k aproximačńı úloze Ax ≈ b (2.1), kde matice A je model, b je vektor
pozorováńı a x je vektor hledaných dat. Pak budeme opravovat matici modelu a
vektor pozorováńı. Pro jednoduchost předpokládejme, že matice A ∈ Rn×m, n > m,
má plnou sloupcovou hodnost, tedy

rank(A) = m.

Dále pro vektor b ∈ Rn plat́ı z aproximačńı úlohy podmı́nka b /∈ R(A), pak hodnost
matice A rozš́ı̌rené o sloupec vektoru b vzroste o jedna, tedy

rank([b, A]) = m+ 1.
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Pomoćı SVD lze matici [b, A] zapsat v dyadickém tvaru

[b, A] = SΘW T =
m+1∑
j=1

θjsjw
T
j , (2.3)

pro který plat́ı
θ1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θm ≥ θm+1 > 0. (2.4)

Nyńı budeme hledat nejmenš́ı opravu [r, E], tak aby platilo

rank([b, A]− [r, E]) < m+ 1.

Podle věty 7 bude oprava tvaru

[r, E] = −θm+1sm+1w
T
m+1.

Pak opravená matice [b, A] bude tvaru

[̂b, Â] =
m∑
j=1

θjsjw
T
j .

V daľśı sekci se budeme zabývat, zda opravená soustava Âx = b̂ má řešeńı.

2.3 Existence a jednoznačnost řešeńı

V této sekci se budeme zabývat zda opravená soustava Âx = b̂ má řešeńı a zda je
toto řešeńı jednoznačné, tedy zda má p̊uvodńı úloha Ax ≈ b řešeńı ve smyslu TLS.
Vrat’me se tedy k úloze Ax ≈ b. Jednoduchými úpravami lze úlohu zapsat ve tvaru

[b, A]

[
−1
x

]
≈ 0.

Obdobně pro opravenou soustavu dostaneme

[(b+ r), (A+ E)]

[
−1
x

]
= 0

respektive

[̂b, Â]

[
−1
x

]
= 0. (2.5)

Zapǐsme matici [̂b, Â] v jej́ım dyadickém tvaru

[̂b, Â] =
m∑
j=1

θjsjw
T
j .
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Nyńı obě strany vynásob́ıme vektorem wm+1 a źıskáme

[̂b, Â]wm+1 =
m∑
j=1

θjsjw
T
j wm+1 =

m∑
j=1

θjsj 〈wm+1, wj〉 .

Protože sloupce matice W , tedy vektory wj, jsou navzájem ortonormálńı, plat́ı

[̂b, Â]wm+1 = 0.

Uvažujme vektor wm+1 ve tvaru

wm+1 =


ν1
ν2
...

νm+1

 .
Pokud ν1 6= 0 potom můžeme zavést pomocný vektor w′m+1, který bude tvaru

w′m+1 =
−1

ν1
wm+1 =


−1
−ν2/ν1

...
−νm+1/ν1

 .
Z porovnáńı s (2.5) vyplývá, že pokud ν1 6= 0, pak p̊uvodńı úloha Ax ≈ b má řešeńı
ve smyslu TLS ve tvaru

x =
−1

ν1

 ν2
...

νm+1

 =

 −ν2/ν1
...

−νm+1/ν1

 .
Pokud ν1 = 0 pak výše uvedený postup zřejmě nelze použ́ıt.

Obecně se může stát, že úloha má v́ıce než jedno (resp. nekonečně mnoho) řešeńı.
Stač́ı si uvědomit, že může nastat situace θm = θm+1 ve (2.4) (viz poznámka na konci
kapitoly 1, str. 24) a tedy lze pro konstrukci řešeńı použ́ıt jiný pravý singulárńı
vektor. Může se ale také stát, že řešeńı v̊ubec nemá. Následuj́ıćı věta formuluje
postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci a jednoznačnost řešeńı TLS.

Věta 8 (Golub, Van Loan). Uvažujme matici A ∈ Rn×m, pro kterou plat́ı n > m a
rank(A) = m, t.j. A má lineárně nezávislé sloupce. Dále necht’ plat́ı, že b /∈ R(A).
Uvažujme singulárńı rozklady

A = UΣV T z (1.14)–(1.15)

a
[b, A] = SΘW T z (2.3)–(2.4).

Jestlǐze
σm > θm+1, (2.6)

pak pro matici [b, A] plat́ı, že ν1 6= 0 a TLS problém má jednoznačné řešeńı.
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Důkaz viz [8] př́ıpadně [18]. Zde lze také nalézt diskusi týkaj́ıćı se př́ıpadu s v́ıce
než jedńım řešeńım, pak hledáme řešeńı minimálńı v normě. Je vhodné zd̊uraznit,
že výše uvedená věta formuluje pouze postačuj́ıćı podmı́nku nikoli nutnou.
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3 Core problém

V předchoźı kapitole jsme se zabývali řešeńım úlohy Ax ≈ b, respektive řešeńım
opravené úlohy soustavy (A+E)x = b+r. Vyslovili jsme také postačuj́ıćı podmı́nku
pro existenci a vlastně také jednoznačnost řešeńı úlohy pomoci TLS. Zjistili jsme
také, že ne vždy existuje řešeńı opravené úlohy pomoćı TLS. Nyńı se budeme zabývat
metodou, která pro danou úlohu i jej́ı opravu vždy nalezne řešeńı, tedy pokud úloha
má řešeńı.

3.1 Ortogonálńı transformace úlohy

Uvažujme opět úlohu (2.1)

Ax ≈ b, kde A ∈ Rn×m, x ∈ Rm, b ∈ Rn. (3.1)

Dále zaved’me ortogonálńı matice P a Q odpov́ıdaj́ıćıch velikost́ı. Nyńı rovnici (3.1)
vynásob́ıme zprava P T a, s využit́ım toho, že Q je ortogonálńı matice, t.j. QQT = I,
dostaneme

(P TAQ)(QTx) ≈ P T b. (3.2)

Zkráceně také můžeme zapsat

Ãx̃ ≈ b̃, kde Ã = P TAQ, x̃ = QTx, b̃ = P T b.

Použijme stejnou ortogonálńı transformaci na opravenou úlohu (2.2), kde matice A
a vektor b jsou opravené matićı E respektive vektorem r. Dostaneme

(P T (A+ E)Q)(QTx) = (P T (b+ r)). (3.3)

Protože Frobeniova norma je ortogonálně invariantńı [2], plat́ı

min
∥∥[P T r, P TEQ]

∥∥
F

= min
∥∥P T [r, EQ]

∥∥
F

= min ‖[r, E]‖F .

Rovnici (3.3) můžeme také zapsat ve tvaru

(Ã+ Ẽ)x̃ = b̃+ r̃,

kde Ẽ = P TEQ a r̃ = P T r. Tedy hledaný vektor x bude roven

x = Qx̃. (3.4)
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Předpokládejme, že matice P a Q transformuj́ı rozš́ı̌renou matici [̃b, Ã] do tvaru

[̃b, Ã] = P T [b, A]

[
1 0
0 Q

]
=

[
b1 A11 0
0 0 A22

]
. (3.5)

Úlohu (3.2) pak můžeme přepsat ve tvaru[
b1 A11 0
0 0 A22

] −1
x1
x2

 ≈ 0

neboli, po pronásobeńı [
−b1 + A11x1

A22x2

]
≈ 0.

Původńı úloha se t́ım rozpadá na dva nezávislé podproblémy

A11x1 ≈ b1 a A22x2 ≈ 0.

Vid́ıme, že druhý podproblém má řešeńı v klasickém slova smyslu (jinými slovy, je
to soustava rovnic, nikoliv aproximačńı úloha v pravém slova smyslu). Protože zpra-
vidla hledáme řešeńı minimálńı v normě (nemáme-li nějakou dodatečnou informaci
k úloze a dobrý d̊uvod volit řešeńı jiné než minimálńı), je nasnadě, že jako řešeńı
druhého podproblému zvoĺıme x2 = 0. Druhý podproblém tedy nemá vliv na řešeńı
p̊uvodńı úlohy. Zbývá vyřešit prvńı podproblém. Pokud x1 bude řešeńım prvńıho
podproblému, pak z (3.4) vid́ıme, že

x = Qx̃ = Q

[
x1
x2

]
= Q

[
x1
0

]
bude řešeńım p̊uvodńı úlohy.

3.2 Dovětek k větě 8

Označme
Σ(M) a min Σ(M)

množinu všech singulárńıch č́ısel matice M včetně násobnost́ı, resp. nejmenš́ı sin-
gulárńı č́ıslo matice M , t.j.

|Σ(M)| = rank(M).

Ze vztahu (3.5) zřejmě plat́ı

Σ(A) = Σ

([
A11 0
0 A22

])
= Σ(A11) ∪ Σ(A22), (3.6)

proto, že P a Q jsou ortogonálńı matice a že množina singulárńıch č́ısel blokově
diagonálńı matice je sjednoceńım množin singulárńıch č́ısel jejich diagonálńıch blok̊u.
Také ale plat́ı

Σ([b, A]) = Σ

([
b1 A11 0
0 0 A22

])
= Σ([b1, A11]) ∪ Σ(A22). (3.7)
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V předpokladech věty 8 je, že A má mı́t lineárně nezávislé sloupce. To je splněno
tehdy a jen tehdy když obě matice A11 a A22 maj́ı lineárně nezávislé sloupce. Dále
b 6∈ R(A) tehdy a jen tehdy když b1 6∈ R(A11). Ze vztah̊u (3.6) a (3.7) plyne
následuj́ıćı d̊uležitý d̊usledek.

Necht’ A11 a A22 maj́ı plný sloupcový rank a b1 6∈ R(A11). Pokud

min Σ(A22) < min{min Σ(A11) , min Σ([b1, A11)},

pak min Σ(A22) = min Σ(A) = min Σ([b, A]). Vid́ıme, že ačkoliv jsou splněny
předpoklady věty 8, nerovnost (2.6) nenastane. Nejmenš́ı singulárńı č́ısla

matic A a [b, A] jsou identická.

Porovnejme právě zformulovaný d̊usledek s tvrzeńımi uvedenými v úvodu textu, viz
[17], [5], resp. [6]. Poznamenejme ještě, že d́ıky tzv. prokládáńı singulárńıch č́ısel
plat́ı min Σ(A11) ≥ min Σ([b1, A11]), viz [14]. V př́ıpadě core problému dokonce plat́ı
min Σ()A11 > min Σ([b1, A11]), viz [12], viz také věta 9 v následuj́ıćı sekci.

3.3 Zavedeńı core problému

V předchoźı sekci jsme ukázali jak lze úlohy (3.1) rozložit na dva podproblémy

A11x1 ≈ b1 a A22x2 ≈ 0.

V článku [12] bylo ukázáno, že ortogonálńı transformace ve tvaru (3.2), vedoućı na
bloky tvaru (3.5) vždy existuje (může se ovšem stát, že matice A22 má nulový počet
řádk̊u nebo sloupc̊u). Nav́ıc vždy existuje taková, že matice A11 má minimálńı a A22

maximálńı dimenzi. Vzhledem k d̊uležitosti tohoto pojmu zavedeme jeho formálńı
definici.

Definice 5 (Core problém). Řekneme, že A11x1 ≈ b1 je core problém v aproximačńı
úloze (3.1) za předpokladu, že [b1, A11] má minimálńı dimenzi (a matice A22 ma-
ximálńı dimenzi).

Nyńı uved’me větu zabývaj́ıćı se vlastnostmi core problému.

Věta 9. Necht’ Ax ≈ b, b /∈ R(A) a A11x1 ≈ b1, kde A11 ∈ Rn×m, x1 ∈ Rm, b1 ∈ Rn

a b1 /∈ R(A11) je core problém pak

• Matice A11 má plnou sloupcovou hodnost, tedy

rank(A11) = m.

Protože b1 /∈ R(A11), pak n > m.
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• Rozš́ıřená matice [b1, A11] ∈ Rn×(m+1) má plnou řádkovou hodnost, tedy

rank([b1, A11]) = n,

a tedy n = m+ 1.

• Obě matice A11 a [b1, A11] maj́ı jednoduchá singulárńı č́ısla

σ′1 > σ′2 > . . . > σ′m > 0,

θ′1 > θ′2 > . . . > θ′m+1 > 0,

pro která plat́ı
θ′1 > σ′1 > θ′2 > σ′2 > . . . > σ′m > θ′m+1.

Z právě uvedené věty źıskáváme d̊uležitou vlastnost core problému nezávisle na
p̊uvodńı úloze Ax ≈ b tedy, že core problém vždy splňuje předpoklady věty 8.

Podle věty 8 má core problém A11x1 ≈ b1 řešeńı a toto řešeńı je právě jedno
nezávisle na p̊uvodńı úloze Ax ≈ b.

Je d̊uležité upozornit, že matice A11 a vektor b1 nejsou dány jednoznačně. Zřejmě
pro libovolné ortogonálńı matice P1 a Q1 plat́ı, že

(P T
1 A11Q1)(Q

T
1 x1) ≈ P T

1 b1

je opět core problém.

3.4 Tvary core problému

Core problém lze vyjádřit ve dvou základńıch tvarech tzv. SVD tvar a bidiagonálńı
tvar.

3.4.1 Core problém v SVD tvaru

V předminulé sekci o ortogonálńı transformaci jsme pomoćı ortogonálńıch matic P a
Q transformovali p̊uvodńı úlohu (2.1) do tvaru (3.2). Transformaćı se úloha rozpadla
na dva podproblémy a sice na podproblém A11x1 ≈ b1 minimálńı dimenze nazvaný
core problém a podproblém A22x2 ≈ 0 maximálńı dimenze. Uvažujme obecný core
problém A11x1 ≈ b1 a SVD matice A11

A11 = U11Σ11V
T
11.

Vynásob́ıme-li rozš́ı̌renou matici [b1, A11] zleva ortogonálńı matićı U11 a zprava or-
togonálńı matićı diag(1, V11)

T , dostane tvar

U11[b1, A11]

[
1 0
0 V11

]
= [UT

11b1|Σ11].

V článku [12] bylo ukázáno, že UT
11b1 má všechny složky nenulové. Tento zápis se

nazývá SVD tvar core problému.
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Definice 6 (SVD tvar core problému). Core problém se nazývá core problémem
v SVD tvaru pokud

[b1, A11] =


β1 σ′1
...

. . .

σ′m
βm+1 0 . . . 0

 ,

kde σ′1 > σ′2 > . . . > σ′m > 0

a βj 6= 0, j = 1, . . . ,m+ 1.

3.4.2 Bidiagonálńı tvar core problému

Nyńı se budeme zabývat bidiagonálńım tvarem core problému. Pomoćı ortogonálńıch
matic P , Q lze transformovat matici [b, A] do matice bidiagonálńıho tvaru pomoćı
např́ıklad Householderovy reflexe. Transformace pomoćı Householderových reflex́ı
spoč́ıvá ve vytvořeńı posloupnosti reflex́ı H1, H2, . . . , které stř́ıdavě násob́ıme s ma-
tićı [b, A] zleva a zprava. Kde matice H2j−1 nuluj́ı poddiagonálńı prvky v j-tém
sloupci rozš́ı̌rené matice a matice H2j nuluj́ı naddiagonálńı prvky v j-tém řádku
systémové matice. Householderova reflexe bude vypadat

H2j−1 . . . H1[b, A]H̃2 . . . H̃2j

kde matice H̃2j jsou tvaru

H̃2j =

[
1 0
0 H2j

]
.

Bidiagonalizaci ukonč́ıme ve chv́ıli kdy dojde v transformaci k odděleńı podproblémů,
pak tedy matice A11 bude v bidiagonálńım tvaru. Struktura matice A22 neńı d̊uležitá.
V článku [12] bylo ukázáno, že podproblém oddělený bidiagonalizaćı je opět core
problémem, tentokrát v bidiagonálńım tvaru.

Definice 7 (Bidiagonálńı tvar core problému). Core problém se nazývá core pro-
blémem v bidiagonálńım tvaru pokud

[b1, A11] =


δ1 γ1

δ2 γ2
. . . . . .

δm γm
δm+1

 ,

kde γ` > 0, ` = 1, . . . ,m,

a δj > 0, j = 1, . . . ,m+ 1.
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4 Automatické generováńı aproximačńıch
úloh s core problémem s p̌redem známými
parametry

V této kapitole si poṕı̌seme software, který generuje core problémy A11x1 ≈ b1 v SVD
tvaru i v bidiagonálńım tvaru podle předem zadaných parametr̊u, resp. aproximačńı
úlohy Ax ≈ b s core problémem s předem známou velikost́ı a s předem známými
parametry. Software jsme vytvořili v prostřed́ı programu Matlab.

4.1 Program cpSVD. Core problém v SVD tvaru

Ćılem tohoto programu bude vytvořit core problém, tedy matici A11 a pravou stranu
b1, v SVD tvaru. Tedy

[b1, A11] =


β1 σ′1
...

. . .

σ′m
βm+1 0 . . . 0

 ,

kde σ′1 > σ′2 > . . . > σ′m > 0

a βj 6= 0, j = 1, . . . ,m+ 1.

Vstupńımi parametry programu cpSVD budou obecně velikost vytvořeného core
problému aproximačńı úlohy a typ vytvořeńı SVD tvaru tedy zp̊usob určeńı hod-
not βj a σj. U r̊uzných typ̊u pak můžou přib́ıt daľśı parametry, které ovlivńı určeńı
hodnot βj a σj.

Program cpSVD. Zadánı́ rozměru a typ core problému

function [b_1,A_11] = cpSVD(m,typ,par)

% m - velikost core problému

% typ = 11 - náhodná čı́sla beta a sigma s rovnoměrným

% rozdělenı́m z intervalu (0,1); přı́kaz rand

% typ = 12 - náhodná čı́sla beta a sigma s normálnı́m

% rozdělenı́m N(0,1); přı́kaz randn
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% typ = 21 - sigma lineárně rozložené v daném intervalu

% s náhodnou perturbacı́; přı́kaz rand

% typ = 22 - dtto; přı́kaz randn

% typ = 31 - sigma logaritmicky roznožené v daném intervalu

% s náhodnou perturbacı́; přı́kaz rand

% typ = 32 - dtto; přı́kaz randn

% typ = 40 - uživatelem zadané vektory čı́sel beta a sigma

% par - parametry

Jednotlivé typy znamenaj́ı r̊uzné zp̊usoby určeńı hodnot βj a σj. Parametry v pro-
měnné par se měńı v závislosti na typu.

Varianta typ == 11: Matlab pomoćı př́ıkazu rand urč́ı hodnoty βj a σj pseu-
donáhodně s rovnoměrným rozděleńım z intervalu (0, 1).

Typ 11. Náhodná čı́sla beta a sigma, rovnoměrné rozdělenı́

if typ == 11

beta = rand(m+1,1) - rand(m+1,1); % vektor beta

sigma = rand(m,1);

sigma = sort(sigma,’descend’); % vektor sigma

end

Protože př́ıkaz rand generuje pouze hodnoty z intervalu (0,1) tedy pouze kladná
respektive nezáporná č́ısla a protože č́ısla β mohou být kladná i záporná definuj́ı
se jako rozd́ıl dvou př́ıkaz̊u rand. Pomoćı př́ıkazu sort seřad́ı program hodnoty σj
sestupně pro dodržeńı podmı́nky (1.15).

Varianta typ == 12: Matlab pomoćı př́ıkazu randn urč́ı hodnoty βj a σj pseu-
donáhodně s normálńım rozděleńım N(0, 1), tedy se středńı hodnotou 0 a rozpty-
lem 1.

Typ 12. Náhodná čı́sla beta a sigma, normálnı́ rozdělenı́

if typ == 12

beta = randn(m+1,1); % vektor beta

sigma = abs(randn(m,1));

sigma = sort(sigma,’descend’); % vektor sigma

end
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Všimněme si, že v programu nedošlo jen k záměně př́ıkaz̊u rand a randn. Př́ıkaz
randn totiž generuje č́ısla s normálńım rozděleńım N(0, 1), tedy kladná i záporná,
proto neńı zapotřeb́ı definovat β jako rozd́ıl dvou př́ıkaz̊u, ale je třeba použ́ıt abso-
lutńı hodnotu na č́ısla σ, protože singulárńı č́ısla jsou kladná.

Varianta typ == 21: Program pomoćı př́ıkazu rand urč́ı hodnoty βj pseudonáhodně.
Hodnoty σj urč́ı pseudonáhodně v lineárně daném intervalu, který bude zadaný po-
moćı parametr̊u par{1} a par{2} a pomoćı př́ıkaz̊u linspace a rand.

Typ 21. Singulárnı́ čı́sla rozložená lineárně + rand

if typ == 21

beta = rand(m+1,1) - rand(m+1,1); % vektor beta

sigma = abs(linspace(par{1},par{2},m)) + rand(1,m);

sigma = sort(sigma,’descend’); % vektor sigma

end

Rozd́ılnost oproti předchoźım typ̊um program urč́ı hodnoty σj pomoćı př́ıkazu lin-

space, který, v našem př́ıpadě, vrát́ı vektor o m složkách rozložených lineárně mezi
krajńımi hodnotami par{1} a par{2}. K takto vytvořenému vektoru nav́ıc přičteme
perturbaci vytvořenou př́ıkazem rand. Dı́ky tomu jsou č́ısla σ v jistém smyslu pseu-
donáhodná. Program nav́ıc zajǐstuje pomoćı př́ıkazu abs aby výsledná č́ısla σ byla
kladná, protože uživatel může zadat jeden nebo oba parametry par záporné (což by
ovšem neměl).

Varianta typ == 22: Program pomoćı př́ıkazu randn urč́ı hodnoty βj pseudoná-
hodně. Hodnoty σj urč́ı pseudonáhodně v lineárně daném intervalu, který bude
zadaný pomoćı parametr̊u par{1} a par{2} a pomoćı př́ıkaz̊u linspace a randn.

Typ 22. Singulárnı́ čı́sla rozložená lineárně + randn

if typ == 22

beta = randn(m+1,1); % vektor beta

sigma = abs(linspace(par{1},par{2},m) + randn(1,m));

sigma = sort(sigma,’descend’) % vektor sigma

end

Varianta typ == 31: Program urč́ı hodnoty βj pseudonáhodně pomoćı př́ıkazu
rand. Hodnoty σ budou určeny pseudonáhodně v logaritmickém intervalu, který
bude zadaný pomoćı parametr̊u par{1} a par{2} a pomoćı př́ıkaz̊u logspace a
rand.
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Typ 31. Singulárnı́ čı́sla rozložená v logaritmicky + rand

if typ == 31

beta = rand(m+1,1) - rand(m+1,1); % vektor beta

sigma = logspace(par{1},par{2},m).*rand(1,m);

sigma = sort(sigma,’descend’) % vektor sigma

end

Rozd́ılnost při definováńı hodnot σ oproti typu 21 je v záměně př́ıkazu linspace za
př́ıkaz logspace, který vytvoř́ı na mı́sto lineárńıho intervalu logaritmický a také, že
takto vytvořený vektor násob́ıme perturbaćı vytvořenou př́ıkazem rand. Všimněme
si nav́ıc, že neńı zapotřeb́ı absolutńıch hodnot oproti typu 21, protože př́ıkazy log-

space a rand negeneruj́ı záporná č́ısla.

Varianta typ == 32: Oproti předchoźımu typu dojde pouze ke změně z rovnoměr-
ného na normálńı rozděleńı. Tedy k záměně př́ıkazu rand za př́ıkaz randn.

Typ 32. Singulárnı́ čı́sla rozložená v logaritmicky + randn

if typ == 32

beta = randn(m+1,1); % vektor Beta

sigma = logspace(par{1},par{2},m).*abs(randn(1,m));

sigma = sort(sigma,’descend’) % vektor Sigma

end

Při definováńı hodnot σj je nutnost́ı poč́ıtat s absolutńı hodnotou, protože násobeńım
př́ıkaz̊u logspace a randn můžeme źıskat záporné σj, protože př́ıkaz randn se ř́ıd́ı
normálńım rozděleńım N(0, 1).

Varianta typ == 40: Program vlož́ı do vektor̊u β a σ hodnoty z parametru par.

Typ 40. Zadané vektory čı́sel beta s sigma

if typ == 40

beta = par{1}; % vektor beta

sigma = abs(par{2}); % vektor sigma

if length(beta) ~= m+1

disp(’CHYBA: špatná délka vektoru beta’)

break

end

if length(sigma) ~= m

disp(’CHYBA: špatná délka vektoru sigma’)

break
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end

[sigma,idx] = sort(sigma,’descend’);

beta(1:m+1) = beta(idx);

end

V programu je pro jistotu provedena kontrola zda uživatel zadal vektory β a σ
správné délky. Dále je provedeno setř́ıděńı matice [b1, A11] po řádćıch podle velikosti
singulárńıch č́ısel σj.

Daľśı část́ı programu je kontrola podmı́nky jednoduchosti singulárńıch č́ısel

σ1 > σ2 > . . . > σm > 0,

tedy zajistit, aby singulárńı č́ısla byla r̊uzná. Program bude porovnávat sousedńı
singulárńı č́ısla σj. K tomu je zapotřeb́ı jednoduchý for cyklus doplněný o podmı́nku
if. Při nalezeńı stejných singulárńıch č́ısel program singulárńı č́ıslo s nižš́ım indexem
nepatrně zvětš́ı vynásob́ı ho hodnotou (1 + ε/2) a singulárńı č́ıslo s větš́ım indexem
nepatrně zmenš́ı vynásob́ı ho hodnotou (1− ε/2).

Program cpSVD, kontrola jednoduchosti čı́sel sigma

eps = 0.001; % hodnota epsilon

for j=1:m-1 % kontrola s_j je ruzne s_{j+1}

if sigma(j)-sigma(j+1) <= eps

sigma(j) = sigma(j )*(1+eps/2);

sigma(j+1) = sigma(j+1)*(1-eps/2);

end

end

Protože nikdy nenastane situace, že rozd́ıl dvou sousedńıch č́ısel σj bude roven nule
požadujeme, aby jejich rozd́ıl byl větš́ı než epsilon. Parametr ε (eps) bude volitelný
z uživatelského rozhrańı, nyńı je nastaven na hodnotu 10−3.

Závěrečná část programu sestav́ı vzniklé vektory β a σ do matice v SVD tvaru
core problému.

Program cpSVD. Sestavenı́ matice

b_1 = beta(:);

A_11 = [ diag(sigma) ; zeros(1,m) ];

Všimněme si, že př́ıkaz beta(:) zajist́ı, že v návratové proměnné b1 bude vždy
sloupcový vektor.
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4.2 Program cpBDG. Core problém v bidiagonálńım
tvaru

Ćılem tohoto programu bude, aby vytvořil matici v Bidiagonálńım tvaru včetně
podmı́nek pro Bidiagonálńı tvar. Tedy

[b1, A11] =


δ1 γ1

δ2 γ2
. . . . . .

δm γm
δm+1

 ,

kde γ` > 0, ` = 1, . . . ,m,

a δj > 0, j = 1, . . . ,m+ 1.

Vstupńımi parametry programu cpBDG budou obecně velikost vytvořeného core
problému aproximačńı úlohy a typ vytvořeńı Bidiagonálńıho tvaru, tedy zp̊usob
určeńı hodnot δj a γj. U r̊uzných typ̊u pak můžou přib́ıt daľśı parametry, které
ovlivńı určeńı hodnot δj a γj.

Program cpBDG. Zadánı́rozměru a typ core problému

function [b_1,A_11] = cpBDG(m,typ,par)

% m - velikost core problému

% typ = 11 - nahodná čı́sla delta a gamma s rovnoměrným

% rozdělenı́m z intervalu (0,1); přı́kaz rand

% typ = 12 - nahodná čı́sla delta a gamma s normálnı́m

% rozdělenı́m N(0,1); přı́kaz randn

% typ = 21 - delta a gamma lineárně rozložená v daném

% intervalu s náhodnou perturbacı́; přı́kaz rand

% typ = 22 - dtto; přı́kaz randn

% typ = 31 - delta a gamma logaritmicky rozložená v daném

% intervalu s náhodnou perturbacı́; přı́kaz rand

% typ = 32 - dtto; přı́kaz randn

% typ = 40 - uživatelem zadané vektory čı́sel delta a gamma

% par - parametry

Jednotlivé typy r̊uzně urč́ı hodnoty δj a γj. Parametry v proměnné par se měńı
v závislosti na typu.

Varianta typ == 11: Program urč́ı hodnoty δ a γ pseudonáhodně s rovnoměrným
rozděleńım z intervalu (0, 1) pomoćı př́ıkazu rand.
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Typ 11. Náhodná čı́sla delta a gamma, rovnoměrné rozdělenı́

if typ == 11

delta = rand(m+1,1); % vektor delta

gamma = rand(m,1); % vektor gamma

end

Př́ıkaz rand generuje hodnoty z intervalu (0, 1), tedy je zajǐstěna podmı́nka, že č́ısla
δj a γj jsou kladná.

Varianta typ == 12: Program urč́ı hodnoty δ a γ pseudonáhodně s normálńım
rozděleńım N(0, 1) pomoćı př́ıkazu randn.

Typ 12. Náhodná čı́sla delta a gamma, normálnı́ rozdělenı́

if typ == 12

delta = abs(randn(m+1,1)); % vektor delta

gamma = abs(randn(m,1)); % vektor gamma

end

Rozd́ılnost mezi typy 11 a 12 neńı pouze v př́ıkazu randn, ale protože př́ıkaz randn

generuje kladné i záporné hodnoty je nutné použ́ıt absolutńı hodnotu na vytvořená
č́ısla δj a γj pro dodržeńı podmı́nky, že hodnoty jsou kladné.

Varianta typ == 21: Program urč́ı hodnoty δ a γ pseudonáhodně v lineárně daném
intervalu, který bude zadaný pomoćı parametru par a pomoćı př́ıkazu linspace a
rand.

Typ 21. Delta a gamma rozložena lineárně + rand

if typ == 21

delta = abs(linspace(par{1},par{2},m+1) + rand(1,m+1);

gamma = abs(linspace(par{1},par{2},m) + rand(1,m);

end

Hodnoty δ a γ jsou generovány podobně jako hodnoty σ pro typ 21 v předchoźı
sekci. Stejně tak u typ; 22, 31 a 32.

Varianta typ == 22: Program urč́ı hodnoty δ a γ pseudonáhodně v lineárně daném
intervalu, který bude zadaný pomoćı parametru par a pomoćı př́ıkazu linspace a
randn.
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Typ 22. Delta a gamma rozložená lineárně + randn

if typ == 22

delta = abs(linspace(par{1},par{2},m+1) + randn(1,m+1));

gamma = abs(linspace(par{1},par{2},m) + randn(1,m));

end

Varianta typ == 31: Program urč́ı hodnoty δ a γ pseudonáhodně v logaritmicky
daném intervalu, který bude zadaný pomoćı parametru par a pomoćı př́ıkazu log-

space a rand.

Typ 31. Delta a gamma rozložená logaritmicky + rand

if typ == 31

delta = logspace(par{1},par{2},m+1) + rand(1,m+1);

gamma = logspace(par{1},par{2},m) + rand(1,m);

end

Varianta typ == 32: Program urč́ı hodnoty δ a γ pseudonáhodně v logaritmicky
daném intervalu, který bude zadaný pomoćı parametru par a pomoćı př́ıkazu log-

space a randn.

Typ 32. Delta a gamma rozložená logaritmicky + randn

if typ == 32

delta = logspace(par{1},par{2},m+1) + abs(randn(1,m+1));

gamma = logspace(par{1},par{2},m) + abs(randn(1,m));

end

Varianta typ == 40: Podobně jako v př́ıpadě programu cpSVD, i zde při volbě to-
hoto typu program vlož́ı do vektor̊u δ a γ hodnoty zadané př́ımo uživatelem obsažené
v proměnné par.

Typ 40. Zadané vektory čı́sel delta a gamma

if typ == 40

delta = par{1}; % vektor delta

gamma = par{2}; % vektor gamma

if length(delta) ~= m+1
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disp(’CHYBA: špatná délka vektoru delta’)

break

end

if length(gamma) ~= m

disp(’CHYBA: špatná délka vektoru gamma’)

break

end

end

Pro jistotu program provede kontrolu zda uživatel zadal vektory δ a γ se správnou
délkou. Závěrečná část programu vytvoř́ı z vektor̊u δ a γ matici [b1, A11] v bidia-
gonálńım tvaru core problému.

Program cpBDG, vytvořenı́ matice

M = diag(delta) + diag(beta,1);

b_1 = M(:,1);

A_11 = M(:,2:m+1);

4.3 Program approxpb. Generátor aproximačńıch úloh
s core problémem

Ćılem je vytvořit program, který generuje aproximačńı úlohu Ax ≈ b s core problé-
mem A11x1 ≈ b1 s předem zvolenou velikost́ı matice A a zvoleným tvarem, velikost́ı
a zp̊usobem vytvořeńı core problému. Programu approxpb využije ke generován
core problémů programy cpSVD a cpBDG. Ty vytvoř́ı core problém ve tvaru SVD
respektive v bidiagonálńım tvaru. Těmto programům jsme se detailněji věnovali
v minulých sekćıch.

Vstupńımi parametry programu approxpb budou velikost matice A, velikost core
problému a dále volba tvaru core problému, typ vytvořeńı zvoleného core problému
a př́ıpadně daľśı parametry potřebné při tvorbě tvaru core problému.

Program approxpb. Vstupnı́ a výstupnı́ parametry.

function [b,A,b_1,A_11,A_22,P,Q] = approxpb(M,N,m,tvar,typ,par)

% tvar = 1 - core problém v SVD tvaru

% tvar = 2 - core problém v Bigiagonálnı́m tvaru

% P,Q - ortogonálnı́ matice
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V daľśı části program vytvoř́ı core problém ve tvaru, který zvoĺı uživatel. Pro tvar
roven 1 program s pomoćı programu cpSVD vytvoř́ı core problém v SVD tvaru. Pro
hodnotu 2 vytvoř́ı s pomoćı programu cpBDG core problém v bidiagonálńım tvaru.

Program approxpb. Volba tvaru core problému

if tvar == 1 % core problém v SVD tvaru

[b_1,A_11] = cpSVD(m,typ,par);

end

if tvar == 2 % core problém v bidiagonálnı́m tvaru

[b_1,A_11] = cpBDG(m,typ,par);

end

Volba parametru typ urč́ı s jakým rozděleńım bude program generovat matici A22.
Pro typy, které jsou modulo 10 menš́ı než 2 bude program použ́ıvat rovnoměrné
rozděleńı v intervalu (0, 1) s př́ıkazem rand. Pro typy, které jsou modulo 10 rovné 2
bude program použ́ıvat normálńı rozděleńı N(0, 1). Dále program zmenš́ı singulárńı
č́ısla matice A22 na základě velikosti nejmenš́ıho singulárńıho č́ısla matice [b1, A11]
a zvoleného parametru defect jenž bude volitelný z uživatelského rozhrańı a jehož
velikost je nyńı nastavena na 10−2.

Program approxpb. Generovánı́ matice A22

if mod(typ,10) < 2

A_22 = rand(N-m-1,M-m); % rovnoměrné rozdělenı́

end

if mod(typ,10) == 2

A_22 = randn(N-m-1,M-m); % normálnı́ rozdělenı́

end

S1 = min(svd([b_1,A_11])); % min. sing. čı́slo matice [b_1,A_11]

S2 = min(svd(A_22)); % min. sing. čı́slo matice A_22

defect = 0.01; % defekt matice A_22

A_22 = A_22*S1/S2*defect;

Závěrečná část programu sestroj́ı vektor pravé strany b, který vznikne z vektoru
b1 vytvořeném programem cpSVD respektive cpBDG a doplněném o nuly. Matice A
vznikne jako blokově diagonálńı matice s bloky matic A11, která je vytvořena progra-
mem cpSVD respektive cpBDG a A22. Na závěr program provede pomoćı ortogonálńıch
matic P a Q ortogonálńı transformaci vektoru b a matice A.
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Program approxpb. Sestavenı́ matice A a vektoru pravé strany b

b = [b_1;zeros(N-m-1,1)]; % sestavenı́ pravé strany

A = blkdiag(A_11,A_22); % sestavenı́ matice

P = orth(rand(N)); % náhodné ortogonálnı́ matice

Q = orth(rand(M));

b = P*b; % ortogonálnı́ transformace

A = P*A*Q’;

Všimněme si, že některé parametry jako typ nebo m zadávané do programu approxpb

jsou zároveň parametry pro programy cpSVD, respektive cpBDG, které byly popsány
v předchoźıch sekćıch.

4.4 Databáze náhodných aproximačńıch úloh s core
problémem stejných vlastnost́ı

Smyslem programového baĺıku approxpb, cpSVD a cpBDG je vytvořeńı několika da-
tabáźı náhodných aproximačńıch úloh. Každá databáze by měla obsahovat několik
tiśıc problémů stejných rozměr̊u obsahuj́ıćıch core problém charakterizovaný stejný-
mi parametry (rozměry, distribuce singulárńı č́ısel σ` a č́ısel βj, resp č́ısel γ` a δj).
Jak již bylo řečeno v úvodu, tyto testovaćı databáze by měly rozluštit otázku, zda lze
ćıleně generovat problémy Ax ≈ b, jejiž prvky se budou chovat jako nezávislé, iden-
ticky distribuované náhodné proměnné a nav́ıc matice A bude mı́t lineárně nezávislé
sloupce a přitom aproximačńı problém nebude mı́t řešeńı ve smyslu TLS. Nebo že
nelze ćıleně generovat aproximačńı problémy a je možné statistickými metodami
odhalit existenci core problému uvnitř aproximačńı úlohy.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo nastudovat teorii úplného problému nejmenš́ıch
čtverc̊u (TLS) pro řešeńı aproximačńıch úloh Ax ≈ b. Zejména seznámit se s tzv.
teoríı core problému. Hlavńım ćılem pak bylo vytvořeńı programu (sady rutin) vy-
tvořené v prostřed́ı programu Matlab, který bude umět generovat core problémy
v r̊uzných velikostech a r̊uzných typ̊u, resp. který bude umět generovat aproximačńı
úlohu Ax ≈ b předepsaných rozměr̊u s (netriviálńım) core problémem předepsaných
vlastnost́ı. Smyslem tohoto programu je vytvořeńı nástroje pro generováńı testo-
vaćıch sad úloh, na nichž se budou testovat některé statistické hypotézy.

Před samotným zavedeńım core problému bylo třeba objasnit několik d̊uležitých
pojmů. Jako prvńı jsme zavedli singulárńı rozklad (SVD), k jehož zavedeńı jsme
využili spektrálńıho rozkladu symetrických pozitivně (semi)definitńıch matic. Uká-
zali jsme, že takový spektrálńı rozklad je vždy reálný (tj. vlastńı č́ısla i vlastńı
vektory maj́ı nulové imaginárńı složky). V návaznosti na to jsme také ukázali, že
i singulárńı rozklad reálné matice lze vždy zkonstruovat reálný. Dále jsme uvedli
d̊uležitou větu (Schmidtovu–Eckartovu–Youngovu–Mirského) o aproximaci matice
matićı nižš́ı hodnosti.

Výše zmı́něnou větu jsme využili v analýze úplného problému nejmenš́ıch čtverc̊u.
Také jsme zde zmı́nili postačuj́ıćı (nikoliv nutnou) podmı́nku pro existenci TLS
řešeńı daného aproximačńıho problému, tzv. Golubovu–Van Loanovu podmı́nku.
Speciálně jsme zjistili, že ne každý aproximačńı problém má vždy řešeńı ve smyslu
TLS.

Ukázali jsme, že ortogonálńı transformaćı se p̊uvodńı aproximačńı problém může
rozpadnout na dva podproblémy z niž prvńı, je-li minimálńı dimenze, se nazývá
core problém a druhý, existuje-li, má vždy triviálńı řešeńı. Zjistili jsme tedy, že
druhý problém nemá vliv na řešeńı úlohy. Následně jsme uvedli větu s vlastnostmi
core problému, ze kterých vyplynulo, že core problém vždy splňuje výše zmı́něnou
Golubovu–Van Loanovu postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci TLS řešeńı. Tak jsme
se dostali k nejd̊uležitěǰśımu poznatku: pokud má p̊uvodńı aproximačńı úloha TLS
řešeńı, můžeme ho vždy nalézet pomoćı core problému.

Jak už bylo zmı́něno, práce by měla být námětem pro daľśı zkoumáńı zejména
statistických vlastnost́ı aproximačńıch úloh a jejich př́ıpadné korelaci s t́ım, zda
úloha má nebo nemá TLS řešeńı. Pomoćı vytvořeného programu lze konstruovat
např. aproximačńı úlohy s matićı A plné sloupcové hodnosti, které ale nemaj́ı řešeńı
ve smyslu TLS. Nav́ıc neexistence řešeńı nebude na prvńı pohled viditelná (struktura
core problému nebude viditelná). Otázkou je, zda bude viditelná na pohled druhý,
např. s použit́ım některých vybraných statistických metod.
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