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Anotace

Cílem práce zpracovat základní poznatky týkající se úlohy vlastních £ísel (£tver-
cových) matic, zejména v¥ty o spektrálním, Schurov¥, resp. Jordanov¥ rozkladu, a
zavést základní pojmy jako je charakteristický polynom, pr·vodní matice polynomu,
algebraická a geometrická násobnost vlastního £ísla.
V druhé £ásti práce pak provedeme stru£nou re²er²i v matematické praxi nej£ast¥ji
se vyskytujících zobecn¥ní úlohy vlastních £ísel jako jsou nap°. klasický zobecn¥ný
problém vlastních £ísel, kvadratický problém vlastních £ísel, ale také na obecný poly-
nomiální problém vlastních £ísel. V p°ípadech, kde to bude moºné bude nazna£eno,
jak k °e²ení zobecn¥né úlohy po teoretické stránce p°istoupit (cílem práce není stu-
dium algoritm· pro °e²ení takových úloh).

Klí£ová slova:

vlastní £íslo; vlastní vektor; Schur·v rozklad; Jordan·v rozklad; Spektrální rozklad;
problém vlastních £ísel; zobecn¥ný problém vlastních £ísel; kvadratický problém
vlastních £ísel; polynomiální problém vlastních £ísel
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Abstract

The goal of this thesis is to collect basic knoweledge about the standard eigeva-
lue problem for (square) matrices. In particular to recapitulate the theorems about
spectral, Schur's and Jordan's decompositions while introducing the basic related
objects like the characteristic polynomial, companion matrix of a polynomial, alge-
braic and geometric multiplicity of an eigenvalue.
In the other part of theis thesis, we explore a few generalizations of the eigenvalue
problem that are often studied in mathmatics. We focus on the classical generalized
eigenvalue problem, the quadratic eigenvalue problem, and also on the general poly-
nomial eigenvalue problem. We also brie�y suggest, how to solve such generalized
problems, but only from the theoretical point of view (we do not study practical
real-world algoritms for solving such tasks).

Key words:

eigenvalue; eigenvector; Schur's decomposition; Jordan's decomposition; spectral de-
composition; eigenvalue problem; generalized eigenvalue problem; quadratic eigen-
value problem; polynomial eigenvalue problem
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Zna£ení

C,R mnoºina komplexních £ísel, mnoºina reálných £ísel
N mnoºina p°irozených £ísel tj. {1, 2, 3, . . . }
N0 mnoºina p°irozených £ísel v£etn¥ 0

λ ∈ C komplexní £íslo λ
αj,i komplexn¥ zdruºené £íslo ke komplexnímu £íslu α.

x ∈ Cn n prvkový sloupcový vektor x s komplexními koe�cienty
A ∈ Cn×n komplexní matice s m °ádky a n sloupci.
(A)i,j prvek matice A v i-tém °ádku a j-tém sloupci.

A ∈ Cn×n komplexní £tvercová matice °ádu n
AT transpozice matice A
A∗ hermitovsky sdruºená matice A
xT transponovaný vektor ve smyslu transpozice matice
x∗ hermitovsky sdruºený vektor ve smyslu hermitovsky

sdruºené matice
0 ∈ Cn nulový vektor °ádu n

0 ∈ Cm×n nulová matice s m °ádky a n sloupci
diag(δ1,1, . . . , δn,n) diagonální matice s prvky δ1,1, . . . , δn,n na hlavní diagonále

In jednotková matice °ádu n
0n nulová matice °ádu n

χA(λ) charakteristický polynom matice A
χ(A,B)(λ) charakteristický polynom páru matic (A,B)
sp(A) spektrum matice A

sp(A,B) spektrum páru matic (A,B)
Ker(A) jádro matice A

det(A), |A| determinant matice A
A−1 inverzní matice k regulární matici A

M ⊆ N M je podmnoºinou N
M ⊂ N M je vlastní podmnoºinou N

[v1, . . . , vn] lineárn¥ nezávislá posloupnost vlastních vektor· v1, . . . , vn
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Terminologie problém· vlastních £ísel

Ax = λx klasický problém vlastních £ísel (EP)

x = λBx obrácený problém vlastních £ísel

Ax = λBx zobecn¥ný problém vlastních £ísel (GEP)

(λ2In + λB + A)x = 0 kvadratický problém vlastních £ísel (QEP)

(λ2C + λB + A)x = 0 zobecn¥ný kvadratický problém vlastních
£ísel (GQEP)

(λkIn + λk−1Ak−1 + · · ·+ A0)x = 0 polynomiální problém vlastních
£ísel (PEP)

(λkAk + λk−1Ak−1 · · ·+ A0)x = 0 zobecn¥ný polynomiální problém
vlastních £ísel (GPEP)
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Úvod

Vlastní £ísla jsou pojem se kterým se student matamatiky, u£itelského £i neu£itel-
ského studia, nej£ast¥ji seznámí, jiº v prvním roce svého studia v p°edm¥tu Line-
ární algebra, který je úvodem do problému matic a vektorových prostor·. Základní
my²lenkou p°i výpo£tu vlastních £ísel je p°evést maticový problém na problém po-
lynomiální.

Ve své bakalá°ské práci bych rád p°inesl náhled do r·zných zobecn¥ní problému
vlastních £ísel. V rámci terminologie se budeme bavit o t°ech typech problému
a to o klasickém problému vlastních £ísel (Eigenvalue problem), zobecn¥ném pro-
blému vlastních £ísel (Generalized eigenvalue problem) a polynomiálním problému
vlastnch £ísel (Polynomial eigenvalue problem). Kaºdý z t¥chto problém· zavadí po-
jem vlastní £íslo a vlastní vektor trochu jiným zp·sobem. Zobecn¥ný a polynomiální
problém vlastních £ísel roz²í°ují klasický problém r·zn¥, av²ak se vzájemn¥ dopl¬ují.
Tím nám vzniká nejasnost, pokud bude pot°eba v následujícím textu mezi t¥mito
problémy odli²ovat.

O klasickém problému vlastních £ísel lze nalézt informace v tém¥° kaºdé u£ebnici
lineární algebry. V této práci jsme se inspirovali zejména díly [14] nebo [1]. O zobec-
n¥ném problému vlastních £ísel, jeho °e²ení s r·znými typy matic v£etn¥ vlastních
vektor· a n¥kterých moºných maticových úprav, lze nalézt v [12]. O kvadratickém
problému, jeho speciálních p°ípadech a jeho vyuºití v mechanice £i p°i výpo£tech
fyzikálních veli£in v elektrických obvodech se lze do£íst nap°íklad v literatu°e [13] a o
polynomiálním problému v [9], [2]. O moºnostech linearizace polynomiální problému
lze pouºít zdroj [8].

Úkolem tohoto textu bude £tená°e seznámit s r·znými zobecn¥ními problému vlast-
ních £ísel a jejich °e²ení, p°evedením na klasický problém vlastních £ísel. Dále je
dobré poznamenat, ºe problém vlastních £ísel se váºe k problému, nalézt exaktní
hodnotu polynomu stupn¥ v¥t²ího neº 4. Z toho plyne, ºe v¥t²ina literatury zabývá-
jící se problematikou vlastních £ísel popisuje algoritmy, kterými lze hledat numerická
°esení vlastních £ísel.

V práci bude £asto p°echázeno mezi názvy probléme vlastních £ísel a úloha vlastních
£ísel. Tyto dva názvy budeme ztotoº¬ovat.

Matice se zpravidla de�nují nad obecnými t¥lesy. V této práci budeme velmi £asto
pracovat s komplexními £tvercovými maticemi a jen výjme£n¥ s reálnými. Od £tená°e
se p°edpokládá, ºe tedy zná n¥které vlastnosti t¥chto t¥les. �tvercové matice nad
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jinými t¥lesy neº C nebo R nejsou sou£ástí této práce.

Klasický problém vlastních £ísel je siln¥ spjat se £tvercovými maticemi. K jejich
de�nici totiº £tvrercovou matici je nutné p°edpokládat. Z toho d·vodu se matice,
které nebudou £tvercové, v této práci objeví jen ve výjme£ných p°ípadech.

Práce je rozvrºena do £ty° kapitol. V kapitole 1 si stru£n¥ popí²eme základní pojmy
s lineární a obecné algebry, které vyuºijeme v dal²ích kapitolách. V kapitole 2 si
de�nujeme vlastní £ísla a vektory pro klasický problém vlastních £ísel a zam¥°íme
se zejména na vlastnosti pr·vodní matice, spektrum a n¥kolika rozklad·m matic
pomocí vlastních £ísel.

V kapitole 3 si zobecníme klasický problém a uvedeme n¥kolik p°ípad·, které se dají
jednoduchými úpravami p°evézt na klasiký problém vlastních £ísel. V kapitole 4
si ukáºeme p°evod kvadratického problému vlastních £ísel na klasický pomocí zna-
lostí o pr·vodních maticích klasického problému a tento krok zavr²íme v kapitole 5
p°evodem obecného polynomiálního problému vlastních £ísel na problém klasický.
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1 Základní pojmy

V první kapitole si stru£n¥ p°ipomeneme n¥kolik základních pojm· a nástroj· z
lineární a obecné algebry, bez kterých se v následujícím textu neobejdeme. Kapitola
je rozd¥lena na t°i sekce � Matice a vektory (sekce 1.1), Skalární sou£in a ortogonalita
(sekce 1.2) a Polynomy (sekce 1.3). Nejprve se zam¥°íme na matice, £tvercové matice,
r·zné typy £tvercových matic, vektor a na pojem blokové matice. Následn¥ p°ejdeme
k pojmu determinant a uvedeme si n¥kolik jeho vlastností. De�nujeme si regulární
a singulární matice a charakterizujeme si je. Ve t°etí sekci se zam¥°íme na unitární
matice a jejich vlastnosti, které souvisí se skalárním sou£iem. V poslední sekci si
vybereme n¥které znalosti o polynomech v souvislostech se Základní v¥tou algebry a
Abelovou�Galoisovou v¥tou. Podrobn¥j²í výklad lineární a obecné algebry lze nalézt
v knihách od Ko°ínka [7] a obecné algebry od Stanovského [11] nebo velmi ucelená
skripta lineární algebry od Bárta a T·my [14].

1.1 Matice a vektory

V první °ad¥ je pot°eba si de�novat pojem matice nad komplexními a reálnými £ísly.

De�nice (Matice). Reálnou resp. komplexní maticí s m-°ádky a n-sloupci rozumíme
uspo°ádanou mnoºinu se°azenou do tabulky

A =


α1,1 α1,2 . . . α1,n

α2,1 α2,2 . . . α2,n
...

... . . . ...
αm,1 αm,2 . . . αm,n


takovou, ºe αi,j ∈ R, (resp. C). Symbolem (A)i,j rozumíme prvek v i-tém °ádku a
j-tém sloupci matice A tj.

(A)i,j = αi,j.

V následujím textu budeme výhradn¥ pracovat se £tvercovými maticemi nad kom-
plexními £ísly, nad kterými jsou de�novány klí£ové pojmy této práce. �tvercových
matic existuje velké mnoºství typ· a kaºdá z nich je n¥jakým zp·sobem svázána
s vlastními £ísly. Zavedeme si tedy £tvercovou matici a n¥kolik jejích r·zných vari-
ant následujícím zp·sobem.
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De�nice (Typy matic). �tvercovou maticí °ádu n rozumíme matici s n °ádky a n
sloupci. Horní (resp. dolní) trojúhelníkovou maticí U (resp. L) rozumíme £tvercovou
matici takovou, ºe

(U)i,j = 0 , i < j (L)i,j = 0 , i > j.

�ekneme, ºe D je diagonální matice °ádu n, pokud je horní a zárove¬ dolní trojú-
helníková. Diagonální matici zna£íme

D = diag(δ1,1, . . . , δn,n).

Nech´ A je komplexní matice s m °ádky a n sloupci, pak transponovanou maticí AT

a Hermitovsky sdruºenou maticí A∗ rozumíme takové matice, ºe

(AT )i,j = aj,i, (A∗)i,j = αj,i.

Symetrickou maticí S a hermitovskou maticí H rozumíme matice

ST = S H∗ = H.

P°edchozí de�nice je z velké £ásti p°ejata z literatury [5, str. 1�2]. De�nice t¥chto
typ· lze jist¥ nalézt v libovolné u£ebnici lineární algebry. Symbolem αj,i v de�nici
hermitovsky sdruºené matice rozumíme £íslo komplexn¥ sdruºené k £íslu α ∈ C.
Symetrickou maticí zpravidla rozumíme reálnou symetrickou matici. Pokud budeme
hovo°it o komplexní symetrické matici, bude to v daný moment zmín¥no. Pov²imn¥te
si, ºe v p°ípad¥ reálné matice A jsou transponovaná matice AT a komplexn¥ sdruºená
matice A∗ tytéº tj.

AT = A∗, A ∈ Rn×n.

Odtud plyne, ºe i pojmy symetrická matice a hermitovská sdruºená matice v p°ípad¥
reálných matic splývají. Dal²ím významným druhem £tvrecových matic jsou matice,
které reprezentují jednotkový a nulový prvek.

De�nice (Jednotková a nulová matice). Jednotkovou maticí In °ádu n a nulovou
maticí 0n °ádu n budeme rozum¥t komplexní diagonální matice °ádu n takové, ºe

In = diag(1, . . . , 1) 0n = diag(0, . . . , 0).

Nulovou matici s m rádky a n sloupci budeme zna£it 0m,n. V rámci následujících de-
�nic budeme jednotkovou a nulovou matici psát bez indexu, pokud bude z kontextu
z°ejmé jak jsou velké.

V literatu°e [14, str. 153] se vektor de�nuje jako prvek vektorového prostoru. Pro
na²e pot°eby, ve kterých si de�nici vektorového prostoru nepot°ebujeme zavád¥t, si
vektor ztotoºníme s maticí, která má jeden sloupec. Vektor budeme zna£it v ∈ Cn.
N¥kdy se téº vektoru °íká sloucový vektor, abychom jej odli²ili od vektoru °ádkového,
tj. vektoru reprezentovaného jedním °ádkem komplexní matice. �ádkový vektor bu-
deme zna£it vT ∈ Cm a bude vºdy explicitn¥ zmín¥n. V n¥kterých p°ípadech m·ºe
vektor obsahovat pouze reálné prvky, pak takový vektor budeme zna£it v ∈ Rn.
Nyní si uvedeme matici reprezentující inverzní prvek a pojem regulární matice.
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De�nice (Inverzní, regulární, singulární matice). Nech´ A je komplexní £tvercová
matice °ádu n, Inverzní maticí k matici A rozumíme komplexní £tvercovou matici
A−1 °ádu n takovou ºe

AA−1 = A−1A = In.

Nech´ A je komplexní £tvercová matice °ádu n, °ekneme ºe A je regulární práv¥
tehdy, kdyº pro kaºdý nenulový vektor x ∈ Cn platí

Ax 6= 0.

Matici A nazveme singulární, pokud není regulární.

Je dobré poznamenat, ºe kaºdá matice je regulární práv¥ tehdy, kdyº k ní existuje
inverzní matice. Navíc sou£in regulárních matic je regulární matice. Charakterizujme
si singulární matice, které budeme vyuºívat v následujících kapitolách. P°echod k
charakterizaci regulárních matic posta£í negace výrok· následující v¥ty. V¥ta je re-
²er²í negace v¥ty 4.65 z [14, str. 132] a negací tvrzení 7.22 z [14, str. 256].

V¥ta 1.1 (Charakterizace singulárních matic). Nech´ A je komplexní £tvercová ma-
tice °ádu n, pak jsou následující výroky ekvivalentní.

(i) A je singulární.

(ii) Existuje x ∈ Cn, x 6= 0 takové, ºe Ax = 0.

(iii) Exituje b takové, ºe lineární soustava rovnic Ax = b má alespo¬ dv¥ °e²ení.

D·kaz. (i) ⇔ (ii): Plyne p°ímo z de�nice singulární matice.

(ii) ⇒ (iii): Nech´ existuje y takové, ºe Ay = 0, pak pro kaºdé α 6= 0 platí αAy =
α0 = 0. Zvolme si libovolný vektor b̂ ∈ Cn, Ab̂ 6= 0 , pak

Ay = 0 ∧ αAy = 0

Ay + Ab̂ = Ab̂ ∧ αAy + Ab̂ = Ab̂

A(y + b̂) = Ab̂ ∧ A(αy + b̂) = Ab̂.

Ozna£me b = Ab̂ a x1 = y + b̂, x2 = αy + b̂. Odtud plyne tvrzení.

(iii) ⇒ (ii) Nech´ existují dv¥ °e²ení x1, x2 ∈ Cn, x1 6= x2 soustavy rovnic Ax = b,
pak

A(x2 − x1) = Ax2 − Ax1 = b− b = 0.

Nyní se odprostíme od singulárních matic a zam¥°íme se na maticové prvky. Matice
mohou mít r·zné druhy prvk· jako jsou nap°íklad komplexní nebo reálná £ísla.
Nicmén¥ prvek matice m·ºe být tvo°en i jinou maticí. Proto si nyní zavedeme pojem
blokové matice.
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De�nice (Bloková matice a maticový blok). Nech´ A je komplení matice s m °ádky
a n sloupci. Blokovým d¥lením matice A rozumíme

A =


A1,1 A1,2 . . . A1,l

A2,1 A2,2 . . . A2,l
...

... . . . ...
Ak,1 Ak,2 . . . Ak,l

 k ≤ m, l ≤ n

takovou, ºe Ai,j je komplexní matice a navíc platí:

(a) Matice Ai,j1 a Ai,j2 , j1, j2 ∈ {1, . . . , l} mají stejný po£et °ádk· pro dané i.

(b) Matice Ai1,j a Ai2,j, i1, i2 ∈ {1, . . . , k} mají stejný po£et sloupc· pro dané j.

Blokovou maticí poté nazveme matici A a maticový blok matici Ai,j. Blokov¥ diago-
nální maticí rozumíme blokovou matici D takovou, ºe blokovým d¥lením je maticový
blok

Di,j = 0 , i 6= j, 0 ∈ Cmi,nj .

De�nice pochází z literatury [5, str. 5]. Struktura blokové matice se nám bude hodit
v n¥kterých d·kazech v¥t. P°íkladem je d·kaz Schurovy v¥ty (v¥ta 2.13).

Pojem vlastní £ísla se neobejdou bez determinantu £tvercové matice. Determinant
totiº tvo°í pomyslný pilí° mezi maticí a vlastními £ísly.

De�nice (Determinant). Nech´ A je £tvercová matice nad C. Determinantem matice
A rozumíme komplexní £íslo det(A) takové, ºe

det(A) =
∑
π∈Sn

sgn(π)
n∏
i=1

aπ(i),i,

kde Sn je mnoºina v²ech permutací prvk· 1, . . . , n.

O permutacích a mnoºin¥ Sn se lze více do£íst v [14, str. 244�250]. Determinant
matice A lze zna£it jako |A|. V této práci budeme pouºívat oba zp·soby zna£ení
(det(A) i |A|) podle toho, co v danou chvíli bude vhodn¥j²í. Charakterizovat sin-
gulární matici, lze i pomocí determinatu. Komplexní £tvercová matice A °ádu n je
singulární, práv¥ tehdy kdyº

det(A) = 0.

Toto tvrzení lze nalézt jako negaci tvrzení 7.22 v literatu°e [14, str. 256]. V p°edchozí
v¥t¥ jsme si ukázali, jakým zp·sobem lze charakterizovat singulární matice a ºe jich
m·ºe být velké mnoºství. Nyní si uvedeme n¥které základní zp·soby, které lze pouºít
p°i výpo£tu determinant·.

V¥ta 1.2 (Aritmetika determinantu). Nech´ A,B jsou komplexní £vercové matice
°ádu n, pak
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(i) det(AB) = det(A) det(B),

(ii) det(A) = det(AT ),

(iii) det(A) = det(A∗),

(iv) det(A) = 1
det(A−1)

.

D·kaz v¥ty lze nalézt v literatu°e [14, str. 252, str. 257] Nyní si povíme n¥co o rozvoji
determinantu, který lze vyuºít pro vyjád°ení determinantu, pomocí souboru deter-
minant· o °ád niº²í matice. Nástroje jsou p°evzaty z literatury [5, str. 4] a [14, str.
259]. D·kazy v¥ty 1.3 a v¥ty lze nalézt v [14, str.259�260]. K výpo£tu determinantu
lze pouºívat tkzv. rozvoj determinantu podle sloupce nebo °ádku. De�nujme si proto
nejprve algebraický dopln¥k, abychom mohli tvrzení o tkzv. rozvoji determinantu
vyslovit.

De�nice (Algebraický dopln¥k). Nech´ A je koplexní £tvercová matice °ádu n, n ≥
2, pak algebraickým dopl¬kem prvku ai,j rozumíme výraz

(−1)i+j det(Ai,j)

kde Ai,j je komplexní £tvercová matice °ádu n − 1, jenº vznikne vynecháním i-tého
°ádku a j-tého sloupce u matice A.

A poté lze jiº zformulovat tvrzení v¥ty.

V¥ta 1.3 (O rozvoji determinantu). Nech´ A je koplexní £tvercová matice °ádu
n, n ≥ 2.

(i) Nech´ i ∈ {1, . . . , n}, pak °íkáme, ºe rozvíjíme podle i-tého °ádku a

det(A) =
n∑
j=1

(−1)i+jai,j det(Ai,j).

(ii) Nech´ j ∈ {1, . . . , n}, pak °íkáme, ºe rozvíjíme podle j-tého sloupce a

det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+jai,j det(Ai,j).

Uve¤me je²t¥ jednu vlastnost determinatu, která se váºe k horní trojúhelníkové
matici a jejichº d·kaz lze nalézt v literatu°e [14, str. 251].

V¥ta 1.4 (O determinantu horní trojúhelníkové matice). Nech´ U je horní trojú-
helníková matice, pak

det(U) =
n∑
i=1

hi,i.
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Je-li A je £tvercová bloková matice tvaru

A =

(
A1,1 A1,2

0 A2,2

)
,

kde B,D jsou £tvercové matice, pak

det(A) = det(A1,1) det(A2,2).

Pokud je matice D dolní trojúhelníková, v¥ta platí ve stejném zn¥ní. Navíc platí i
jeji bloková varianta.

1.2 Skalární sou£in a ortogonalita

Pro podsekci zabývající se Shurovým rozkladem je pot°eba si de�novat pojem uni-
tární matice a popsat vztahy mezi unitární maticí a skalárním sou£inem a normou
vektoru. Tyto vztahy se nám budou hodit k d·kazu Shurovy v¥ty. Za£neme de�nicí
unitární matice, o které se m·ºeme více dozv¥d¥t viz [14, str. 311].

De�nice (Unitární matice). Komplexní £tvercovou matici U nazveme unitární po-
kud UU∗ = In.

Obdobn¥ jako singulární a regulární matice i unitární matice jsou uzav°ené vzhledem
k operaci násobení.

V¥ta 1.5 (O sou£inu unitární matice). Sou£in dvou unitárních matic je unitární
matice.

D·kaz. Nech´ A,B jsou unitární matice, pak

(AB)∗(AB) = B∗A∗AB = B∗B = In.

Odtud plyne tvrzení.

Nyní pro popis vztah· mezi unitární maticí a skalárním sou£inem je pot°eba de�-
novat si skalární sou£in, jenº p°ejímáme z literatury [14, str. 278] a [1, str. 367].

De�nice (Skalární sou£in, Kolmost vektor·). �ekneme, ºe zobrazení 〈·, ·〉 : Cn ×
Cn → C (resp. C) je skalární sou£in na Cn, pokud ∀u, v ∈ Cn takové,ºe u =
(u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) platí

〈u, v〉 =
n∑
i=1

uivi.

Vektory u, v ∈ Cn nazveme vzájemn¥ kolmé, pokud

〈u, v〉 = 0.
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Se skalárním sou£inem je svázán pojem normy, zpravidla se dokazuje v¥t, ºe skalární
sou£in tzv. indukuje normu, viz [5]. My zde pro jednoduchost zavedeme normu práv¥
tímto vztahem, kterým je de�nována nap°íklad v literatu°e [1, str. 363].

De�nice (Norma vektoru, Jednotkov vektor). Normou vektoru v ∈ Cn rozumíme
výraz

‖v‖ =
√
〈v, v〉.

�ekneme, ºe vektor v ∈ Cn je jednotkový pokud

‖v‖ = 1.

Unitární matice má zajímavou vlastnost, kterou pouºijeme p°i d·kazu Shurova roz-
kladu (v¥ta 2.13) a která souvisí s kolmostí dvou vektor· a jednotkovými vektory.
M¥jme unitární matici °ádu n, rozd¥lenou na sloupcové vektory tj. Q = (υ1, . . . , υn),
pak platí dva následující výroky.

(i) Vektory υ1, . . . , υn jsou jednotkové tj. ∀i ∈ {1, ..., n} : 〈υi, υi〉 = 1.

(ii) Dva vzájemn¥ r·zné sloupcové vektory jsou navzájem kolmé tj. ∀i, j ∈ {1, ..., n}, i 6=
j : 〈υi, υj〉 = 0.

Tyto vlastnosti plynou z násobení matic a vztahu U∗U = In. Máme-li jednotkový
vektor q1 ∈ Cn, pak jsem schopni nalézt jednotkové vektory q2, . . . , qn ∈ Cn tak,
aby Q = (q1, . . . , qn) byla unitární matice nap°íklad, p°evodem lineárn¥ nezávislé
posloupnosti (q1, v2, . . . , vn), kde v2, . . . , vn ∈ Cn pomocí Gramovy�Schmidtovy or-
togonalizace o které se lze do£íst nap°íklad v literatu°e [5, str. 66-70]. Tímto bychom
m¥li mít dostate£ný aparát ohledn¥ unitární matic, abychom v sekci 2 mohli doká-
zat Schurovu v¥tu (v¥ta 2.13. Poslední sekcí, kterou je nezbytnou v problematice
vlastních £ísel a tím jsou polynomy.

1.3 Polynomy

Nyní se p°esuneme k de�nicím a tvrzením, které pot°ebujeme z obecné algebry a to
konkrétn¥ p°ipomenutím pojmu polynom o kterém se lze více do£íst v [11, str. 27].

De�nice (Polynom). Polynomem π(ξ) stupn¥ n rozumíme výraz

π(ξ) =
n∑
k=0

αkξ
k , αn 6= 0.

Symbolem αk zapisujeme k-tý koe�cient polynomu a ξ nazýváme prom¥nnou poly-
nomu Koe�cient α0 nazýváme absolutní koe�cient. Ko°enem polynomu rozumíme ξ0
takové, ºe π(ξ0) = 0.
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Polynomy mohou mít obecn¥ r·zné koe�cienty a r·zné typy prom¥nné. Komplexním
polynomem s komplexními koe�cienty rozumíme zobrazení π : Cn → Cn takové, ºe

π(ξ) =
n∑
k=0

αkξ
k, αk, ξ ∈ C, αn 6= 0.

Takový polynom vyuºijeme v p°ípad¥ výpo£tu klasických a zobecn¥ných vlastních
£ísel a vektor·. Speciálním p°ípadem komplexního polynomu m·ºe, být komplexní
polynom s reálnými koe�cienty, který rozumíme zobrazení π : Cn → Cn takové, ºe

π(ξ) =
n∑
k=0

αkξ
k, αk ∈ R, ξ ∈ C, αn 6= 0.

nebo reálný polynom s reálnými koe�cienty, kterým rozumíme zobrazení π : Rn →
Rn takové, ºe

π(ξ) =
n∑
k=0

αkξ
k, αk, ξ ∈ R, αn 6= 0.

Polynomem s maticovými koe�cienty stupn¥ n rozumíme zobrazení takový, ºe

M(X) =
n∑
k=0

AkX
k, Ak ∈ Cm×m, det(An) 6= 0n,

kde Ak je k-tý koe�cient polynomu a X ∈ Cm×m je prom¥nná. Mluvíme-li o poly-
nomu s maticovými koe�cienty komplexní prom¥nné stupn¥ n, který budeme vyu-
ºívat v p°ípad¥ polynomiálního problému vlastních £ísel, budeme tím rozum¥t po-
lynom M(ξ) takový, ºe

M(ξ) =
n∑
k=0

Akξ
k, Ak ∈ Cm×m, det(An) 6= 0n,

p°i£emº Ak je k-tý koe�cient polynomu a ξ ∈ C je prom¥nná. De�nice polynomu
s maticovými koe�cienty není zcela korektní. Správn¥ bychom m¥li psát polynomu
s komplexními £tvercovými maticovými koe�cienty. Jelikoº se v této práci budeme
zabývat zejména komplexními £tvercovými maticemi, budeme polynomem s matico-
vými koe�cienty vºdy rozum¥t polynom s koe�cienty, které jsou komplexní £tvercové
matice stejného °ádu.

De�nice (Monický polynom). Polynomem π(λ) stupn¥ n nazveme monický, pokud
αn = 1.

Pro polynom s komplexními koe�cienty rozumíme polynom tvaru

ξn +
n−1∑
k=0

αkξ
k, αk, ξ ∈ C.
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V p°ípad¥ polynomu stupn¥ n s maticovými koe�cienty °ádu m, poºadujeme pod-
mínku aby

An = Im,

tedy polynom tvaru

Xn +
n−1∑
k=0

AkX
k, Ak, X ∈ Cm×m.

Obdobn¥ u polynomu stupn¥ n s maticovými koe�cienty °ádum poºadujeme stejnou
podmínku An = Im. Máme-li polynom π(ξ) s libovolným druhem koe�cient·, pak
lze polynom p°evést na monický, aniº by se zm¥nila mnoºina jeho ko°en·. Uvedeme
p°evedení polynomu na polynom monický v p°ípad¥ námi uvedených t°í p°ípad·.

(a) Ob¥ strany polynomiální rovnice tvo°enou polynomem s komplexními koe�ci-
enty π(ξ) =

∑n
k=0 αkξ

k = 0 , αn 6= 0 vyd¥líme neulovým £íslem αn.

(b) Ob¥ strany polynomiální rovnice tvo°enou polynomem s maticovými koe�cient(
komplexní i maticové prom¥nné) vynásobíme maticí A−1n zleva, coº lze nebo´
p°edpokládáme regularitu matice A.

Dal²ím velmi uºite£ným nástrojem je Základní v¥ta algebry, jejiº tvrzení odpovídá na
otázku existence ko°en· polynomu s komplexními koe�cienty a její d·sledek hovo°í
o po£tu ko°en·. D·kaz Základní v¥ty algebry a její d·sledek je obtíºn¥j²í a lze jej
nalézt nap°íklad v literatu°e [7, str. 354�361].

V¥ta 1.6 (Základní v¥ta algebry). Pro kaºdý komplexní polynom π(λ) stupn¥ v¥t²í
neº 1 existuje prvek λ0 ∈ C takový, ºe π(λ0) = 0.

Následn¥ si uv¥dme d·sledek, který nalezneme nap°íklad v [14, str. 19].

D·sledek 1. Kaºdý komplexní polynom stupn¥ n má n ko°en·, v£etn¥ násobností.

D·kaz. Nech´ π(λ) je polynom stupn¥ n. Podle základní v¥ty algebry existuje λ0 ∈ C
takové, ºe π(λ0) = 0. Ozna£me polynom

π1(λ) =
π(λ)

λ− λ0
.

Polynom π1(λ) je stupn¥ n− 1. Op¥t pouºijme základní v¥tu algebry a ozna£me

π2(λ) =
π1(λ)

λ− λ1
,

kde λ1 je libovolný ko°en polynomu π1(λ). Odtud pokra£ujeme induktivním postu-
pem aº do polynomu stupn¥ 1. Zp¥tným dosazením dostáváme vztah

π(λ) = (λ− λ0)(λ− λ1) · · · · · (λ− λn−1),

kde λ0, . . . , λn−1 ∈ C jsou ko°eny polynomu π(λ). Odtud plyne tvrzení.
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Shrneme-li základní v¥tu algebry a její d·sledek, pak ke kaºdému polynomu s kom-
plexními koe�cienty stupn¥ v¥t²ího neº 1 lze nalézt ko°en a t¥chto ko°en· v£etn¥
násobnosti ko°ene je stejn¥ jako stupe¬ tohoto polynomu. Podstatné je, ºe p°estoºe
víme, ºe existují, je pro n¥které polynomy obtíºn¥j²í je nalézt. To by nám m¥la
p°iblíºit následující v¥ta, kterou uvedeme bez d·kazu viz [5, str. 39].

V¥ta 1.7 (Abelova�Galoisova). Nech´ π(λ) je komplexní polynom stupn¥ n. Pokud
n ≥ 5, pak polynomiální rovnice π(λ) = 0 není °e²itelná v radikálech.

Radikály se rozumí vzorec sloºený pouze z operací + ,−, · , : a k
√ . Jinak °e£eno

Abelova�Galoisova v¥ta °íká, ºe pro polynomy s komplexními polynomy stupn¥ 5
nebo vy²²ího, nejsme schopni nalézt kone£ný vzorec pro nalezení ko°en· podobn¥
jako u kvadratické nebo kubické rovnice. Na záv¥r sekce uve¤me v¥tu, kterou pou-
ºijeme v d·kazu v¥ty 2.3. D·kaz v¥ty lze nalézt jako d·kaz tvrzení 9.47 v literatu°e
[14, str. 349].

V¥ta 1.8 (O reálném polynomu lichého stupn¥). Kaºdý reálný polynom lichého
stupn¥ má alespo¬ jeden reálný ko°en.

Tímto bychom m¥li mít uvedeny základní pojmy k tomu, abychom mohli pracovat
s vlastními £ísly a vlastními vektory komplexních £tvercových matic a následn¥ i
zobecnit problematiku vlastních £ísel.
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2 Klasický problém vlastních £ísel

V této kapitole se budeme zabývat klasickým problémem vlastních £ísel £tvercových
komplexních matic. V první °ad¥ zavedeme pojmy jako vlastní £íslo a vlastní vektor,
popí²eme si zp·sob nalezení t¥chto vlastních £ísel a vektor·. Následn¥ dokáºeme
Schur·v rozklad (v¥ta 2.13) a Schur·v rozklad pro normální matice (v¥ta 2.14), který
demonstruje, jak se vlastní £ísla a vektory uplat¬ují p°i rozkladu matice. Nakonec
si °ekneme n¥co o Spektrálním a Jordanov¥ rozkladu a jejich souvislost s Shurovým
rozkladem. Mnoho p°íkladu vyuºití vlastních £ísel lze nálezt v [14, str. 329�336].
Nyní v²ak p°ejdeme ke klí£ovým de�nicím vlastních £ísel a vektor·. De�nice pochází
z literatury [5, str. 8].

De�nice (Úloha vlastních £ísel (EP)). Nech´ A je komplexní £tvercová matice °ádu
n. Problémem vlastních £ísel rozumíme nalezení skaláru λ ∈ C a nenulového vektoru
x ∈ Cn takových, ºe

Ax = λx.

Skalár λ nazýváme vlastní £íslo a nenulový vektor x nazýváme vlastní vektor.

Jedná se tedy o °e²ení maticové úlohy, kterou spl¬uje pouze podmnoºina nenulových
vektor· x ∈ Cn a podmnoºina skalár· λ ∈ C.

2.1 Charakteristický polynom

Klasický problém vlastních £ísel se typicky p°evádí na °e²ení problému hledání ko°ene
komplexního polynomu. Tento p°echod z matice na polynom, probýhá následujícím
zp·sobem. P°edpokládejme, ºe A je komplexní £tvercová matice °ádu n, λ ∈ C je
její vlastní £íslo a x je vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu λ, potom

Ax = λx

Ax− λx = 0

Ax− λInx = 0

(A− λIn)x = 0

(λIn − A)x = 0

viz [14, str. 342]. Matici (λIn − A) na levé stran¥ rovnice nazýváme charakteristic-
kou maticí matice A. Na tuto matici lze pohlíºet jako na maticový polynom prv-
ního stupn¥ [1, str. 219]. Jelikoº x 6= 0 z de�nice vlastního vektoru, pak zobrazení
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(A− λIn) : Cn → Cn zobrazí nenulový vektor x na nulový vektor. Odtud z charak-
terizace singulárních matic (v¥ta 1.1) plyne, ºe (λIn−A) je singulární matice a tedy
charakteristická matice (λIn − A) je singulární práv¥ tehdy, kdyº

det(λIn − A) = 0

viz [10, str. 277]. Opa£ným postupem lze dokázat, ºe det(λIn −A) = 0, potom λ je
vlastní £íslo matice A viz [10, str. 277].

Nyní na okamºik p°edpokládejme, ºe λ ∈ C je neznámá. Z de�nice determinatu,
totiº lze nahlédnout, ºe det(λIn−A) je komplexní polynom °ádu n. Pokud bychom
násobili prvky na hlavní diagonále matice (λIn − A) dostame £len obsahující λn.
Tento polynom se nazývá charakteristický polynom a pro úplnost si jej de�nujme

De�nice (charakteristický polynom). Nech´ A je £tvercová matice °ádu n. Charak-
teristickým polynomem matice A rozumíme polynom p(λ) takový, ºe

χA(λ) = det(λIn − A).

De�nice je p°evzata z knihy [13, str. 8]. Lze si rozmyslet, ºe tento polynom je navíc
monický tj. pro polynom π(λ) =

∑n
k=0 αkλ

k, an = 1. Nyní jsme EP p°evedli na
problém hledání ko°ene polynomu s komplexními koe�cienty a dokázali následující
charakteriza£ní v¥tu jak je uvedeno v [6, str. 320].

V¥ta 2.1 (Charakterizace vlastních £ísel). Nech´ A je komplexní £tvercová matice
°ádu n, pak jsou násedující výroky ekvivalentní.

(a) λ je vlastní £íslo matice A.

(b) det(λIn − A) = 0.

(c) vlastní £íslo je ko°enem charakteristického polynomu p(λ).

Pov²imn¥te si, ºe tímto zp·sobem jsme k nalezení vlastního £ísla, nepot°ebovali
existenci. Problém v²a nastává v jejich hledání, nebo´ podle Abel�Galoisovy v¥ty
(v¥ta 1.7) pro polynomy s komplexními koe�cienty stupn¥ v¥t²í neº 5 neexistuje
kone£ný vzorec sloºený ze s£ítání, násobení a umoc¬ování.

V n¥kterých p°ípadech jsme dokonce schopni za ur£itých okolností °íci, jaké jsou
vlastní £ísla jedné matice pokud známe vlastní £ísla matice druhé (v¥ta 2.2), m·ºeme
omezit mnoºinu hodnot, kterých m·ºe alespo¬ jedno vlastní £íslo nabývat (v¥ta 2.3)
nebo dokonce rozhodnout jaké vlastní £íslo musí obsahovat, pokud je matice daného
typu (v¥ta 2.4). K d·kaz·m t¥chto tvrzení nám pom·ºe charakteristický polynom.

V¥ta 2.2 (O vlastních £íslech transponované matice). A a AT mají stejná vlastní
£ísla.
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D·kaz. Zajisté platí, ºe (λIn − A) = (λIn − AT )T . Potom dostáváme

det(λIn − A) = det((λIn − AT )T ) = det(In − AT ).

Druhá rovnost plyne z v¥ty o aritmetice determinatu (veta 1.2. z v¥ty o charakteri-
zaci vlastních £ísel (v¥ta 2.1), jiº plyne tvrzení.

Z v¥ty o komplexní matici a vlastních £íslech a o polynomu lichého stupn¥ (v¥ta 1.8)
lze odvodit následující tvrzení.

V¥ta 2.3 (O reálné matici a vlastním £ísle). Kaºdá reálná £tvercová matice A lichého
°ádu má alespo¬ jedno reálné vlastní £íslo.

D·kaz. Nech´ A je reálná £vercová matice lichého °ádu, pak charakteristický po-
lynom χA(λ) = det(λIn − A) je polynom lichého stupn¥ s reálnými koe�cienty.
Z v¥ty o polynomu lichého stupn¥ (v¥ta 1.8) plyne existence reálného ko°ene, který
je vlastním £íslem matice A. Odtud plyne tvrzení.

K d·kazu poslední v¥ty pot°ebujeme dokázat jednoduchý vztah, který nebudeme
uvád¥t ve v¥t¥. P°edpokládejme, ºe A je komplexní £tvercová matice °ádu n, pak
pro absolutní koe�cient α0 charakteristického polynomu χA(λ) platí

α0 = (−1) det(A) (2.1)

Ukaºme si, ºe vlastnost (2.1) doopravdy platí. Rozepi²eme si charakteristický poly-
nom χA(λ) jako

χA(λ) = αnλ
n + · · ·+ α1λ+ α0.

Pak platí, ºe χA(0) = α0 a tedy

α0 = χA(0) = det(0.In − A) = det(−A) = (−1) det(A).

Tím by byla ov¥°ena vlastnost (2.1). V¥tu, která nám ur£uje vztah mezi vlastními
£ísly a singulární maticí, kterou lze nalézt v [14, str. 338].

V¥ta 2.4 (O singulární matici a vlastním £ísle). Nech´ A je komplexní £tvercová
matice °ádu n, pak jsou následující dva výroky ekvivalentní

(i) A je singulární.

(ii) Vlastní £íslo matice A je 0.

D·kaz. (a)⇒ (b) Jestliºe A je singulární matice, pak z vlastnosti (2.1) pro absolutní
koe�cient α0 charakteristického polynomu χA(λ) platí

α0 = (−1) det(A) = 0.
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Potom rozepsáním a úpravami charakteristického polynomu platí

χA(λ) = αnλ
n + · · ·+ α2λ

2 + α1λ+ α0

χA(λ) = αnλ
n + · · ·+ α2λ

2 + α1λ

χA(λ) = λ(αnλ
n−1 + · · ·+ α2λ+ α1).

Odtud rozepsáním polynomu χA(λ) na ko°enové £initele plyne, ºe jedním z ko°en·
charakteristického polynomu χA(λ) je 0.

(b) ⇒ (a) Jestliºe vlastní £íslo matice A je 0, pak

0 = det(λIn − A) = det(0In − A) = det(−A) = (−1) det(A).

Odtud dostáváme, ºe det(A) = 0. Z v¥ty o charakterizaci singulárních matic (v¥ta
1.1) plyne, ºe A je singulární matice.

Tím bychom sekci o charakteristickém polynomu matice A uzav°eli. Ukázali jsme
si, ºe p°evedením EP na charakteristický polynom, odpovídají vlastní £ísla matice
A ko°en·m charakteristického polynomu. Nyní si ukáºeme £emu odpovídají vlastní
vektory matice A známe-li vlastní £íslo λ ∈ C.

2.2 Vlastní vektory

Zp·sob nalezení vlastních vektor· probíhá z po£átku obdobným zp·sobem, jako
nalezení vlastních £ísel. Op¥t p°edpokládejme, ºe A je komplexní £tvercová matice
°ádu n, λ ∈ C je její vlastní £íslo a x je vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu λ,
potom

Ax = λx

(λIn − A)x = 0.

Nyní je t°eba vy°e²it homogenní soustavu rovnic (λIn−A)x = 0 a najít v²echna její
nenulová °e²ení tj.

x ∈ Ker(λIn − A) , x 6= 0

viz [14, str. 342]. K tomu je pot°eba znát vlastní £íslo λ ∈ C ke kterému se vlastní
vektor vztahuje, nebo´ p°íslu²né vlastní £íslo ovliv¬uje tvar homogenní soustavy
rovnic a tím ur£uje mnoºinu vlastních vektor· p°íslu²né k danému vlastnímu £íslu
λ ∈ C. Dále je t°eba si uv¥domit, ºe triviální °e²ení rovnice x = 0 není vlastním
vektorem matice A p°íslu²né k λ, protoºe nespl¬uje de�nici vlastního vektoru (x 6=
0).

Jelikoº je charakteristická matice (A−λIn) singulární, coº jsme si jiº odvodili v p°ed-
chozí sekci o charakteristickém polynomu (sekce 2.1), pak z charakterizace singulár-
ních matic (v¥ta 1.1, (iii)) víme, ºe n¥jaké nenulové °e²ení mít musí. Nyní tento
výsledek zapí²eme pomocí charakteriza£ní v¥ty. D·kaz jsme prakticky provedli od
po£átku sekce 2.2.
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V¥ta 2.5 (Charakterizace vlastnich vektor·). Nech´ A je komplexní £tvercová ma-
tice a λ ∈ C je její vlastní £íslo, pak jsou následující výroky ekvivalentní

(i) x ∈ Cn , x 6= 0 je vlastní vektor matice A p°íslu²ný k vlastnímu £íslu λ.

(ii) x ∈ Cn je nenulovým °e²ením homogenní rovnice (λIn − A)x = 0.

(iii) x ∈ Ker(λIn − A) , x 6= 0.

Protoºe je matice (λIn−A) singulární, pak je ke kaºdému vlastnímu £íslu nekone£n¥
mnoho vlastních vektor·, nebo´ soustava

(λIn − A)x = 0

má nekone£n¥ mnoho °e²ení, z £ehoº mimo jiné vyplývá následují v¥ta.

V¥ta 2.6 (O vlastních vektorech). Nech´ A je komplexní £tvercová matice,α, β ∈ C,
λ ∈ C je vlastní £íslo matice A a x1, x2 ∈ Cn jsou vlastní vektory matice A p°íslu²né
k vlastnímu £íslu λ, pak

(a) je-li α 6= 0, pak (αx1), (αx2) jsou vlastní vektory matice A p°íslu²né k λ,

(b) je-li α, β 6= 0, pak (αx1 + βx2) jsou vlastní vektory matice A p°íslu²né k λ.

D·kaz. (a) A(αx1) = αAx1 = αλx1 = λ(αx1), Vektor (αx2) dokáºeme analogicky.

(b) A(αx1 + βx2) = A(αx1) + A(βx2) = λ(αx1) + λ(βx2) = λ(αx1 + βx2) V druhé
rovnosti jsme vyuºili (a).

Práv¥ proto, ºe je k jednomu vlastnímu £íslu matice A existuje nekone£n¥ mnoho
vlastních vektor·, pak vlastní vektory vyjad°ujeme, bu¤ mnoºinou vlastních vek-
tor·, kterou si ozna£íme stejn¥ jako v [14, str. 342],

Mλ = {x ∈ Cn; (λIn − A)x = 0},

nebo pomocí nejv¥t²í moºné lineárn¥ nezávislé posloupnosti vlastních vektor· {x`}k`=1.

2.3 Pr·vodní matice

Motivace pr·vodní matice m·ºe být následující. Máme-li monický polynom π(λ)
°ádu n, pak v n¥kterých p°ípadech pot°ebujeme k tomuto polynomu π(λ) nalézt
komplexní £tvercovou matici °ádu n takovou, ºe π(λ) je její charakteristický poly-
nom. V této sekci si ukáºeme, ºe kaºdý monický polynom °ádu n je charakteristic-
kým polynomem n¥jaké komplexní £tvercové matice a jak takovou matici m·ºeme
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zkonstruovat. Taková matice rozhodn¥ není jednozna£n¥ ur£ená, protoºe z v¥ty o
vlastních £íslech transponované matice, plyne, ºe A a AT mají stejná vlastní £ísla a
tudíº i stejný charakteristický polynom. Jednu z takových matic nazýváme pr·vodní
a v této práci jí stejn¥ jako v literatu°e [5, str. 29] budeme de�novat takto.

De�nice (Pr·vodní matice). Nech´ π(λ) = λn+αn−1λ
n−1 +αn−2λ

n−2 + · · ·+α0 je
monický polynom °ádu n. Pr·vodní maticí Pπ polynomu π(λ) rozumíme matici

P = Pπ =



0 0 0 . . . 0 −α0

1 0 0 . . . 0 −α1

0 1 0 . . . 0 −α2
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . 0 −αn−2
0 0 0 . . . 1 −αn−1


.

Nyní si povíme n¥co o charakteristickém polynomu pr·vodní matice a jeho vztahu
s polynomem, který ur£uje pr·vodní matici [5, str. 29].

V¥ta 2.7 (O charakteristickém polynomu pr·vodní matice). Nech´ π(λ) je monický
polynom °ádu n a P (π) je jeho pr·vodní matice. Pak platí

π(λ) = χPπ(λ).

D·kaz. Rozvojem determinatu podle posledního sloupce dostáváme

χPπ = det(λIn − P ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0 . . . 0 α0

−1 λ 0 . . . 0 α1

0 −1 λ . . . 0 α2
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . λ αn−2
0 0 0 . . . −1 αn−1 + λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)n+1α0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 λ 0 . . . 0
0 −1 λ . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ
0 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n+2α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0 . . . 0
0 −1 λ . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ
0 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+(−1)n+3αn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0 . . . 0
−1 λ 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ
0 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ...+ (−1)2n(αn−1 + λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0 . . . 0
−1 λ 0 . . . 0
0 −1 λ . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Poté nalezneme blokové d¥lení takové, ºe matice subdeterminant· bude mít násle-
dující strukturu ∣∣∣∣U 0

0 L

∣∣∣∣ ,
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kde U je horní trojúhelníkový a L dolní trojúhelníkový maticový blok. Podle v¥ty o
determinantu horní (resp. dolní) trojúhelníkové matice a determinantu horní blokové
matice platí, ºe

χPπ = det(λIn − P ) = α0(−1)2n + α1λ(−1)2n + ...+ λn−1(αn−1 + λ) =

= α0 + α1λ+ ...+ αn−1λ
n−1 + λn.

Odtud plyne tvrzení.

Z této v¥ty vyplývá, ºe pro kaºdý monický polynom π(λ) °ádu n, lze nalézt komplexní
£tvercovou matici A °ádu n takovou, ºe χA(λ) je její charakteristický polynom.
K polynomu π(λ) totiº nalezneme jeho pr·vodní matici, která tuto vlastnost spl¬uje.

V¥ta 2.8 (O matici a pr·vodní matice). Nech´ A je komplexní £tvercová matice a
PχA je pr·vodní matice charakteristického polynomu χA(λ). Pak matice A a P mají
stejná vlastní £ísla.

D·kaz. z v¥ty 2.7 plyne, ºe
χA(λ) = χPχA (λ)

Odtud z v¥ty o charakterizaci vlastních £ísel (v¥ta 2.1) plyne tvrzení.

V sekci charakteristický polynom (sekce 2.1) jsme si ukázali, ºe komplexní £tvercová
matice A °ádu n má stejná vlastní £ísla jako matice AT . Nyní jsme si podle v¥ty
(v¥ta 2.8) ukázali, ºe existuje minimáln¥ dal²í matice se shodnými vlastními £ísly.
Díky tvrzením z této sekce m·ºeme u£init následující záv¥ry. Známe-li komplexní
£tvercovou matici, pak známe její charakteristický polynom (v¥ta 2.1). K libovol-
nému monickému polynomu π(λ), lze nalézt komplexní £tvercovou matici takovou,
ºe π(λ) bude jejím charakteristickým polynomem (v¥ta 2.7), nicmén¥ je charakte-
ristickým polynomem i mnoha dal²ích matic (v¥ta 2.2,2.8). Z t¥chto d·vod· plyne,
ºe známe-li pouze charakteristický polynom neznámé £tvercové matice a nelze tak
k charakteristickému polynomu jednozna£n¥ ur£it matici.

2.4 Algebraická a geometrická násobnost

Algebraická násobnost souvisí s po£tem stejných vlastních £ísel, zatímco geometrická
násobnost s po£tem lineárn¥ nezávislých vlastních vektor· jednoho daného vlastního
£ísla. De�nujme si jí následovným zp·sobem.

De�nice (Algebraická a geometrická násobnost). Nech´ A je matice n × n a λ je
její vlastní £íslo.

Algebraickou násobností vlastního £ísla λ rozumíme jeho násobnost jakoºto
ko°ene charakteristického polynomu matice A.
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Geometrickou násobností vlastního £ísla λ rozumíme dimenzi vektorového pro-
storu generovaného vlastními vektory £ísla λ

Algebraickou násobnost zna£íme alg(λ) a geometrickou násobnost geo(λ).

2.4.1 Podobnost

K tomu, abychom se mohli bavit o Schurov¥ rozkladu (nebo v dal²í sekci o spek-
trálním nebo Jordanov¥ rozkladu), je nutné si de�novat podobnost dvou matic se
kterým v²echny rozklady p°ímo souvisí. Tím v této sekci za£neme. De�nici lze nalézt
téº nap°íklad v literatu°e [1, str. 235].

De�nice (Podobnost matic). Nech´ A,B jsou komplexní £tvercové matice °ádu n.
�ekneme, ºe matice A,B si jsou podobné, pokud existuje regulární matice X taková,
ºe

A = XBX−1.

Podobnost dvou matic, téº n¥kdy nazýváme podobností transformací. Nyní si polo-
ºíme otázku: Jsou-li si dv¥ matice podobné, jak moc �podobné� jsou jejich vlastní
£ísla? Na to nám odpoví následující v¥ta s literatury [14, str. 327].

V¥ta 2.9 (O podobnosti matic a charakteristickém polynomu). Nech´ A,B jsou
podobné matice, potom mají stejný charakteristický polynom.

D·kaz. Nech´ χA(λ) je charakteristický polynom matice A, pak

χA(λ) = det(λIn − A) = det(λIn −XBX−1) = det(X(λIn)X
−1 −XBX−1) =

= det(X(λIn −B)X−1) = det(X) det(λIn −B) det(X−1) = det(λIn −B) = χB(λ),

p°i£emº druhá rovnost je vyuºítí p°edpokladu podobnosti ∃X, det(X) 6= 0 : A =
XBX−1, pátá rovnost a p°edposlední rovnost plyne z v¥ty O sou£inu determinant·
(v¥ta 1.2).

2.4.2 Vztahy mezi násobnostmi

Algebraická a geometrická násobnost spolu mají ur£itý vztah, který vyjad°uje ná-
sledující v¥ta.

V¥ta 2.10 (Vztah algebraické a geometrické násobnosti). Nech´ A je komplexní
£tvercová matice °ádu n a λ je její vlastní £íslo, pak platí

alg(λ) ≥ geo(λ)
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D·kaz. Nech´ λ0 ∈ C je vlastní £íslo, k = geo(λ) a v1, . . . , vk ∈ C vzájemn¥ nezá-
vislou posloupnost vlastních vektor· p°íslu²né vlastnímu £íslu λ tj.

Avi = λ0vi, i ∈ {1, . . . , k}.

Zvolme libovolné vk+1, . . . , vn, tak aby (v1, . . . , vk, vk+1 . . . , vn) byla lineárn¥ nezá-
vislá posloupnost vektor· a ozna£me V = (v1, . . . , vk, vk+1 . . . , vn), pak

AV = (λ0v1, . . . , λ0vk, Avk+1 . . . , Avn).

Vynásobením rovnice V −1 zleva dostáváme

V −1AV = (λ0V
−1v1, . . . , λ0V

−1vk, V
−1Avk+1 . . . , V

−1Avn) =

= (λ0e1, . . . , λ0ek, V
−1Avk+1 . . . , V

−1Avn) =

=

(
λ0Ik F
0 G

)
.

Navíc z v¥ty o podobnosti matic a charakteristickém polynomu (v¥ta 2.9) platí, ºe
A a V −1AV mají stejná vlastní £ísla. Pak

χV −1AV (λ) = det(λIn − V −1AV ) =

∣∣∣∣(λ− λ0)Ik F
0 λIn−k −G

∣∣∣∣ ,
kde F ∈ Cn×n−ka G ∈ Cn−k×n−k. Pak z v¥ty o determinantu horní trojúhelníkové
matice (v¥ta 1.4) platí

= |(λ− λ0)Ik| · |λIn−k −G| = (λ− λ0)k · |λIn−k −G| .

Odtud plyne, ºe vlastních £ísel λ0 vzhledem k matici A je alespo¬ k.

Nyní si zodpovíme otázku kolik vlastních £ísel m·ºe mít komplexní £tvercová matice
°ádu n. Tvrzení pochází z literatury [14, str. 357].

V¥ta 2.11 (O vlastních £íslech a algebraické násobnosti). Kaºdá komplexní £tver-
cová matice A má práv¥ n vlastních £ísel v£etn¥ algebraických násobností.

D·kaz. Nech´ A je komplexní £tvercová matice °ádu n. Pak charakteristický poly-
nom χA(λ) = det(λIn −A) je komplexní polynom. Takový polynom má z d·sledku
Základní v¥ty algebry n ko°en·, které jsou vlastními £ísly matice A. Násobnost ko-
°en· se rovná algebraické násobnosti ko°en· vlastního £ísla. Odtud plyne tvrzení.

Z p°edchozí v¥ty bezprost°edn¥ plyne, ºe pro kaºdou komplexní £tvercovou matici
A °ádu n platí ∑

λ∈sp(A)

alg(λ) = n.

Tím bychom sekci o algebraické a geometrické násobnosti zakon£ili. V sekci o podob-
nosti a Jordanov¥ rozkladu (sekce 2.7) si pomocí vztahu algebraické a geometrické
násobnosti (v¥ta 2.10) charakterizujeme matice diagonalizovatelné a ty, které nejsou
diagonalizovatelné.
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2.5 Spektrum

V této sekci si de�nujeme spektrum matice viz [1, str. 219] a téº si povíme n¥co o
jeho vlastnostech, které budeme vyuºívat v následujících kapitolách.

De�nice (Spektrum matice). Nech´ A je komplexní £tverová matice °ádu n. Spek-
trem matice A rozumíme mnoºinu vlastních £ísel {λ1, . . . , λn} Spektrum matice A
budeme zna£it sp(A).

Máme-li tedy £tvercovou matici A °ádu n a spektrum sp(A) jakoºto mnoºinu sloºe-
nou sloºenou s vlastních £ísel matice A, pak z v¥ty 2.11 plyne, ºe

| sp(A)| ≤ n,

p°i£emº rovnost nastane práv¥ tehdy kdyº ∀i ∈ {1, . . . , n} : alg(λi) = 1, neboli
v²echny vlastní £ísla matice A budou r·zná. Následující v¥ta nám °ekn¥ o hodnotách,
které mohou vlastní £ísla nabývat.

V¥ta 2.12 (Vlastnost spektra). Nech´ A je komplexní £tvercová matice °ádu n, pak
sp(A) ⊂ C.

2.6 Schur·v rozklad

Prvním z maticových rozklad· související s vlastními £ísly a vektory klasického pro-
blému, o kterém se v této práci zmíníme, nazýváme Schurovým rozkladem. Jeho
význam je p°ede²ím d·leºitý pro numerickou matematiku, nebo´ nám dává zp·sob
nalezení úlohy vlastních £ísel, aniº by docházelo �k velikým nep°esnostem�, které do
výpo£tu p°íná²í vstupní data [5, str. 37]. Nicmén¥ ná² náhled na Schur·v rozklad
bude pouze v teoretické rovin¥.

D·sledkem p°edchozí v¥ty plyne ºe podobné matice mají stejná vlastní £ísla. Av²ak
obrácená implikace neplatí. Máme-li dv¥ komplexní £tvercové matice A a B, které
mají stejná vlastní £ísla, pak nelze rozhodnout, ºe matici A,B jsou podobné. Tvr-
zení podpo°íme protip°íkladem. P°edpokládejme, ºe kaºdé dv¥ komplexní £tvercové
matice, které mají stejná vlastní £ísla si jsou podobné. Pro kaºdou regulární matici
X °ádu n, plyne ºe XInX−1 = XX−1 = In, tj. jednotková matice je podobná pouze
sama sob¥. Charakteristický polynom jednotkové matice I2 je

χI2(λ) = λ2 + 2λ+ 1

a tedy λ = 1, alg(λ) = 2. Pr·vodní matice P polynomu χI2(λ) má z v¥ty (2.8) stejná
vlastní £ísla v£etn¥ násobností jako matice I2, nicmén¥ I2 a P si nejsou podobné,
protoºe jednotková matice je podobná pouze sama sob¥. To je spor.

(i) Matice A,B jsou podobné.
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(ii) Matice A,B mají stejný charakteristický polynom.

(iii) Matice A,B mají stejná vlastní £ísla.

Pak pro následující výroky platí následující vztah

(i) :⇒ (ii)⇔ (iii).

Nyní jiº m·ºeme p°ijít k Schurov¥ v¥ta, která je nosným kamenem Schurova roz-
kladu. Tvrzení a d·kaz pochází z [5, str. 37�38].

V¥ta 2.13 (Schurova). Nech´ A je komplexní £tvercová matice °ádu n. Pak existuje
unitární matice Q °ádu n a horní trojúhelníková matice U °ádu n s vlastními £ísly
matice A na hlavní diagonále taková, ºe

A = QUQ∗.

Navíc je první sloupec q1 matice Q vlastním vektorem matice A p°íslu²né k vlastnímu
£íslu λ1.

D·kaz. V d·kazu v¥ty dokáºeme, ºe U = Q∗AQ je horní trojúhelníková matice
s uvedenými vlastnostmi. D·kaz provedeme indukcí podle °ádu n. Pro °ád 1 tvrzení
z°ejm¥ platí. Nech´ platí i pro °ád n − 1. Ukaºme, ºe platí i pro n. Nech´ A je
£tvercová matice °ádu n.

Ozna£me χA(λ) = det(Iλ − A). χA(λ) je komplexní polynom, tedy podle základní
v¥ty Algebry (v¥ta 1.6) existuje, alespo¬ jeden ko°en λ1 ∈ C. Podle v¥ty o charak-
terizaci vlastního £ísla (v¥ta 2.1) je ko°en λ1 polynomu χA(λ) roven vlastnímu £íslu
matice A.

Ozna£me qλ1 vlastní vektor p°íslu²ný k vlastnímu £íslu λ1. Ozna£me q1 =
qλ1
‖qλ1‖

.
Potom q1 je také vlastní vektor matice A p°íslu²ný k λ1 a platí Aq1 = λ1q1. Nalez-
neme vektory q2, . . . , qn takové, ºe Qn = (q1, . . . , qn) je unitární matice. Ozna£me
Q2 = (q2, . . . , qn). Potom

Q∗nAQn = Q∗nA(q1, Q2) = Q∗n(Aq1, AQ2) = Q∗n(λq1, AQ2) =

(
q∗1
Q∗2

)
(λq1, AQ2) =

=

(
q∗1λq1 q∗1AQ2

Q∗2λq1 Q∗2AQ2

)
=

(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 Q∗2AQ2

)
.

Ozna£me An−1 = Q∗2AQ2 ∈ C(n−1)×(n−1). Pro °ád n − 1 Shurova v¥ta platí podle
induk£ního p°edpokladu, odtud plyne, ºe existuje unitární matieQn−1 ∈ C(n−1)×(n−1)

a horní trojúhelníková matice Un−1 ∈ C(n−1)×(n−1) takové, ºe

An−1 = Qn−1Un−1Q
∗
n−1,

pak platí

Q∗nAQn =

(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 An−1

)
=

(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 Qn−1Un−1Q
∗
n−1

)
=
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=

(
1 0
0 Qn−1

)(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 Un−1

)(
1 0
0 Q∗n−1

)
.

Matice (
1 0
0 Q∗n−1

)
je unitární. Nyní dostáváme vztah

Q∗nAQn =

(
1 0
0 Qn−1

)(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 Un−1

)(
1 0
0 Q∗n−1

)
.

Upravme

A = Qn

(
1 0
0 Qn−1

)(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 Un−1

)(
1 0
0 Q∗n−1

)
Q∗n.

Ozna£íme-li

Q = Qn

(
1 0
0 Qn−1

)
, U =

(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 Un−1

)
,

pak z vlastností inverzních matic platí

A = Qn

(
1 0
0 Qn−1

)(
λq∗1q1 q∗1AQ2

λQ∗2q1 Un−1

)(
1 0
0 Q∗n−1

)
Q∗n = QUQ−1 = QUQ−1.

T°etí rovnost plyne z toho, ºe Q je unitární matice, nebo´ z v¥ty o vlastnostech
unitárních matic (v¥ta1.5) plyne, ºe sou£in unitárních matic je unitární matice.
Nyní je t°eba ukázat, ºe U je horní trojúhelníková matice, coº nastane práv¥ tehdy,
kdyº dokaºeme, ºe λq∗1q1 = λ a λQ∗2q1 = 0. Jelikoº QN = (q1, . . . , qn) je unitární
matice, pak skalární sou£in

q∗i qj =

{
1 pokud i = j,
0 pokud i 6= j.

Odtud
λq∗1q1 = λ.1 = λ

a

λQ∗2q1 = λ(q2, . . . , qn)
∗q1 = λ

q
∗
2q1
...

q∗nq1

 = 0.

z toho plyne, ºe U je horní trojúhelníková a tímto je d·kaz dokon£en.

Vlastní £ísla mohou být uspo°ádány podle velikosti nebo zcela náhodn¥, v¥ta to
nikterak nezakazuje. Nyní si m·ºeme zade�novat Shur·v rozklad [5, str. 38].

De�nice (Shur·v rozklad). �ekneme, ºe Shur·v rozklad matice A je rozklad

A = QUQ∗

z p°edchozí v¥ty.
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Na za£átku sekce jsme si °ekli, ºe Schur·v rozklad n¥jakým zp·sobem souvisí s po-
dobností matic. Opravdu tomu tak je, nebo´ komplexní £tvercová matice A je po-
dobná horní trojúhelníkové matici U . Ze vztahu QQ ∗= In a de�nice inverzní matice
totiº okamºit¥ plyne, ºe Q∗ = Q−1 a tedy

A = QUQ∗ = QUQ−1.

Schur·v rozklad je tedy speciálním p°ípadem podobnostní transformace. Formulovat
Schurovu v¥tu lze tedy i následovn¥: Ke kaºdé komplexní £tvercové matici A lze
nalézt unitární matici Q takovou, ºe A je podobná horní trojúhelníkové matici H
s vlastními £ísly na hlavní diagonále.

Nyní si poloºíme dal²í otázku. Protoºe jsou vlastní £ísla na hlavní diagonále, pro
jaký druh matic A bude matice U = diag(λ1, . . . , λn)? Na otázku ihned odpovíme.
Tento druh matic nazýváme normální matice a de�nujeme je takto.

De�nice (Normální matice). Komplexní £tvercovou matici A nazveme normální,
pokud

AA∗ = A∗A.

Nyní si dokáºeme, ºe kaºdá normální matice A je podobná diagonální matici D
s vlastními £ísly na diagonále v kontextu Schurova rozkladu.

V¥ta 2.14 (Shurova pro normální matice). Nech´ A je normální matice °ádu n. Pak
existuje unitární matice Q °ádu n a diagonální matice D = diag(λ1, . . . , λn) °ádu n
s vlastními £ísly na hlavní diagonále taková, ºe

A = QUQ∗.

Navíc je sloupec qi matice Q vlastním vektorem matice A p°íslu²né k vlastnímu £íslu
λi.

D·kaz. D·kaz bude veden vesm¥s stejným zp·sobem, jako d·kaz obecné Shurovy
v¥ty. V d·kazu v¥ty dokáºeme, ºe D = Q∗AQ je diagonální matice s uvedenými
vlastnostmi. D·kaz provedeme indukcí podle °ádu n. Pro °ád 1 tvrzení z°ejm¥ platí.
Nech´ platí i pro °ád n−1. Ukaºme, ºe platí i pro n. Nech´ A je £tvercová matice °ádu
n. Pak pole Shurovy v¥ty existuje horní trojúhelníková matice U ∈ Cn×n s vlastními
£ísly na hlavní diagonále a unitární matice Qn = (q1, . . . , qn) taková, ºe

A = QnUQ
∗
n.

Rozepi²me si horní trojúhelníkovou matici U do blokové matice

U =

(
λ1 r
0 U2

)
, U2 ∈ C(n−1)×(n−1), r ∈ C1×(n−1), 0 ∈ C(n−1)×1,

pak q1 je vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu λ1. Podle induk£ního p°edpokladu
lze pro maticiH1 ∈ Cn−1×n−1 nalézt Shur·v rozklad pro normální matice, tj. existuje
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unitární matice Qn−1 = (u1, . . . , un−1) ∈ Cn−1×n−1 a diagonální matice Dn−1 ∈
Cn−1×n−1 taková, ºe H1 = Q∗n−1Dn−1Qn−1. Potom

A = QnUQ
∗
n = Qn

(
λ1 n
0 Q∗n−1Dn−1Qn−1

)
Q∗n =

= Qn

(
1 0
0 Q∗n−1

)(
λ1 r
0 Dn−1

)(
1 0
0 Qn−1

)
Q∗n.

Pov²imn¥me si, ºe (
1 0
0 Q∗n−1

)
je z de�nice unitární matice. Ozna£me

D =

(
λ1 r
0 Dn−1

)
, Q = Qn

(
1 0
0 Q∗n−1

)
.

Pak, z v¥ty o vlastnostech inverzních matic plyne, ºe

A = Qn

(
1 0
0 Q∗n−1

)(
λ1 r
0 Dn−1

)(
1 0
0 Qn−1

)
Q∗n = QDQ−1 = QDQ∗.

T°etí rovnost plyne z toho, ºe Q je unitární matice, nebo´ z v¥ty o vlastnostech
unitárních matic (v¥ta 1.5) plyne, ºe sou£in unitárních matic je unitární matice.

Matice D je zajisté horní trojúhelníková. Navíc z její de�nice plyne, ºe D je dia-
gonální práv¥ tehdy, kdyº rT = 0. Nyní je tedy t°eba ukázat, ºe r = 0. Nejprve
dokaºme, ºe D je normální.

DD∗ = Q∗AQ(Q∗AQ)∗ = Q∗AQQ∗A∗Q = Q∗AInA
∗Q = Q∗AA∗Q

D∗D = Q∗AQ(Q∗AQ)∗ = Q∗AQQ∗A∗Q = Q∗AInA
∗Q = Q∗A∗AQ.

Jelikoº A je normální matice, pak Q∗A∗AQ = Q∗AA∗Q a tedy DD∗ = D∗D. Potom

DD∗ = D∗D(
λ1 r
0 Qn−1

)(
λ1 r
0 Qn−1

)∗
=

(
λ1 r
0 Qn−1

)∗(
λ1 r
0 Qn−1

)
(
λ1 r
0 Qn−1

)(
λ1 0
r∗ Q∗n−1

)
=

(
λ1 0
r∗ Q∗n−1

)(
λ1 r
0 Qn−1

)
.

Nyní spo£teme blok v prvním °ádku a druhém sloupci tj.

λλ+ rr∗ = λλ

‖λ‖+ ‖rT‖ = ‖λ‖
‖rT‖ = 0.

Odtud z de�nice normy plyne, ºe rT = 0 a tedy D je diagonální matice.

Tím bychom uzav°eli sekci o Schurov¥ rozkladu a pokra£ovali sekcí o dal²ích rozkla-
dech souvisejících s klasickou úlohou vlastních £ísel.
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2.7 Jordan·v rozklad

Jordan·v kánonický rozklad je jiný druhem rozkladu komplexní £tvercové matice A
pomocí vlastních £ísel, který jak jiº bylo °e£eno vychází s podobnosti dvou matic
stejn¥ jako Schur·v rozklad. Oproti Shurovu rozkladu A = QUQ∗ = QUQ−1, ubí-
ráme p°edpoklad unitarity matice Q a naopak vyºadujeme,aby U byla diagonální.
tj. pro kaºdou matici A chceme nalézt X a D diagonální takovou, ºe A = XDX−1.

Takový rozklad bohuºel nelze nalézt pro v²echny komplexní matice, coº si pozd¥ji
uvedeme ve v¥t¥ 2.16. Proto bude pot°eba oslabit p°edpoklad, ºe D je diagonální
matice, a nahradit jej o �n¥co obecn¥j²í� maticí.

2.7.1 Diagonalizovatelnost a spektrální rozklad

V prvé °ad¥ si pojmenujeme mnoºinu komplexních £tvercových matic A, pro které
lze nalézt rozklad

A = XDX−1

a to následující de�nicí.

De�nice (diagonalizovatelné matice). Komplexní £tvercovou matici A nazveme di-
agonalizovatelnou pokud je podobná diagonální matici

Tento zápis je v n¥které literatur¥ pojmenován jako spektrální rozklad. P°íkladem
diagonalizovatelných matic jsou zajisté normální matice (v¥ta 2.14). Tato v¥ta navíc
°íkala, ºe matice, která je ve v¥t¥ 2.14 ozna£ena Q je sloºená z vlastních jednotkových
vektor· matice A. Toto ale platí obecn¥ u kaºdé diagonalizovatelné matice, jak °íká
následující v¥ta, viz napr [5].

V¥ta 2.15 (V¥ta o spektrálním rozkladu). Nech´ A je diagonalizovatelná matice
a X = (x1, . . . , xn) a D = diag(λ1, . . . , λn) takové, ºe A = XDX−1, pak xi, i ∈
{1, . . . , n} je vlastní vektor matice A p°íslu²ný vlastnímu £íslu λi.

Na po°adí vlastních £ísel v p°edchozí v¥t¥ nezáleºí. Nyní p°ejdeme k charakterizaci
diagonalizovatelných matic. Zde je t°eba si p°ipomenout, co je algebraická a geome-
trická násobnost vlastního £ísla a jaký mají mezi sebou vzájemný vztah. Spektrální
v¥ta totiº poºaduje, aby byl �stejný po£et� vlastních £ísel a vektor·. D·kaz násle-
dující v¥ty lze nalézt v [14, str. 338].

V¥ta 2.16 (Charakterizace diagonalizovatlných matic). Nech´ A je komplexní £tver-
cová matice °ádu n, pak jsou následující výroky ekvivalentní

1. Matice A je diagonalizovatelná.

2. Algebraická násobnost je rovna geometrické násobnosti pro kaºdé vlastní £íslo
λ matice A.
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Pokud algebraická násobnost není rovna geometrické násobnosti pro kaºdé vlastní
£íslo matice A, pak daná matice není diagonalizovatelná a tudíº neexistuje X a D
diagonální takové, ºe A = XDX−1. V takovém p°ípad¥ je t°eba oslabit p°edpoklad
diagonalizovatelné matice a p°ejít k obecn¥j²í matici. Z v¥ty o vztahu algebraické a
geometrické násobnosti (v¥ta 2.10) navíc víme, ºe alg(λ) ≥ geo(λ).

2.7.2 Jordanova v¥ta

Jelikoº v²echny matice nejsou diagonalizovatelné. Pot°ebujeme najít t°ídu takových
matic, aby jim libovolná komplexní £tvercová matice byla podobná. Takové matice
se jmenují Jordanovy matice, tyto matice se skládají s nulových blok· a jordanových
bu¬ek, které si nyní de�nujeme [14, str. 350].

De�nice (Jordanova bu¬ka). Nech´ λ ∈ C Jordanovou bu¬kou °ádu k rozumíme
komplexní £tvercovou matici Jλ,k °ádu k, to jest

Jλ,k =



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ


∈ Cn×n.

V n¥kterých literaturách [5, str. 26] je Jordanova bu¬ka nazývána téº Jordan·v blok.
V triviálním p°ípad¥, kdy k = 1 rozumíme Jordanovou bu¬kou Jλ,1 = (λ). Jordanova
bu¬ka je svojí strukturou velmi podobná diagonální matici. Pokud blokovou matici
vyplníme Jordanovými bu¬kami získáme následující matici [1, str. 241].

De�nice (Jordan·v tvar). �ekneme, ºe matice J je v Jordanov¥ tvaru, pokud

(a) J je £tvercová komplexní matice.

(b) J je blokov¥ diagonální a zárove¬ kaºdý diagonální blok je Jordanova bu¬ka.

to jest J = diag(Jλ1,k1 , . . . , Jλm,km) názorn¥ji

J =


Jλ1,k1 0 . . . 0
0 Jλ2,k2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . Jλm,km

 .

V n¥kterých literaturách je Jordan·v tvar nazýván Jordanova matice [3, str. 116].
Lze si pov²imnout,ºe dva libovoln¥ vybrané Jordanovy bloky mohou obsahovat r·zné
komplexní £íslo λ a zárove¬ nemusí nabývat stejných °ád· [14, str. 351]. Nyní, jiº
jsme schopni pro kaºdou matici nalézt matici takovou, aby se co nejvíce podobala
diagonální matici. D·kaz lze nalézt v [14, str. 360].
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V¥ta 2.17 (Jordanova). Kaºdá komplexní £tvercová matice A je podobná matici J
v Jordanov¥ tvaru tj. existuje matice X taková, ºe

A = XJX−1.

V rámci Jordanovy matice nezáleºí v jakém po°ádí jsou Jordanovy bu¬ky se°azeny.
Jordanovým rozkladem rozumíme rozklad

A = XJX−1

z p°edchozí v¥ty a lze jej vyuºít p°i hledání °e²ení soustav homogeních lineárních
diferenciálních rovnic s konstaními koe�cienty viz [1, str. 282].

2.8 Shrnutí

V této sekci si shrneme poznatky z této kapitoly. Zavedli jsme si vlastní £ísla λ ∈ C
a vlastní vektory x ∈ Cn, x 6= 0 komplexní matice A spl¬ující vztah

Ax = λx.

Vlastní £ísla jsou taková, která jsou ko°eny charakteristického polynomu

χA(λ) = det(λIn − A)

a vlastní vektory x ∈ Cn p°íslu²né k vlastnímu £íslu λ rozumíme °e²ení homegenní
rovnice

(λIn − A)x = 0, x 6= 0.

Zavedli jsme si algebraickou a geometrickou násobnost, kde algebraická násobnost
vlastního £ísla je násobnost jakoºto ko°ene charakteristického polynomu. Geomet-
rickou násobností vlastního £ísla rozumíme dimenzi vlastního prostoru

{x ∈ Cn \ {0} ; (Inλ− A)x = 0, λ ∈ sp(A)},

které jsou lineárn¥ nezávislé. Úloha vlastních £ísel je tedy p°evedena na úlohu na-
lezení ko°en· komplexního polynomu. Z d·sledku Základní v¥ty algebry (v¥ta 1.6)
má polynom práv¥ n komplexních ko°en· v£etn¥ násobností a tedy i n vlastních
£ísel, které se ztotoº¬ují s ko°eny charakteristického polynomu. Nicmén¥ pokud je
£tvercová matice A °ádu 5 a více, pak její charakteristický polynom má stupe¬ v¥t²í
nebo rovno 5 a podle Abelovy-Galoisovy v¥ty (v¥ta 1.7) neexistuje vzorec s kone£n¥
mnoha operacemi pro nalezení ko°en· stupn¥ v¥t²ích neº 5, a tudíº pro matice °ádu
5 a vý²e lze hledat vlastní £ísla pouze numericky [11, str. 43].

Následn¥ jsme si pro²li t°i maticové rozklady související s vlastními £ísly, které jsme
shrnuli v obrázku 2.1. Poznamenejme, ºe
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A = XDX−1

A = QUQ−1

A = QDQ−1

A = XJX−1

Obrázek 2.1: Vlastní £ísla vyjevující rozklady dostupné pro r·zné (£tvercové) kom-
plexní matice v závislosti na jejích vlastnostech. Od normálních aº po obecné matice.

• Pro normální matice je Jordan·v rozklad, Shur·v rozklad i Spektrální rozklad
totoºný (tj. Rozkladem normální matice podle Jordanovy nebo Spektrální v¥ty
dostaneme stejný rozklad jako podle Shurovy v¥ty pro normální matice).

• Pro nenormální matice není Shur·v rozklad a Jordan·v (resp. Spektrální)
rozklad totoºný.

• Pro diagonalizovatelné matice, lze ztotoºnit Spektrální a Jordan·v rozklad.

• Pro libovolnou komplexní £tvercovou matici existuje Shur·v a Jordan·v roz-
klad.

• Pro nediagonalizovatelné matice neexistuje Spektrální rozklad.

Nyní pokro£íme na kapitolu, ve které si klasický problém vlastních £ísel zobecníme.
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3 GEP: Zobecn¥ný problém vlastních £í-
sel

Nyní p°ejdeme k prvnímu z moºných zobecn¥ní problému vlastních £ísel a to p°idá-
ním kompexní £tvercové matice B na pravou stranu rovnice. Vlastní £ísla a vlastní
vektory se ve zobecn¥ném p°ípad¥ nevztahují k jedné matici nýbrº k uspo°ádané
dvojici matic (A,B). Tento problém budeme nazývat zobecn¥ný problém vlastních
£ísel. Je dobré poznamenat, ºe v¥t²ina literatury zabývájící se tématem vlastních
£ísel, a´ uº klasického, zobecn¥ného, se zam¥°uje na numerické zp·soby nalezení
vlastních £ísel. Je dobré upozornit, ºe se nejedná o jediné moºné zobecn¥ní viz kapi-
toly 4 a 5. Práv¥ v tomto kontextu by bylo výstiºn¥j²í tuto úlohu nazývat zobecn¥ný
problém jako obecný lineární problém vlastních £ísel, nicmén¥ tak £init nebudeme.
Nyní si de�nujeme zobecn¥ná vlastní £ísla a zobecn¥né vlastní vektory. De�nice
pochází z literatury [12].

De�nice (Zobecn¥ná úloha vlastních £ísel (GEP)). Nech´ A,B jsou pevn¥ dané
komplexní £tvercové matice stejného °ádu, pak úlohu

Ax = λBx , x 6= 0

budeme nazývat zobecn¥nou úlohou vlastních £ísel. Skalár λ nazýváme vlastní £íslo
nenulový vektor x nazveme vlastní vektor.

Tato vlastní £ísla nazýváme vlastními £ísly GEP z d·vodu terminologického odli²ení
GEP od EP. Vlastní £ísla a vektory GEP se totiº nevztahují k jedné komplexní
£tvercové matici, ale k uspo°ádané dvojici matic. Je dobré si uv¥domit, ºe uspo°ádaní
dvojice hraje roli. Záleºí zde totiº na po°adí matic, nebo´ úlohy Ax = λBx a Bx =
λAx nejsou v obecném p°ípad¥ shodné.

3.1 Klasi�kace

Zobecn¥ný problém vlastních £ísel, lze rozd¥lit na n¥kolik p°ípad·, z nichº n¥které
p°ípady lze p°evést na klasický problém vlastních £ísel. V²echny tyto p°ípady si
uvedeme v tabulce 3.1.

V tabulce si lze pov²imnout, ºe EP je jedním ze speciálních p°ípad· GEP a to
v p°ípad¥, kdy B = I Jelikoº jsme EP rozebýrali v kapitole 2, tak se nyní jiº
budeme zabývat p°ípadem 2.
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Tabulka 3.1: Jednotlivé varianty zobecn¥ného problému vlastních £ísel.

# Typy zobecn¥ného porblému vlastních £ísel A ∈ Cn×n B ∈ Cn×n

1. Klasický problém (EP) libovolná jednotková
2. Obrácený problém jednotková libovolná
3. Regulární zobecn¥ný problém regulární regulární
4. Polosingulární zobecn¥ný problém singulární regulární
5. Obrácený polosingu1ární zobecn¥ný problém regulární singulární
6. Singulární zobecn¥ný problém singulární singulární

3.2 Obrácený klasický problém

V této kapitole si odvodíme moºný postup, jak p°evést obrácený klasický problém
GEP na EP. Nyní p°edpokládejme GEP takový, ºe

Ax = λBx, A ∈ In, B ∈ Cn×n.

Tuto rovnici lze zapsat i ve tvaru

x = λBx. (3.1)

Nyní úpravami a substitucí p°evedeme výraz 3.1 na klasický problém vlastních £ísel

x = λBx

λ−1x = Bx.

Ozna£me σ = λ−1 potom
σx = Bx

a pro úplnou úpravu oto£íme strany

Bx = σx. (3.2)

Rovnice 3.2 je EP s vlastními £ísly σ. Vlastní £ísla GEP jsou £ísla σ−1.

3.3 Regulární zobecn¥ný problém

Jako v p°ípad¥ obráceného problému, lze i regulární zobecn¥ný problém GEP p°evést
na EP. P°edpokládejme GEP takový, ºe

Ax = λBx , det(A) = det(B) 6= 0. (3.3)

Úpravami a substitucí p°evedeme výraz 3.3 na klasický problém vlastních £ísel. Na-
rozdíl od obraceného klasického problému nebudeme substituovat skalár, ale matici.

TECHNICKÁ UNIVERZITA V LIBERCI Studentská 1402/2 461 17 Liberec 1 Fakulta p°írodov¥dn¥-humanitní a pedagogická

Univerzitní nám¥stí 1410/1 461 17 Liberec 1 tel.: +420 485 352 515 jmeno.prijmeni@tul.cz www.fp.tul.cz I�: 467 47 885 DI�: CZ 467 47 885
43



V prvním kroku vynásobíme rovnici maticí B−1 zleva.

Ax = λBx

B−1Ax = B−1λBx

B−1Ax = λB−1Bx

B−1Ax = λInx

B−1Ax = λx.

Ozna£me C = B−1A, pak
Cx = λx.

Získaná rovnice je EP s regulární maticí C (sou£inem regulárních matic vznikne
regulární matice) s vlastními £ísly λ, která jsou vlastními £ísly QEP.

3.4 Polosingulární zobecn¥ný problém

Polosingulární problém nastává ve chvíli, kdy matice A je singulární a B je regulární
matice. Tento problém lze °e²it stejn¥ jakov p°ípad¥ regulárního zobecn¥ného pro-
blému (sekce 3.3), protoºe jsme v p°edpokladu nevyuºívali p°edpokladu regularity
A. P°edpokládejme GEP takový, ºe

Ax = λBx , det(A) = 0 6= det(B). (3.4)

Potom obdobn¥ jako sekci (sekce 3.3) dostáváme výraz

Cx = λx, C = B−1A.

Nalezneme vlastní £ísla λi, i ∈ {1, . . . , n} matice C = B−1A, coº jsou námi hledaná
vlastní £ísla QEP. Rozdíl oproti p°edchozímu regulárnímu problému je ten, ºe matice
C je singulární matice.

3.5 Obrácený polosingulární zobecn¥ný problém

P°edpokládejme GEP takový, ºe

Ax = λBx , det(A) 6= det(B) = 0. (3.5)

V takovém p°ípad¥ jiº nem·ºeme postupovat analogicky jako v p°ípad¥, kdy B byla
regulární matice, coº byl klí£ový p°edpoklad. V tomto problému je t°eba vyuºít
regularity matice A a násobit rovnici zleva. Tedy

Ax = λBx

A−1Ax = A−1(λB)x

Inx = λA−1Bx.
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Ozna£me F = A−1B, pak
Inx = λFx

coº je obrácený klasický problém (sekce 3.2). Vlastní £ísla QEP jsou tedy podle
sekce 3.2 £ísla λ−1i , i ∈ {1, . . . , n}.

3.6 Singulární zobecn¥ný problém

Úplný singulární GEPá ve chvíli, kdy A,B jsou singulární matice a nelze tedy vyuºít
ºádnou z p°edchozích moºností, jak p°ípad p°evést na EP jiné komplexní £tvercové
matice. P°edpokládáme GEP takový, ºe

Ax = λBx, det(A) = det(B) = 0.

Potom

Ax = λBx

Ax− λBx = 0

λBx− Ax = 0

(λB − A)x = 0.

Stejn¥ jako u EP je i nyní x 6= 0 a tudíº hledáme λ pro které by (λB − A) byla
singulární matice, coº podle charakterizace singulárních matic, hledáme

det(λB − A) = 0.

Stejn¥ jako v p°ípad¥ EP si i zde de�nujeme charakteristický polynom a charakte-
ristickou matici.

De�nice (charateristická matice, charakteristický polynom). Charakteristickou ma-
ticí GEP rozumíme matici

(λB − A).

Charakteristickým polynomem GEP rozumíme polynom

χA,B(λ) = det(λB − A).

Navíc je nalezení ko°en· charakteristického polynomu χA,B(λ) univerzálním °e²e-
ním GEP, nebo´ není pot°eba p°edpokládat ºádné vlastnosti matic A,B. P°edchozí
p°evedení na EP v²ak mohou uleh£it práci, nebo´ se s EP setkáváme, jiº v prvích
ro£nících vysoko²kolského studia Matematiky.
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3.7 Spektrum zobecn¥ného problému

V kapitole 2 jsme si de�novali spektrum komplexní £tvercové matice jako podmno-
ºinu komplexních £ísel obsahující v²echna vlastní £ísla. Obdobn¥ si zavedeme spek-
trum i pro GEP.

De�nice (Spektrum). Nech´ A,B je komplexní £tverová matice °ádu n. Spektrem
matic A,B rozumíme mnoºinu vlastních £ísel GEP {λ1, . . . , λn} Spektrum matic
A,B budeme zna£it sp(A,B).

V p°ípad¥ EP plyne ºe spektrum sp(A) = sp(A, I), kde A je komplexní £tvrcová
matice.

Z v¥ty 2.11 jsme se dozv¥d¥li, ºe kaºdá komplexní £tvercová matice A °ádu n má
n vlastních £ísel v£etn¥ násobností. Z toho d·vodu by nás zajímalo, zda pro kaºdý
pár komplexních £tvercových matic stejného °ádu n, existuje práv¥ n vlastních £ísel
v£etn¥ násobností ko°ene zobecn¥ného charakteristického polynomu.

Tento výrok bohuºel neplátí. Máme-li matici B =

(
1 0
0 0

)
a A = I2, oboje °ádu 2,

pak

χA,B = det(λB − A) = det

(
λ

(
1 0
0 0

)
− I2

)
= det

(
λ− 1 0
0 0 · λ− 1

)
= λ− 1.

Ko°en polynomu χA,B je λ1 = −1. Tedy dostáváme pouze jedno vlastní £íslo.

Je d·leºité poznamenat, ºe máme-li dv¥ komplexní £tvrcové matice A,B stejného
°ádu, pak sp(A,B) nemusí být obecn¥ podmnoºinou komplexních £ísel, ale

sp(A,B) ⊂ C ∪ {∞}

Nyní provedeme pozorování spektra GEP u v²ech p°ípad· uvedených vý²e. Základní
my²lenkou d·kazu bude p°evod GEP na EP ze sekce 3.2, 3.3, 3.4, 3.5. Poznamenejme,
ºe pro EP je spektrum podmnoºinou mnoºiny C.

V¥ta 3.1 (O zobecn¥ném spektru dvojice matic). O zobecn¥ném spektru dvojice
komplexních £vercových matic platí následující výroky.

(i) Spektrum obráceného klasického problému je podmnoºinou mnoºiny C∗ \ {0}.

(ii) Spektrum regulárního zobecn¥ného problému je podmnoºinou mnoºiny (C\{0}).

(iii) Spektrum polosingulárního zobecn¥ného problému je podmnoºinou mnoºiny C.

(iv) Spektrum obráceného polosingulárního zobecn¥ného problému je podmnoºinou
mnoºiny (C \ {0}) ∪ {∞}.
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D·kaz. (i) M¥jme dv¥ komplexní £tvrcové matice In, B stejného °ádu n. Z odvo-
zení obráceného klasického problému (3.2) dostáváme, ºe

λ−1x = Bx.

Ozna£me σ = λ−1. Prostým oto£ením stran rovnosti získáme vztah

Bx = σx,

kde σ jsou klasická vlastní £ísla. Z pozorování 2.12 víme, ºe pro spektrum
matice B platí sp(B) = {σ1, . . . , σk} ⊂ C. Pak ze vztahu σi = λ−1i plyne, ºe

(a) λi ∈ C \ {0}, jestliºe σi ∈ C \ {0}.
(b) λi ∈ {∞}, jestliºe σi ∈ {0}.

Odtud plyne výrok (i).

(ii) M¥jme dv¥ regulární komplexní £tvrcové matice A,B stejného °ádu n. Z od-
vození regulárního zobecn¥ného problému (sekce 3.2) dostáváme, ºe

B−1Ax = λx.

Ozna£íme-li C = B−1A, pak C je regulární matice. Úloha

Cx = λx

je klasický problém vlastních £ísel. Z negace v¥ty o singulární matici a vlastním
£ísle (v¥ta 2.4) plyne, ºe vlastní £ísla λ 6= 0. Odtud plyne výrok (ii).

(iii) Nech´ A,B jsou komplexní £tvercové matice °ádu n takové, ºe A je singulární
a B je regulární matice. Z odvození polosingulárního zobecn¥ného problému
(sekce 3.4) dostáváme vztah

B−1Ax = λx.

Ozna£íme-li C = B−1A, pak C je singulární matice. Úloha

Cx = λx

je klasický problém vlastních £ísel. Z v¥ty o singulární matici a vlastním £ísle
(v¥ta 2.4) plyne, ºe alespo¬ jedno vlastní £íslo λ = 0. Zbývající ko°eny charak-
teristického polynomu χC(λ) jiº mohou nabývat libovolných hodnot. Odtud
plyne výrok (iii).

(iv) M¥jme dv¥ komplexní £tvrcové matice A,B stejného °ádu n takové, ºe A je re-
gulární a B je singulární. Z odvození obráceného polosingulárního zobecn¥ného
problému (sekce 3.5) dostáváme vztah

x = λA−1Bx.
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Tabulka 3.2: Klasi�kace spektra zobecn¥ných problému

Typ problému Spektrum
Klasický problém Ax = xλ sp(A, I) ⊂ C
Obrácený problém x = Bxλ sp(I, B) ⊂ (C \ {0}) ∪ {∞}

Regulární z. problém sp(A,B) ⊂ (C \ {0})
Polosingulární z. problém sp(A,B) ⊂ C, 0 ∈ sp(A,B)

Obrácený polosingulární z. problém sp(A,B) ⊂ (C \ {0}) ∪ {∞},∞ ∈ sp(A,B)

Ozna£me D = A−1B, pak
x = λDx

coº je obrácený klasický problém vlastních £ísel (sekce 3.2). Odtud plyne, ºe
obrácený klasický problém má spektrum, které je podmnoºinou (C\{0})∪{∞}
Odtud plyne výrok (iv).

Nyní je pot°eba rozmyslet si, jak by mohlo vypadat spektrum singulárnách zo-
becn¥ného problému vlastních £ísel. M¥jme A,B singulární matice stejného °ádu.
Ozna£me si NA,B = kerA ∩ kerB. P°ipome¬me, ºe

x ∈ kerA⇔ Ax = 0.

EP m¥l jistá omezení pro vlastní vektory tj. vlastní vektor x 6= 0. Pokud by totiº
x = 0, pak

Ax = λx

A · 0 = λ · 0
0 = λ0,

a proto nelze o vlastním £ísle matice A nic °íci. Pokud by v GEP vlastní vektor
x ∈ NA,B tedy Ax = Bx = 0, pak dostáváme

Ax = λBx

0 = λ · 0

a téº nelze o vlastním vektoru nic °íci. Proto musíme p°edpokládat, ºe x /∈ NA,B.
Nyní mohou nastat t°i p°ípady a to následující:

(a) ker(A) ) ker(B)

(b) ker(A) ( ker(B)

(c) ker(A) \NA,B 6= ∅ ∧ ker(B) \NA,B 6= ∅
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Tabulka 3.3: Klasi�kace spektra singulárního zobecn¥ných problému
P°ípad Spektrum

ker(A) = ker(B) 0,∞ /∈ sp(A,B)
ker(A) ) ker(B) 0 ∈ sp(A,B), ∞ /∈ sp(A,B)
ker(A) ( ker(B) ∞ ∈ sp(A,B), 0 /∈ sp(A,B)

ker(A) \NA,B 6= ∅ ∧ ker(B) \NA,B 6= ∅ 0,∞ ∈ sp(A,B)

Pokud ker(A) ) ker(B), pak pro x ∈ (ker(A) ) ker(B)) platí

Ax = λBx

0 = λBx,

jelikoº Bx 6= 0 z de�nice mnoºiny ker(A) ) ker(B), pak λ = 0 a tedy

0 ∈ sp(A,B),

p°i£emº x je vlastním vektorem GEP. Pokud ker(A) ( ker(B) , pak pro x ∈ ker(A) (
ker(B) platí

Ax = λBx

Ax = λ0,

jelikoº Ax 6= 0 z de�nice mnoºiny ker(A) ( ker(B), pak λ =∞ a tedy

∞ ∈ sp(A,B),

p°i£emº x je vlastním vektorem GEP. V posledním p°ípad¥, pokud x ∈ ker(A) \
NA,B 6= ∅ stejným postupem jako v p°ípad¥ (a) dostáváme, ºe 0 ∈ sp(A,B), kde x
je vlastní vektor GEP, zatímco pro y ∈ ker(B) \NA,B 6= ∅ získáme stejn¥ jako u (b),
ºe ∞ ∈ sp(A,B) a y je vlastní vektor GEP tedy platí, ºe

0,∞ ∈ sp(A,B).

Spektrum singulárního zobecn¥ného problému je podmnoºinou mnoºiny C ∪ {∞}.

3.8 Vlastní vektory

Vlastní vektory lze nalézt podobným zp·sobem jako v p°ípad¥ klasického problému,
°e²ením homogenní soustavy rovnic

(λB − A)x = 0, x 6= 0.
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3.9 Shrnutí

Zobecn¥ný problém vlastních £ísel

Ax = λBx

roz²i°uje moºnosti °e²ení algebraických rovnic nad rámec klasického problému vlast-
ních £ísel. �ekli jsme si, ºe EP je jedním ze speciálních p°ípad· GEP. Pokud o
maticích A,B nic nevíme, lze vºdy pouºít obecný p°ípad a tedy °e²it GEP pomocí

det(λB − A) = 0.

Vlastní vektory GEP °e²íme obdobn¥ jako v p°ípad¥ EP tj. nalezením °e²ení soustavy
rovnic

(λB − A)x = 0, x 6= 0.

Uvedli jsme si také n¥které speciální p°ípady QEP uvedené v sekcích 3.2, 3.3, 3.4
a 3.5, které lze p°evést jednoduchou úpravou z GEP na EP a u kterých jsme navíc
zji²´ovali jejich spektrum.
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4 QEP: Kvadratické zobecn¥ní problému
vlastních £ísel

V p°edchozí sekci jsme hovo°ili o zobecn¥ném problému vlastních £ísel Ax = λBx,
kde po p°evedení na levou stranu rovnice jsme získali rovnici

(λB − A)x = 0.

Zobecn¥nou charakteristickou matici λB−A lze vnímat jako lineární polynom pro-
m¥nné λ s maticovými koe�cienty A,B. Tuto zobecn¥nou charakteristickou matici,
lze je²t¥ zobecnit, a to tím zp·sobem, ºe nebudeme uvaºovat tkzv. charakteristickou
matici pouze jako lineární polynom, ale nap°íklad jako polynom kvadratický

(λ2C + λB + A)x = 0.

Zobec¬ovat lze je²t¥ na obecný polynom libovolného °ádu k s maticovými koe�cienty,
coº si uvedeme v následující kapitole 5.

4.1 Kvadratický problém vlastních £ísel

Nejprve se podíváme na kvadratický problém vlastních £ísel, který [13, str. 236]
de�nuje takto.

De�nice (Kvadratická úloha vlastních £ísel (QEP)). Nech´ A,B,C jsou komplexní
£tvercové matice °ádu n. Pak kvadratickou úlohou vlastních £ísel (QEP) rozumíme
nalezení λ ∈ C a nenulového vektoru x ∈ Cn spl¬ující

(λ2In + λB + A)x = 0,

resp. zobecn¥nou kvadratickou úlohu vlastních £ísel (GQEP) spl¬ující

(λ2C + λB + A)x = 0.

Skalár λ nazýváme vlastní £íslo a nenulový vektor x nazýváme vlastní vektor.

Rozdíl oproti EP a GEP je zajisté ten, ºe EP a GEP jsou podmnoºinou kvadratic-
kého problému vlastních £ísel. Máme-li totiº kvadratický problém, pak pro C = 0n
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dostáváme GEP a pro C,B = 0n nastane EP. Dál²ím rozdílem je, ºe kvadratický
problém má celkem 2n vlastních £ísel a to bu¤ kone£ných nebo nekone£ných [13,
str. 236].

V následujícím textu budeme p°edpokládat, ºe GQEP má vedoucí £len regulární, tj.
Pro £tvercové matice A,B,C °ádu n bude úloha tvaru

(λ2C + λB + A)x = 0, det(C) 6= 0.

P°ípad, kdy C je singulární uvaºovat v následující sekci nebudeme. Pov²imn¥te si,
ºe bez újmy na obecnosti lze tedy p°edpokládat, ºe

4.2 Bloková pr·vodní matice maticového polynomu

regulární vedoucí maticí

K nalezení vlastních £ísel se p°istupuje obdobn¥ jako k EP. Nech´ A,B,C jsou
komplexní £tvercové matice °ádu n a

(λ2C + λB + A)x = 0, det(C) 6= 0.

je GQEP. Protoºe x 6= 0 z de�nice vlastního vektoru, pak matice λ2C + λB + A
musí být singulární. Z charakterizace singulárních matic tedy plyne, ºe vlastní £ísla
λ ∈ C jsou taková, která spl¬ují, ºe

det(λ2C + λB + A) = 0.

Výraz χC,B,A(λ) = det(λ2C + λB + A) budeme nazývat charakteristický polynom
úlohy GQEP. Pov²imn¥te si, ºe bez újmy na obecnosti lze tedy p°edpokládat, ºe
χC,B,A(λ) je monický polynom tj.

χIn,B̂,Â(λ), B̂ = C−1B, Â = C−1A.

Proto pokud je vedoucí matice C regulární, lze p°evést jednodu²e GQEP na QEP.
Nyní se zam¥°íme na pr·vodní matici a de�nujeme si ji v blokové form¥ pro QEP.
M¥jme

M(λ) = (λ2 + λB + A)x = 0.

Pr·vodní matici QEP uvaºujeme komplexní matici P °ádu 2n× 2n takovou, ºe

PM =

(
0n −A
In −B

)
.

Nyní se podívejme, co spl¬ují vlastní £ísla matice PM a jestli pomocí nich nelze ur£it
vlastní £ísla QEP. Pokud λ = 0, pak

χPM (0) = PM = det(−PM) =

∣∣∣∣ 0n A
−In B

∣∣∣∣ = det(A),
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p°i£emº poslední rovnost plyne z v¥ty o determinantu horní trojúhelníkové matice
(v¥ta 1.4). Pro charakteristický polynom QEP platí

χIn,B,A(0) = det(0 · In + 0 ·B + A) = det(A),

proto χIn,B,A(0) = χPM (0). Platí to v²ak pro kaºdé λ? Pokud λ 6= 0, pak

χPM (λ) = PM = det(λIn − PM) =

∣∣∣∣λIn A
−In λIn +B

∣∣∣∣ .
Nyní vynásobíme první blokový °ádek £íslem 1

λ
a p°i£teme jej k druhému blokovému

°ádku, tj.∣∣∣∣λIn A
−In λIn +B

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣λIn −A
0n λIn +B + 1

λ
A

∣∣∣∣ = |λIn| · ∣∣∣∣1λA+ λIn +B

∣∣∣∣ .
po roznásobení dostáváme poºadovaný tvar tj.∣∣∣∣λIn A

In λIn −B

∣∣∣∣ = ∣∣λ2In + λB + A
∣∣ .

Odtud dostáváme vztah, který popisuje následující v¥ta.

V¥ta 4.1 (O charakteristickém polynomu pr·vodní matice QEP). Nech´ A,B,C
jsou komplexní £tvercové matice °ádu n,(λ2In + λB + A)x = 0 je QEP a PM je
pr·vodní matice polynomu M(λ) = λ2In + λB + A. Potom

χIn,B,A(λ) = χPM (λ).

T¥mto úpravám se v n¥kterých literatur¥ [8] °íká tkzv. linearizace problému vlast-
ních £ísel, a£koli tento pojem rozumíme trochu jinak neº obvykle. Zde se pojmem
linearizace rozumí p°evedení problému QEP na EP.

4.3 Vlastní vektory QEP

P°ipome¬me, ºe vlastním vektorem QEP rozumíme x ∈ Cn, x 6= 0 takový, ºe

(λ2In +Bλ+ A)x = 0.

Vlastní £ísla jsme dokázali nalézt pomoví tkzv. pr·vodní matice i tu také vyuºijeme
p°i hledání vlastních £ísel QEP . Nejprve nalezn¥me vlastní vektory y pr·vodní ma-
tice PM , M = λ2In +Bλ+ A tj.

PMy = λy(
0n −A
In −B

)(
y1
y2

)
= λ

(
y1
y2

)
.(

−Av2
v1 −Bv2

)(
y1
y2

)
=

(
λy1
λy2

)
.
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odtud dostáváme dva vztahy
−Ay2 = λy1 (4.1)

y1 −By2 = λy2 (4.2)

Nyní si z rovnice 4.1 výjad°eme y1 a dosa¤me do rovnice 4.2. Tím dostáváme tvar

−1

λ
Ay2 −By2 = λy2 (4.3)

a odtud úpravami

−Ay2 − λBy2 = λ2y2

−Ay2 − λBy2 = Inλ
2y2

Inλ
2v2 + λBy2 + Ay2 = 0

(λ2In +Bλ+ A)y2 = 0.

a tedy y2 musí být vlastním vektorem QEP.

4.4 Poznámka k GQEP

Ukázali jsme si, ºe obecný kvadratický problém vlastních £ísel tj.

(λ2C + λB + A)x = 0

umíme p°evézt (tkzv. linearizovat) na EP dvojnásobné dimenze pokud C = In. Je-li
vedoucí matice C regulární, odpovídající linearizace by vypadala následovn¥(

0n −C−1A
In −C−1B

)
y = λy, y 6= 0.

Poznamenejme, ºe je-li C singulární matice lze provést obdobnou podobu linearizace.
Ta v²ek nevede na EP, ale na obrácený polosingulární zobecn¥ný problém vlastních
£ísel (sekce 3.5) dvojnásobné dimenze(

0n −A
In −B

)
y = λ

(
In 0n
0n C

)
y, y 6= 0.

Lze op¥t snadno ukázat, ºe tato úloha odpovídá úloze(
λIn A
−In λC +B

)
y = 0, y 6= 0.

Tedy matice na levé stran¥ musí být singulární, tj.∣∣∣∣ λIn A
−In λC +B

∣∣∣∣ = 0.
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Eliminací bloku −In pak dostáváme (pro λ 6= 0)∣∣∣∣ λIn A
0 λC +B + 1

λ
A

∣∣∣∣ = 0,

neboli
det(λ2C + λB + A) = 0.
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5 PEP: Polynomiální zobecn¥ní problému
vlástních £ísel

Posledním zobecn¥ním je polynomiální problém vlastních £ísel a jeho zobecn¥ná
varianta, která je nadmnoºinou v²ech p°edchozích úloh vlastních £ísel (EP, GEP,
QEP a GQEP) o kterých jsme psali v kapitolách 2, 3 a 4.

5.1 Polynomiální problém vlastních £ísel

Obdobn¥ jako jsme EP zobec¬ovali na QEP, lze v podobném duchu pokra£ovat,
£ímº se dostaneme k maticové úloze, kterou de�nuje následující de�nice.

De�nice (Polynomiální úloha vlastních £ísel (PEP)). Nech´ A0, A1 . . . , Ak jsou ko-
plexní £tvercové matice °ádu n. Pak polynomiální úlohou vlastních £ísel (PEP) ro-
zumíme nalezení λ ∈ C a nenulového vektoru x ∈ Cn spl¬ující

(λkIn + λk−1Ak−1 + · · ·+ λA1 + A0)x = 0

resp. zobecn¥nou polynomiální úlohu vlastních £ísel (GPEP) spl¬ující

(λkAk + λk−1Ak−1 + · · ·+ λA1 + A0)x = 0.

Skalár λ nazýváme vlastní £íslo a nenulový vektor x nazýváme vlastní vektor.

Pov²imn¥te si, ºe pokud k = 1 a matici A0, pak dostáváme výraz (λIn − A0)x = 0,
coº je EP. Pro matice A0, A1, pak dostáváme výraz (λA1 − A0)x = 0, coº je GEP.
Pro k = 2 a matice A0, A1 dostáváme výraz (λ2In + λA1 − A0)x = 0, coº je QEP.

Polynomiální úlohu vlastních £ísel budeme nadále zna£it PEP. V této práci se v²ak
budeme zabývat pouze PEP takovým, ºe podobn¥ jako u QEP bude vedoucí £len
monický tj. pro A0, A1 . . . , Ak−1 ∈ Cn×n budeme uvaºovat PEP jako úlohu

(λkIn + λk−1Ak−1 + · · ·+ λA1 + A0)x = 0.

Nyní jen krátce poznamenejme, co rozumíme spektrem PEP.

De�nice (Spektrum PEP). Nech´ A1, ..., An jsou komplexní £tverové matice °ádu
n. Spektrem matic A1, . . . , An rozumíme mnoºinu vlastních £ísel PEP {λ1, . . . , λl}
Spektrum matic budeme zna£it sp(A1, . . . , An).
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Vzhledem k PEP tj.

(λkIn + λk−1Ak−1 + · · ·+ λA1 + A0)x = 0

platí, ºe
| sp(A1, . . . , An)| = k · n.

5.2 Pr·vodní matice a charakteristický polynom

PEP

Obdobn¥ jako u p°edchozích problém· vlastních £ísel i zde si de�nujeme charakte-
ristický polynom a pro p°ehlednost zápisu i tkzv. λ-matici.

De�nice (λ-matice, charakteristiký polynom). Nech´ A0, A1, . . . , Ak−1 jsou kom-
plexní £tvercové matice °ádu n, pak λ-maticí PEP rozumíme matici

L(λ) = λkIn + λk−1Ak−1 + · · ·+ λA1 + A0.

Charakteristickým polynomem PEP rozumíme

χIn,Ak−1,...,A1,A0(λ) = det(L(λ)).

Poznamenejme, ºe charakteristická matice EP, je také λ-maticí PEP. O pr·vodní
matici p°íslu²né polynomu s komplexními koe�cienty jsme se rozhovo°ili v sekci 2.3.
Nyní si její obdobu uvedeme i pro polynomy s maticovými koe�cienty.

De�nice (Bloková pr·vodní matice). Nech´ A0, . . . , Ak jsou komplexní £tvercové
matice °ádu n a M(λ) = λkIn + λk−1Ak−1 + · · · + λA1 + A0, je maticový polynom.
Blokovou pr·vodní maticí polynomu M(λ) rozumíme matici

PM =


0 0 . . . 0 −A0

In 0 . . . 0 −A1

0 In . . . 0 −A2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . In −Ak−1

 ∈ Cnk×nk

viz [4, str. 835]. Nyní provedeme analogickou v¥tu o charakteristickém polynomu
prvodní matice (v¥ta 2.7) a O charakteristickém polynomu pr·vodní matice QEP
(v¥ta 4.1). Tuto v¥tu lze nálezt nap°íkald v literatu°e [4, str. 835].

V¥ta 5.1 (O charakteristickém polynomu pr·vodní matice PEP). Nech´ A0, A1,
A2, . . . , Ak−1 jsou komplexní £tvercové matice °ádu n,(λkIn+λk−1Ak−1+ · · ·+λA1+
A0)x = 0 je PEP a PM je pr·vodní matice polynomu M(λ) = λkIn + λk−1Ak−1 +
· · ·+ λA1 + A0. Potom

χIn,Ak−1,...,A1,A0(λ) = χPM (λ).
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D·kaz. Pokud λ = 0, pak

χIn,Ak−1,...,A1,A0(0) = det(A0).

Dále
χPM (0) = PM = det(−PM) =

Nyní p°i£teme −1 násobek 2 blokového °ádku k 1-mu blovému °ádku, následn¥ −1
násobek 3 blokového °ádku k 2 aº −1 násobek n-tého blokového °ádku k n − 1
blokovému °ádku.

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 A0

−In 0 . . . 0 A1

0 −In . . . 0 A2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . −In Ak−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Následn¥ p°i£tem 1 blokový °ádek k 2 aº n−1 k 1 a následujícími úpravami dostávme

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

In 0 . . . 0 A0 − A1

−In In . . . 0 A1 − A2

0 −In . . . 0 A2 − A3
...

...
... . . . ...

0 0 . . . −In Ak−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

In 0 . . . 0 A0 − A1

0 In . . . 0 A0 − A2

0 0 . . . 0 A0 − A3
...

...
... . . . ...

0 0 . . . 0 A0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(A0),

p°i£emº poslední rovnost plyne z v¥ty o determinantu horní trojúhelníkové matice
(v¥ta 1.4) a tedy χIn,Ak−1,...,A1,A0(0) = χPM (0). Pokud λ 6= 0, pak

χPM (λ) = det(λIn − PM) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λIn 0 0 . . . 0 0 A0

−In λIn 0 . . . 0 0 A1

0 −In λIn . . . 0 0 A2
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . λIn 0 Ak−3
0 0 0 . . . −In λIn Ak−2
0 0 0 . . . 0 −In Ak−1 + λIn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

První blokový °ádek vynásobíme λ−1 a p°i£teme jej k druhému blokovéu °ádku, £ímº
dostáváme

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λIn 0 0 . . . 0 0 A0

0 λIn 0 . . . 0 0 1
λ
A0 + A1

0 −In λIn . . . 0 0 A2
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . λIn 0 Ak−3
0 0 0 . . . −In λIn Ak−2
0 0 0 . . . 0 −In Ak−1 + λIn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Opakovaním tj. druhý blokový °ádek vynásobíme λ−1 a p°i£teme jej k t°etímu blo-
kovéu °ádku dostáváme

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λIn 0 0 . . . 0 0 A0

0 λIn 0 . . . 0 0 1
λ
A0 + A1

0 0 λIn . . . 0 0 1
λ2
A0 +

1
λ
A1 + A2

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . λIn 0 Ak−3
0 0 0 . . . −In λIn Ak−2
0 0 0 . . . 0 −In Ak−1 + λIn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Opakovaním tohoto postupu tj. aº po n−1 blokový °ádek vynásobíme λ−1 a p°i£teme
jej k n blokovéu °ádku dostáváme∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λIn 0 0 . . . 0 0 A0

0 λIn 0 . . . 0 0 1
λ
A0 + A1

0 0 λIn . . . 0 0 1
λ2
A0 +

1
λ
A1 + A2

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . λIn 0 1
λk−3A0 +

1
λk−2A1 + · · ·+ 1

λ
Ak−4 + Ak−3

0 0 0 . . . 0 λIn
1

λk−2A0 +
1

λk−3A1 + · · ·+ 1
λ
Ak−3 + Ak−2

0 0 0 . . . 0 0 1
λk−1A0 +

1
λk−2A1 + · · ·+ 1

λ
Ak−2 + Ak−1 + λIn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P°edchozí matice je bloková horní trojúhelníková proto z v¥ty o determinantu horní
trojúhelníkové (v¥ta 1.4) platí, ºe

det(λIn − PM) =
∣∣λk−1In·∣∣ ∣∣∣∣ 1

λk−1
A0 +

1

λk−2
A1 + · · ·+

1

λ
Ak−2 + λIn + Ak−1

∣∣∣∣ =
=
∣∣A0 + λA1 + · · ·+ λk−2Ak−2 + λk−1Ak−1 + λkIn

∣∣ .
Odtud plyne tvrzení.

5.3 Vlastní vektory PEP

Vlastní £ísla jsme dokázali nalézt pomoví tkzv. pr·vodní matice. U QEP jsme pomocí
blokové pr·vodní matice téº dokázali nalézt vlastní vektory, nyní je zobecn¥ným
postupu pro QEP odvodíme vlastní vektory PEP. Nejprve op¥t nalezn¥me vlastní
vektory y (jedná se o EP) pr·vodní matice

PM , M = λkIn + λk−1Ak−1 + · · ·+ λA1 + A0.

tj.

TECHNICKÁ UNIVERZITA V LIBERCI Studentská 1402/2 461 17 Liberec 1 Fakulta p°írodov¥dn¥-humanitní a pedagogická

Univerzitní nám¥stí 1410/1 461 17 Liberec 1 tel.: +420 485 352 515 jmeno.prijmeni@tul.cz www.fp.tul.cz I�: 467 47 885 DI�: CZ 467 47 885
59



(λIkn − PM)y = 0
λIn 0 . . . 0 −A0

In λIn . . . 0 −A1

0 In . . . 0 −A2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . In −Ak−1 + λIn




y1
y2
y3
...
yn

 = 0.

Odtud roznásobením matice a vektoru s drobnými úpravami dostáváme následující
vztahy

λy1 − A0yn = 0

y1 + λy2 − A1yn = 0

y2 + λy3 − A2yn = 0

...
yn−1 + (λIn − Ak−1)yn = 0.

Nyní vyjád°ením y1 s první rovnice a dosazení do druhé. Vyjád°ení y2 z druhé rovnice
a dosazení do t°etí rovnice aº vyjád°ením yn−1 z n − 1 rovnice a osazení do n-té
rovnice dostáváme výraz

(In + Ak−1λ
k−1 + · · ·+ A1λ+ A0)yn = 0.

Z toho vyplývá, ºe nalezením vlastních vektor· y = (y1, . . . , yn)
T ∈ Ckn blokové

pr·vodní matice

PM , M = λkIn + Ak−1λ
k−1 + · · ·+ A1λ+ A0

je vektor yn ∈ Cn vlastním vektorem PEP. Vzhledem k tomu, ºe matice PM má k ·n
vlastních £ísel v£etn¥ násobností, pak i v n¥kterých p°ípadech tj.

alg(λi) = geo(λi), i ∈ {1, . . . , k · n}.

Pak i PEP m·ºe mít kn vlastních £ísel a tudíº nemusejí být v n¥kterých p°ípadech
vlastní vektory PEP závislé.

5.4 Poznámka k GPEP

Ukázali jsme si, ºe obecný polynomiální problém vlastních £ísel

(λkAk + λk−1Ak−1 · · ·+ λ2A2 + λA1 + A0)x =

(
k∑
j=0

Ajλ
j

)
x = 0
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umíme linearizovat na EP k-násobné dimenze, pokud Ak = In. Pokud je v²ak vedoucí
matice Ak regulární, odpovídající linearizace by vypadala takto

0n 0n · · · 0n −A−1k A0

In 0n · · · 0n −A−1k A1

0n In · · · 0n −A−1k A2
...

... . . . ...
...

0n 0n · · · In −A−1k Ak−1

 y = λy, y 6= 0.

Poznamenejme, ºe je-li Ak singulární lze provést obdobnou linearizaci, která v²ak
vede na obrácený polosingulární zobecn¥ný problém vlastních £ísel (sekce 3.5) k-
násobné dimenze

0n 0n · · · 0n −A0

In 0n · · · 0n −A1

0n In · · · 0n −A2
...

... . . . ...
...

0n 0n · · · In −Ak−1

 y = λ


In 0n 0n · · · 0n
0n In 0n · · · 0n
0n 0n In · · · 0n
...

...
... . . . ...

0n 0n 0n · · · Ak

 y, y 6= 0.

Nyní ukáºeme, ºe tato úloha odpovídá úloze
λIn 0n · · · 0n A0

−In λIn · · · 0n A1

0n −In · · · 0n A2
...

... . . . ...
...

0n 0n · · · −In λAk + Ak−1

 y = 0, y 6= 0.

Tedy matice na levé stran¥ musí být singulární, tj.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λIn 0n · · · 0n A0

−In λIn · · · 0n A1

0n −In · · · 0n A2
...

... . . . ...
...

0n 0n · · · −In λAk + Ak−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Postupnou eliminací v²ech blok· −In pak dostaneme obdobn¥ jako v sekci 5.2 (viz
také sekci 4.4)

det(λkAk + λk−1Ak−1 · · ·+ λ2A2 + λA1 + A0) = 0.
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Tabulka 5.1: Jednotlivé varianty polynomiálního problému vlastních £ísel.

# Typ problému λ-matice
1. Klasický problém (EP) P (λ) = λIn − A
2. Zobecn¥ný problém (GEP) P (λ) = λB − A, B 6= 0n

P (λ) = λ2C + λB + A
3. Kvadratický problém (QEP) A,B,C ∈ Cn×n, |C| 6= 0
4. Zobecn¥ný kvadratický pb. (GQEP) A,B,C ∈ Cn×n, C 6= 0n

P (λ) = λkAk + · · ·+ λA1 + A0

5. Polynomiální problém (PEP) Ai ∈ Cn×n, |Ak| 6= 0
6. Zobecn¥ný polynomiální pb. (GPEP) Ai ∈ Cn×n, Ak 6= 0n
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6 Záv¥r

V této bakalá°ské práci jsme uvedli základní poznatky ohledn¥ problému vlastních
£ísel a jeho n¥kolika druh· zobecn¥ní (GEP, QEP, PEP), které by m¥li £tená°i
pomoct jako úvod do probletiky t¥chto úloh.

U EP jsme popsali p°evod EP na charakteristický polynom a p°ipomn¥li jeho ne-
°e²itelnost pro matice °ádu k, k ≥ 5, popsali jsme výpo£et vlastních vektor· EP,
pr·vodní matici a spektrum v£etn¥ jejich vlastností, rozklad· (Shurova, Jordanova,
Spektrální) pomocí vlastních £ísel.

Následn¥ jsme EP zobecnili na GEP p°idáním £tvercové matice na pravou stranu rov-
nice. Zabývali jsme se tím, jak se GEP �chová� , pokud obsahoval n¥které £tvercové
matice se speci�ckými vlastnostmi. Tyto speciální p°ípady GEP m¥li tu vlastnost,
ºe ²li jednoduchou úpravou p°evést na EP p°ípadn¥ jeho opa£nou variantu. Ná-
sledn¥ jsme se zabýváli obecný p°ípadem GEP, vlastními vektory a spektry t¥chto
speciálních p°ípad· GEP.

V p°ípad¥ PEP (resp. QEP) jsme se jiº zabývali pouze p°evodem PEP (resp. QEP)
na EP pomocí blokové pr·vodní matice, která spl¬ovala vlastnosti pr·vodní matice
pouze v rámci svých blok·. Zmínili jsme se o problému závislosti vlastních vektor·
v p°ípapd¥ PEP (resp QEP).

Výstupem této práce bylo zejména p°ehled zobecn¥ných problém· a popis jejich
p°evodu na EP pokud byl moºný. Dále rozt°íd¥ní GEP na speciální p°ípady a po-
pis jejich úprav na EP v£etn¥ rozboru jejich spekter. Následujícím roz²í°ením této
bakalá°ské práce by mohla být algoritmizace EP, GEP, QEP a PEP a hledaní je-
jich numerického °e²ení. Výstupem by, pak mohl bý rozbor t¥chto algoritm· v£etn¥
tvorby balíku obsahující tyto algoritmy v jednom z programovacích jazyk·.
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