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Anotace

Soudobý vývoj v aplikované a numerické lineárńı algebře stále v́ıce směřuje, mimo
jiné, od maticových výpočt̊u směrem k výpočt̊um tenzorovým. Tenzorové úlohy
se přirozeně vyskytuj́ı např. ve výpočtech v kvantové chemii, ale i v jednodušš́ıch
problémech, např. chceme-li řešit úlohu vedeńı tepla závislou na parametru tepelné
vodivosti (nebo několika parametrech) pro široké spektrum hodnot parametru. Úlohy
s tenzory se přirozeně vyskytuj́ı i v úlohách zpracováńı v́ıcerozměrných dat. Použ́ıvaj́ı
se při jejich efektivńım ukládáńı (např. při kompresi videa), nebo k identifikováńı
informace, která je v nějakém smyslu d̊uležitá (např. v úlohách data-mining), atd.

Úkolem této práce je seznámit čtenáře s popisem tenzoru tak, jak je v tenzo-
rových výpočtech chápán, tj. jakožto v́ıcerozměrného pole č́ısel (v́ıcein- dexové ma-
tice, hypermatrix). Zavád́ı značeńı tenzor̊u a popisuje základńı operace a nástroje
pro práci s tenzory, tj. součiny tenzor̊u, rozvoj tenzoru v matici, atd. Poukazuje také
na rozd́ıly a obt́ıže, které vyvstávaj́ı při tenzorových výpočtech, se kterými se v kla-
sické lineárńı algebře a maticovém počtu nesetkáváme, zejména problém zavedeńı
hodnosti tenzoru.

Kĺıčovým nástrojem maticové algebry je singulárńı rozklad (SVD), který lze
použ́ıt právě v úlohách komprese dvourozměrných dat (matice), pod názvem analýza
hlavńıch komponent (PCA) se s ńım setkáváme ve statistice, třeba právě v úlohách
data-mining. Důležité je s daty (matićı) takto komprimovanými pomoćı singulárńıho
rozkladu umět provádět alespoň některé základńı maticové operace.

Jedńım z možných zobecněńı singulárńıho rozkladu pro tenzory vyšš́ıho řádu
je tzv. Tucker̊uv rozklad (také nazývaný high-order SVD, HOSVD). Ten přirozeně
zobecňuje některé z vlastnost́ı singulárńıho rozkladu, které se využ́ıvaj́ı ve výše uve-
dených aplikaćıch, pro v́ıcerozměrná data. Zejména umožňuje daný tenzor dobře
aproximovat tenzorem nižš́ı hodosti. Stejně jako v př́ıpadě matic je i zde d̊uležité
umět provádět s tenzory ve tvaru Tuckerova rozkladu základńı tenzorové operace.

Kĺıčová slova:

multilineráńı algebra; tenzor; hodnost tenzoru; singulárńı rozklad (SVD); tenzorové
rozklady; polyadický rozvoj (CP rozklad); Tucker̊uv rozklad; low-rank aritmetika;
aproximace tenzoru tenzorem nižš́ı hodnosti
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Abstract

Contemporary applied and numerical linear algebra is expanding from matrix to
tensor computations. Tensor problems naturally arise in, e.g., computational quan-
tum chemistry, but also in more common areas. For example while solving the heat
equation in a domain with parameter-dependent thermal conductivity for many
particular values of the parameter (or several parametres) in a wide range. Tensor
problems arise naturally also in multidimensional data processing. They are in the
background of effective storing of big data (e.g., in video compression), they arise in
problems of extracting important information hidden in data (e.g., in data-mining
problems), etc.

The goal of this thesis is to introduce a tensor as a multidimensional array (hy-
permatrix) to the reader. In this way tensors are understood, studied, and analyzed
in modern tensor computation. We summarize the standard notation, and introduce
some important parts of tensor arithmetic, such as tensor products, matricization,
etc. Differences between matrices and tensors are emphasized. In particular, we dis-
cuss difficulties linked with the concept of a tensor rank.

One of the most important tools in matrix algebra is the singular value de-
composition (SVD). It can be used, e.g., for compression of two-dimensional data (a
matrix). In statistics, the SVD is known as the principal component analysis (PCA),
which can also be interpreted as a data-mining problem. In many applications, it is
important to know how to do basic arithmetic with data compressed and stored by
the SVD.

One of possible generalizations of the SVD to higher-order tensors, is the so-
called Tucker decomposition (also known as high-order SVD, HOSVD). The Tucker
decomposition naturally generalizes some of the properties of the SVD, which are
used in applications mentioned above, to multidimensional data. In particular, it
allows to approximate a given tensor by another one with lower rank. Similarly to
the two-dimensional case, it is important to know how to do basic arithmetic with
multidimensional data compressed and stored by the Tucker decomposition.

Key words:

multilinear algebra; tensor; tensor rank; singular value decomposition (SVD); tensor
decompositions; CP decomposition; Tucker decomposition; low-rank arithmetic; low
rank tensor approximation
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1.3.1 Sč́ıtáńı dvou matic v ekonomickém tvaru . . . . . . . . . . . . 19
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4.2.3 Optimalita aproximace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Závěr 59
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11



Použité značeńı a zkratky

V textu znač́ıme

vektory (tenzory řádu 1) pomoćı malých ṕısmen
u1, u2, ur, v1, v2, vr, x, atd.,

matice (tenzory řádu 2) pomoćı velkých ṕısmen (latinských i řeckých)
A, B, C, D, E, F , U , V , Σ, atd.,

tenzory řádu k, k ≥ 3 pomoćı velkých ṕısmen psaných kaligraficky
A, B, C, D, E , F , T , S, atd. (výjimečně ∆),

množiny pomoćı velkých ṕısmen psaných Scriptem
D , S , T , Xj, atd.

Pomoćı malých ṕısmen (latinských i řeckých) také znač́ıme prvky matic a tenzor̊u a
také skaláry (tenzory řádu 0). Speciálńı význam pak maj́ı ṕısmena i, j, `, jimiž zpra-
vidla indexujeme prvky matic a tenzor̊u, a k, m, n, r, která použ́ıváme k označeńı
řádu tenzoru, dimenze matice nebo tenzoru, resp. hodnosti (ranku) matice nebo
tenzoru.

Matice a vektory

Značeńı Význam

A ∈ Rn×m reálná matice s rozměry n krát m, s prvky ai,j
vec(A) ∈ Rnm vektorizace matice A ∈ Rn×m

A⊗B Kronecker̊uv součin dvou matic
AT transpozice matice A
rank(A) hodnost matice definovaná jako počet lineárně

nazávislých řádk̊u, resp. sloupc̊u matice A
‖x‖ = (

∑
i x

2
i )

1/2 eukleidovská norma vektoru
‖A‖ = max‖x‖=1 ‖Ax‖ spektrálńı norma matice
‖A‖F = (

∑
i

∑
j a

2
i,j)

1/2 Frobeniova norma matice
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Tenzory

Značeńı Význam

A = (ai1,i2,i3)... ∈ Rn1×n2×n3 tenzor třet́ıho řádu o rozměrech n1, n2, n3

A = (ai1,i2,...,ik)... ∈ Rn1×···×nk tenzor k-tého řádu o rozměrech n1, . . . , nk
a:,i2,i3 ∈ Rn1 vlákno tenzoru třet́ıho řádu v módu 1
A:,:,i3 ∈ Rn1×n2 řez tenzoru třet́ıho řádu v módu (1, 2)
vec(A) ∈ Rn1n2 ···nk vektorizace tenzoru A ∈ Rn1×···×nk

A[`] ∈ Rn`×(n1 ···n`−1n`+1 ···nk) rozvoj tenzoru do matice v `-tém módu
A[t1,...,td] zobecněný rozvoj tenzoru do matice
A×`M násobeńı tenzoru matićı v `-tém módu;

plat́ı (A×`M)[`] = MA[`]

A×`,s B tenzorový součin v módech ` a s
A×(`1,`2),(s1,s2) B tenzorový součin ve dvojici mód̊u
A ◦ B vněǰśı součin tenzor̊u
AΠj , j = 1, . . . , k! (Πj)-tá transpozice tenzoru řádu k
rank`(A) `-rank tenzoru; rank`(A) = rank(A[`])
rank(A) vektorový rank tenzoru řádu k, pro k ≥ 3

plat́ı rank(A) = (rank1(A), . . . , rankk(A))
‖A‖ = (

∑
i1
· · ·
∑

ik
a2
i1,...,ik

)1/2 norma tenzoru

Použité zkratky a akronymy

Zkratka Význam

QR QR rozklad matice, A = QR
SVD singulárńı rozklad matice (singular value decomposition),

A = UΣV T

ek. SVD ekonomická varianta SVD, A = UAΣAV
T
A

PCA analýza hlavńıch komponent, varianta SVD (principal
component analysis)

CanDecomp polyadický rozvoj tenzoru (canonical decomposition)
ParaFac ditto (parallel factors, ev. factorisation)
CP ditto (CanDecomp-ParaFac)
HOSVD Tucker̊uv rozklad tenzoru (high-order SVD)
MVp součin matice s vektorem (matrix-vector product)
MMp součin matice s matićı (matrix-matrix product)
TMp součin tenzoru s matićı (tensor-matrix product)
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Úvod

Jedněmi ze základńıch a klasických objekt̊u studia lineárńı algebry jsou vektory
a matice, které mohou být chápány jako jednorozměrné, resp. dvourozměrné sou-
bory dat (v tomto textu budeme pod pojmem data vždy rozumět výhradně reálná
č́ısla, vše však lze bez problému zobecnit na č́ısla komplexńı). Pokud jsou ale data
uspořádána, nebo je potřebujeme uspořádat podle v́ıce než dvou parametr̊u, s ma-
ticemi už nevystač́ıme. Matematické objekty, pomoćı kterých můžeme taková v́ıce-
rozměrná data interpretovat, jsou tenzory. Pod pojmem tenzoru tedy budeme ro-
zumět v́ıcerozměrné pole č́ısel, počet těchto rozměr̊u nazýváme řád tenzoru, někdy
se mı́sto pojmu řád tenzoru použ́ıvá pojem stupeň nebo dimenze tenzoru. My bu-
deme pojmem dimenze tenzoru označovat dimenzi prostoru jehož je prvkem, tj. např.
A ∈ Rn1×n2×···×nk je tenzor řádu k, dimenze n1n2 · · ·nk. Z tohoto úhlu pohledu kla-
sická lineárńı algebra a maticový počet (matrix calculus), př́ıpadně maticové výpočty
(matrix computations) pracuj́ıćı se skaláry, vektory a maticemi formálně pracuj́ı
s tenzory nultého, prvńıho, resp. druhého řádu. Rozš́ı̌ŕıme-li lineárńı algebru i na
práci s tenzory vyšš́ıch řád̊u, hovoř́ıme také o multilineárńı algebře, tenzorovém
počtu (tensor calculus) a tenzorových výpočtech (tensor computations).

Úkolem tohoto textu je mimo jiné seznámit čtenáře s terminologíı a základńımi
operacemi s tenzory vyšš́ıch řád̊u, přičemž vycháźı předevš́ım z článku [28]. Jelikož
počet prvk̊u tenzoru roste exponenciálně s řádem tenzoru k (počet prvk̊u tenzoru je
zřejmě omezen č́ısly min` n

k
` a max` n

k
` ), nastává při práci s tenzory problém s jejich

uložeńım a zpracováńım v́ıcerozměrných dat, které reprezentuj́ı. Obt́ıže vznikaj́ıćı
při práci s takovými daty lapidárně shrnuje motto

”
curse of dimensionality“ často

použ́ıvané právě v kontextu práce s tenzory vysokých řád̊u (např. k ∼ 100), ale i při
jiných př́ıležitostech. Tyto problémy vedly ke snaze nalézt zp̊usob, jak data kompri-
movat, s ćılem uložit tenzor ve tvaru, který neńı tak náročný na pamět’ poč́ıtače.
Výsledkem tohoto snažeńı je hned několik zp̊usob̊u tenzorových rozklad̊u, které po-
dobně jako singulárńı rozklad matic (singular value decomposition, SVD) umožňuj́ı
vyjádřit daný tenzor jako součin (př́ıpadně součet součin̊u) několika jiných objekt̊u,
tenzor̊u nebo matic (výrazně) menš́ıch dimenźı.

Zaj́ımavost́ı je, že potřeba nalézt takový aparát, aby se zmenšil objem dat tenzoru
bez ztráty podstatných informaćı, se neobjevila jako prvńı v matematice. Jak uvád́ı
T. Kolda [28], tenzorové rozklady byly vynalezeny poprvé v psychologii (konkrétně
v psychometrice zabývaj́ıćı se měřeńım r̊uzných psychických jev̊u, jako jsou např.
osobnostńı charakteristiky, postoje, schopnosti, atd.) a v chemii (přesněji v chemo-
metrii, tj. zpracováńı a analýze chemických dat). Prvńı zp̊usob rozkladu tenzoru
popsal F. L. Hitchcock v praćıch [22] a [23] už v roce 1927. Daľśı r̊uzné zp̊usoby
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byly popsány ale až později v šedesátých a sedmdesátých letech dvacátého stolet́ı
v praćıch L. R. Tuckera, viz [43], [44] a [45], J. D. Carrolla a J. J. Changa , viz
[8], a R. A. Harshmana, viz [21], a to právě v literatuře zabývaj́ıćı psychometrikou.
Následně tenzory a tenzorové rozklady začala využ́ıvat chemometrika a proto mnoho
praćı o tenzorech vznikalo právě v tomto odvětv́ı. V posledńıch letech se tenzory
a tenzorové výpočty použ́ıvaj́ı i v mnoha daľśıch discipĺınách, např. v analýze a
zpracováńı signál̊u, v data-miningu, ve statistice, v neurovědách, atd., a přirozeně
také v (aplikované a numerické) lineárńı algebře, která je svým zp̊usobem přirozeným
prostorem i pro základńı výzkum v této oblasti.

Ćılem tohoto textu je popsat zejména tzv. Tucker̊uv rozklad tenzoru, který je
jedńım z v́ıcerozměrných zobecněńı (ekonomické varianty) SVD. Proto se Tucker̊uv
rozklad také někdy nazývá HOSVD (high-order SVD). Tomu je podř́ızena struktura
textu a s ohledem na to je také veden výklad. Látka neńı vykládána encyklopedicky
(např. r̊uzné typy součin̊u tenzor̊u nejsou popisovány na jednom mı́stě), ale po-
stupně, tehdy, kdy je daná látka potřeba. Drobnou výjimkou jsou podkapitoly 2.4.2
a 2.4.3, které rozv́ıj́ı diskuzi ohledně hodnosti tenzoru nad rámec toho, co je pro
Tucker̊uv rozklad třeba. Stejně tak podkapitoly 2.5 a 2.6 se zabývaj́ı operacemi
s tenzory, které nejsou pro výklad klasického Tuckerova rozkladu př́ımo potřeba.
Jsou však v jistém smylu přirozenou součást́ı světa tenzor̊u.

Text je strukturovaný následuj́ıćıcm zp̊usobem. Po stručném úvodu je v kapi-
tole 1 zaveden singulárńı rozklad, jeho ekonomický tvar a je ukázáno jeho využit́ı
při základńıch operaćıch s velkými maticemi malé hodnosti. Kapitola 2 je věnována
tenzor̊um. Zavád́ı se zde značeńı a základńı terminologie tenzor̊u a je také popsáno,
jak provádět některé základńı operace. V daľśı části je definován rozvoj tenzoru v ma-
tici, který je užitečným nástrojem pro práci s tenzory. Velmi d̊uležitým tématem je
hodnost tenzoru, kde ukazujeme, že hodnost tak jak ji známe z maticové algebry
nelze zobecnit pro tenzory. Ukazujeme dvě možnosti zavedeńı hodnosti tenzoru, tzv.
vektorový a polyadický rank. Dále definujeme normu tenzoru a vněǰśı součin ten-
zor̊u, abychom si následně mohli ukázat, jak je to s aproximaćı tenzoru tenzorem
nǐzš́ı hodnosti ve smyslu polyadickéhoo ranku. V této kapitole se věnujeme také zo-
becněnému rozvoji tenzoru v matici, č́ımž se dostaneme zpět do světa matic k tzv.
Kroneckerovu součinu matic. Nakonec je definován tenzorový součin a jsou popsány
vztahy mezi jednotlivými součiny. V kapitole 3 je odvozen Tucker̊uv rozklad jako
zobecněńı singulárńıho rozkladu matice a je ukázáno, jak je možné v tomto tvaru
provádět základńı operace s velkými tenzory malého (vektorového) ranku. V ka-
pitole 4 je ukázáno využit́ı Tuckerova rozkladu pro aproximaci tenzoru tenzorem
s nǐzš́ım vektorovým rankem.

Poznamenejme ještě, že klasické učebnice, at’ už zabývaj́ıćı se př́ımo tenzory (viz
např. [27], [24]), nebo jen využ́ıvaj́ıćı aparát tenzorového počtu zpravidla vykládaj́ı
látku v nějakém fyzikálńım kontextu (např. v rámci teorie pružnosti, viz [1], [7], kde
má ostatně tenzorový počet i pojem tenzor p̊uvod1; kvantové mechaniky, viz [24];

1Anglické slov́ıčko tension (z lat. tensio) překládáme jako napět́ı, pnut́ı; tenzory napět́ı a defor-
mace jsou ústředńı stavebńı kameny teorie pružnosti.
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teorie relativity, viz [48], [31]; atd.). To vede k nutnosti rozlǐsováńı tzv. kontrava-
riantńıch a kovariantńıch souřadnic (složek, index̊u) tenzoru (např. druhá kapitola
knihy [27] věnovaná Základ̊um tensorového počtu zač́ıná § 11 Kontravariantńı a ko-
variantńı složky vektoru, prvńı kapitola je věnovaná Základ̊um vektorového počtu;
obdobně v knize [24] se hned v úvodu po zavedeńı základńıch vektorových operaćı
dostáváme na str. 23 ke kapitole 10 Das kovariante und kontravariante Grundsys-
tem). Rozlǐsováńı kontra- a kovariantńıch souřadnic je praktické, zejména pracuje-
me-li s tenzorem jako s multilineárńım zobrazeńım (viz např. [6]), nebo když pracu-
jeme v křivočarých souřadnićıch, což je ve fyzice častý př́ıpad (např. v knize [7] je
celá prvńı kapitola Kartézské tenzory (...) věnovaná výkladu tenzor̊u obdobně, jako
se mu budeme věnovat my; s kontra- a kovariantńı souřadnicemi se zde setkáváme
až v druhé kapitole Tenzory v metrických prostorech, v odstavci 2.1.* Křivočaré
souřadnice (...); obdobný obrázek źıskáme např. porovnáńım výklad̊u tenzorových
partíı speciálńı [48] a obecné [31] teorie relativity). To také často vede k potřebě
rozlǐsovat např. mezi tenzory druhého řádu (stupně) a maticemi a pod., tj. zkoumat
je jako r̊uzné matematické objekty; např. Babuška et al. v knize [1, str. 35] ṕı̌śı:

”
Z tensorového počtu je známo, že uvažovaná matice určuje tensor 2. stupně (...)“.

Předkládaný text převážně studuje vnitřńı strukturu tenzor̊u (např. právě pojem
hodnosti) a právě proto s tenzorem pracuje jakožto s pevně daným v́ıcerozměrným
polem č́ısel (v literatuře se v této souvislosti můžeme setkat s pojmem v́ıceindexová
matice, viz [38, kapitola II, § 4, str. 52], př́ıpadně anglicky hypermatrix, viz [5, kapi-
tola 2.5.2, str. 318]). To nám dovoluje nerozlǐsovat kontra- a kovariantńı souřadnice
a proto se ani tyto pojmy ani souvisej́ıćı rozlǐsuj́ıćı značeńı (zpravidla realizované
pomoćı horńıch, resp. dolńıch index̊u) v daľśım textu v̊ubec nevyskytuj́ı (souřadnice
tenzor̊u jsou vždy značeny pouze pomoćı dolńıch index̊u). Přesněji řečeno, pro daľśı
výklad je zcela lhostejné, zda jsou některé souřadnice tenzoru kontra- či kovariantńı.
V př́ıpadech, kdy se text věnuje interakci tenzoru s okoĺım, konkrétně jeho součinu
(v klasické literatuře také nazývaném úžeńı, viz [31, str. 70]) s jiným tenzorem (nebo
matićı), prośıme laskavého čtenáře aby indexy, přes které se sč́ıtá, vždy vńımal jako
kontra- či kovariantńı u prvńıho resp. druhého tenzoru (matice), nebo naopak, vždy
však tak, aby bylo možné součin v oč́ıch čtenáře provést (připomeňme prvńı kapi-
tolu knihy [7], kde se s tenzory a jejich součiny pracuje stejně). Rozumı́me-li pod
pojmem tenzor pouze v́ıcerozměrné pole č́ısel, můžeme také snadno tenzor nultého,
prvńıho a druhého řádu ztotožnit př́ımo se skalárem, vektorem, resp. matićı.

Tento (zjednodušený) pohled na tenzory, tj. práce s nimi jako by byly pouze
v́ıcerozměrná pole č́ısel, je v současnosti velmi běžný zejména v oblasti aplikované a
numerické lineárńı algebry, jak lze snadno doložit velkou řadou referenćı, viz např.
přehledový článek [28] v prestižńım časopise SIAM Review (který cituje 223 daľśıch
článk̊u povětšinou z posledńıch let), rešeršńı článek [18] (který cituje daľśıch 272
obdobných člálnk̊u), knihy [14], [5], a mnoho daľśıch. Proto se i v předkládaném
textu drž́ıme jak tohoto pohledu na tenzor, tak i pojmu tenzor samotného a záměrně
se vyhýbáme např. termı́nu v́ıcerozměrná matice, který se v komunitě zabývaj́ıćı se
(aplikovanou a lineárńı) algebrou použ́ıvá zř́ıdka.
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1 Singulárńı rozklad

V této kapitole se budeme věnovat jednomu z neužitečněǰśıch rozklad̊u matice, sin-
gulárńımu rozkladu matice. Singulárńı rozklad (SVD, z anglického singular value
decomposition) využ́ıváme pro výpočet hodnosti, normy matice, báze oboru hodnot
a nulového prostoru matice atd. Důležitou roli hraje SVD také v úlohách komprese
matice nebo data-mining. Ve statistice se se singulárńım rozkladem setkáváme jako
s analýzou hlavńıch komponent (PCA, z anglického principal component analysis),
viz např. [14, str. 66].

1.1 Základńı tvar SVD

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch výsledk̊u lineárńı algebry je následuj́ıćı věta.

Věta 1 (Singulárńı rozklad). Pro matici A ∈ Rn×m hodnosti r ≡ rank(A) existuj́ı
ortogonálńı matice U = [u1, . . . , un] ∈ Rn×n a V = [v1, . . . , vn] ∈ Rm×m a kladná
č́ısla

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0

tak, že plat́ı
A = UΣV T , (1.1)

kde

Σ =

[
ΣA 0
0 0

]
∈ Rn×m, ΣA = diag(σ1, . . . , σr) ∈ Rr×r.

Sloupce matice U , tedy vektory uj, j = 1, . . . , n, se nazývaj́ı levé singulárńı vektory,
sloupce matice V , tedy vektory vj, j = 1, . . . ,m, se nazývaj́ı pravé singulárńı vektory
matice A. Čı́sla σj, j = 1, . . . , r, se nazývaj́ı singulárńı č́ısla matice A.

D̊ukaz. Důkaz neprovedeme úplně, ale pouze naznač́ıme. Podle věty o spektrálńım
rozkladu matice (viz např. [11, str. 196], [12, str. 40]) pro matici B ∈ Rn×n hodnosti
r, která je symetrická pozitivně semidefinitńı existuje rozklad

B = GΛGT , GTG = 1, Λ = diag(λ1, . . . , λn), (1.2)

přičemž
λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ · · · ≥ λr > λr+1 = · · · = λn = 0.
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Rozklad (1.2) nazýváme spekrálńı rozklad matice. Věta o SVD ale pracuje s obecně
obdélńıkovou matićı A ∈ Rn×m, proto se k odvozeńı SVD využ́ıvá matic AAT a ATA,
které vlastnosti předpokládaj́ıćı spektrálńı rozklad splňuj́ı (jsou čtvercové symetrické
pozitivně definitńı). Je-li A = UΣV T , resp. AT = V ΣTUT , potom plat́ı

AAT = UΣΣTUT , ATA = V ΣTΣV T . (1.3)

Srovnáńım (1.2) a (1.3) vid́ıme, že v prvńım př́ıpadě B = AAT , G = U a Λ = ΣΣT .
Uvědomme si, že σj =

√
λj, j = 1, . . . , r. Pro úplný d̊ukaz odkazujeme na skripta

[12, kap. 5], kde je proveden postupným odvozeńım.

Poznamenejme, že SVD má zaj́ımavou geometrickou interpretaci, pokud se na matici
d́ıváme jako na lineárńı zobrazeńı A : Rm 7−→ Rn. Věta 1 ř́ıká, že pro každou
matici A ∈ Rn×m hodnosti r existuje ortonormálńı báze {v1, . . . , vn}, prostoru Rma
ortonormálńı báze {u1, . . . , un} prostoru Rn a kladná č́ısla σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0
tak, že plat́ı

Avj =

{
σjuj, j = 1, . . . , r,
0, j = r + 1, . . . ,m

,

ATuj =

{
σjvj, j = 1, . . . , r,
0, j = r + 1, . . . , n

.

1.2 Ekonomický tvar SVD

Pro praktické použit́ı je ale mnohem výhodněǰśı tzv. ekonomický tvar singulárńıho
rozkladu. Matice Σ obsahuje nulové bloky, které násob́ı př́ıslušné sloupce, resp.
řádky matice U , resp. V T . Ekonomický tvar spoč́ıvá ve vynecháńı těchto část́ı
matic, které vedou k násobeńı nulami. Źıskáme tedy matice, které budeme značit
UA ≡ [u1, . . . , ur] ∈ Rn×r a VA ≡ [v1, . . . , vr] ∈ Rm×r. Ekonomický tvar singulárńıho
rozkladu se potom zapisuje

A = UAΣAV
T
A . (1.4)

Pro lepš́ı představu můžeme teno tvar znázornit pomoćı následuj́ıćıho schématu
(převzato z [12, str. 127]):

A

=

U Σ

ΣA
UA

V T
A

0 0

0

V T

=

UA ΣA V T
A

.

Důsledek 1. Nesporným př́ınosem SVD v ekonomickém tvaru je možnost využit́ı
při kompresi dat. Matici A o rozměrech n×m jsme vztahem (1.4) vyjádřili pomoćı
tř́ı matic UA ∈ Rn×r,ΣA ∈ Rr×r, VA ∈ Rm×r. Rozměry těchto tř́ı matic jsou (m +
n+ r)× r. V př́ıpadě, že matice A má malou hodnost, r � min{m,n}, je vyjádřeńı
v ekonomickém tvaru SVD z hlediska objemu dat úsporněǰśı, viz tabulka 1.1.
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Tabulka 1.1: Počet prvk̊u matice a jej́ıho ekonomického SVD (vpravo s využit́ım
faktu, že ΣA je diagonálńı); r = rank(A).

Matice Počet prvk̊u

A ∈ Rn×m m · n
UA, ΣA, VA (m+ n+ r) · r resp. (m+ n+ 1) · r

Datová úspora může hrát roli např. když m · n je př́ılǐs velké v porovnáńı s pamět́ı
poč́ıtače (cache pamět’, operačńı pamět’, ...). To se v př́ıpadě matic nemuśı zdát
relevantńı, nicméně později uvid́ıme, že u tenzor̊u to bude hrát roli. Ekonomický
rozklad matice A můžeme vyjádřit také jako součet vněǰśıch součin̊u,

A =
r∑
`=1

σ`u`v
T
` =

r∑
`=1

A`, A` ≡ σ`u`v
T
` . (1.5)

Tento tvar nazýváme dyadický rozvoj obecné matice A. Hodnost každé matice Aj je
zřejmě jedna, pro které plat́ı

‖Aj‖ = ‖Aj‖F = σj. (1.6)

Singulárńı č́ısla matice A byla uspořádána od největš́ıho k nejmenš́ımu, proto jsou
i normy matic Aj uspořádány ‖A1‖ ≥ ‖A2‖ ≥ · · · ≥ ‖Ar‖ > 0.

1.3 Operace s matićı uloženou v ekonomickém tvaru
SVD

V této podkapitole ukážeme, jak lze pracovat s maticemi uloženými v ekonomickém
tvaru SVD, přičemž budeme cht́ıt i výsledek źıskat ve stejném tvaru. Konkrétně se
budeme zabývat operacemi sč́ıtáńı a násobeńı. Poznamenejme, že prováděńı operaćı
s maticemi t́ımto zp̊usobem se nazývá low-rank aritmetika.

1.3.1 Sč́ıtáńı dvou matic v ekonomickém tvaru

Nejprve ukážeme jak sč́ıtát dvě matice vyjádřené v ekonomickém tvaru SVD. Mějme
dvě matice A,B ∈ Rn×m, jejichž hodnosti jsou

r = rank(A), p = rank(B), r, p� min{m,n}

a singulárńı rozklady jsou

A = UAΣAV
T
A , UA ∈ Rn×r,ΣA ∈ Rr×r, VA ∈ Rm×r,

B = UBΣBV
T
B , UB ∈ Rn×p,ΣB ∈ Rp×p, VB ∈ Rm×p.

Matici C = A+B v ekonomickém singulárńım tvaru źıskáme ve třech kroćıch.
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Krok 1 (Sestaveńı matic): Označme součet těchto matic C ∈ Rn×m, pak zřejmě

C = A+B = [UA, UB]

[
ΣA 0
0 ΣB

]
[VA, VB]T . (1.7)

Pro hodnost matice C plat́ı

q = rank(C), kde 0 ≤ q ≤ p+ r.

Poznamenejme, že součet matic ve tvaru (1.7) nás nestoj́ı žádnou matematickou
operaci, źıskáme jej pouze

”
poskládáńım“ př́ıslušných matic z rozklad̊u A a B matic

vedle sebe. Matice [UA, UB] a [VA, VB] už ale nemaj́ı ortonormálńı sloupce. Tuto
vlastnost můžeme někdy požadovat. Ukážeme, jakým zp̊usobem źıskat matici C
v ekonomickém tvaru SVD.

Krok 2 (Ortogonalizace matic): Nejprve muśıme dosáhnout ortonormality. Prv-
ńım krokem je tedy QR rozklad matic [UA, UB] a [VA, VB]; pro detailńı popis QR
rozkladu odkazujeme na [12, kapitola 3]. QR rozkladem źıskáme matici ve tvaru
součinu matice s ortonormálńımi sloupci Q a matice horńı trojúhelńıkové R,

[UA, UB] = QURU , QU ∈ Rn×(r+p), RU ∈ R(r+p)×(r+p),

[VA, VB] = QVRV , QV ∈ Rm×(r+p), RV ∈ R(r+p)×(r+p).

Matici C pak můžeme zapsat

C = QU

(
RU

[
ΣA 0
0 ΣB

]
RT
V

)
︸ ︷︷ ︸

W

QT
V .

Dostáváme
C = QUWQT

V . (1.8)

V této fázi máme rozklad matice C, kde QU a QV jsou matice s ortonormálńımi
sloupci. Poznamenejme, že źıskáńı tohoto tvaru už je náročněǰśı, stoj́ı nás dva QR
rozklady matic velikosti n × (p + r) a m × (p + r) a výpočet matice W (maticové
násobeńı).

Krok 3 (SVD): Pokud chceme źıskat matici C ve tvaru ekonomického SVD, tj. roz-
klad na dvě matice s orotonormálńımi sploupci a diagonálńı matici se singulárńımi
č́ısly, ještě nejsme hotovi. SVD rozklad matice W ∈ R(r+p)×(r+p) je

W = UWΣWV
T
W , ΣW ∈ Rq×q, rank(W ) = q. (1.9)

Vyjádř́ıme-li matici C pomoćı (1.8) a (1.9) a źıskáváme SVD rozklad

C = (QUUW︸ ︷︷ ︸
UC

) ΣW (QV VW︸ ︷︷ ︸
VC

)T = UCΣWV
T
C . (1.10)

K ceně výpočtu matice C ve tvaru (1.10) muśıme k operaćım, kterými jsme źıskali
tvar (1.8), přidat ještě výpočet SVD matice W a daľśı maticová násobeńı. Ceny
jednotlivých krok̊u jsou uvedeny v tabulce 1.2.
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Tabulka 1.2: Výpočetńı cena při sč́ıtáńı matic A, B ∈ Rn×m; ceny výpočt̊u QR
rozkladu a SVD lze nalézt např. v [12, kapitoly 3.5.6 a 5.2.3]. Zkratka MMp znač́ı
součin dvou matic (matrix-matrix product).

Operace Výpočetńı cena

klasicky m · n sč́ıtáńı
ek. SVD, krok 1 zdarma (sestaveńı matic)
ek. SVD, krok 2 1 QR rozklad typu (n× (r + p))

+ 1 QR rozklad typu (m× (r + p))
+ 2 MMp typu ((r + p)× (r + p)) · ((r + p)× (r + p))

ek. SVD, krok 3 1 SVD typu ((r + p)× (r + p))
+ 1 MMp typu (n× (r + p)) · ((r + p)× q),
+ 1 MMp typu (m× (r + p)) · ((r + p)× q)

1.3.2 Násobeńı matice v ekonomickém tvaru obecnou matićı

Nyńı poṕı̌seme, jakým zp̊usobem násobit dvě matice, je-li jedna z nich uložená ve
tvaru SVD. Necht’ A = UAΣAV

T
A ∈ Rn×m a matice M ∈ Rm×k je taková, že bud’

k � min{m,n} nebo je M ř́ıdká. Podobné techniky se reálně použ́ıvaj́ı v prak-
tických výpočtech viz např. [29, str. 670], odkazy na daľśı literaturu a aplikace je
možné nalézt také v rešeršńım článku [18]. Stejně jako jsme v předchoźı části hledali
tvar součtu matice v SVD, zde ukážeme jak takový tvar źıskat v př́ıpadě násobeńı.
Výsledek opět źıskáme ve třech kroćıch.

Krok 1: Součin matic A a M je matice D ∈ Rn×k hodnosti rank(D) = q ≤ r,

D = AM = UAΣA (MTVA︸ ︷︷ ︸
K

)T = UAΣAK
T , K ∈ Rk×r. (1.11)

Cena výpočtu matice D ve tvaru (1.11) je dána pouze maticovým násobeńım. Matice
K ale nemá ortogonálńı sloupce.

Krok 2 (ortogonalizace): Chceme-li dosáhnout ortonormality, muśıme vypoč́ıtat
QR rozklad matice K. Źıskáváme

K = QKRK , QK ∈ Rk×r, RK ∈ Rr×r. (1.12)

Dosad́ıme (1.12) do (1.11) a dostaneme

D = UA ( ΣAR
T
K︸ ︷︷ ︸

W

)QT
K = UAWQT

K , W ∈ Rr×r. (1.13)

Cenou za źıskáńı (1.13) oproti tvaru v (1.11) je QR rozklad matice o rozměrech k×r
a maticové násobeńı.
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Tabulka 1.3: Výpočetńı cena při násobeńı matic A ∈ Rn×m a M ∈ Rm×k; ceny
výpočt̊u QR rozkladu a SVD lze nalézt např. v [12, kapitoly 3.5.6 a 5.2.3]. Zkratka
MMp znač́ı součin dvou matic (matrix-matrix product), MVp je součin matice a
vektoru (matrix-vector product).

Výpočet Výpočetńı cena

klasicky 1 MMp typu (n×m) · (m× k)
= n MVp typu (k ×m) ·m

ek. SVD, krok 1 1 MMp typu (k ×m) · (m× r)
ek. SVD, krok 2 1 QR rozklad typu (k × r)

+ 1 MMp typu (r × r) · (r × r)
ek. SVD, krok 3 1 SVD typu (r × r)

+ 1 MMp typu (n× r) · (r × q)
+ 1 MMp typu (m× r) · (r × q)

Krok 3 (SVD): Je zřejmé, že matice W neńı diagonálńı matice se singulárńımi
č́ısly a tedy abychom źıskali matici D v ekonomickém SVD tvaru, budeme muset
učinit ještě daľśı kroky. Využijeme singulárńı rozklad matice W ,

W = UWΣWV
T
W , rank(W ) = q. (1.14)

Pokud potom dosad́ıme (1.14) do (1.13), źıskáme

D = (UAUW︸ ︷︷ ︸
UD

) ΣW (QKVW︸ ︷︷ ︸
VD

)T = UDΣWV
T
D . (1.15)

Naš́ım ćılem byl právě tvar (1.15). Náročnost jeho źıskáńı stoupla oproti (1.13) o
výpočet SVD matice velikosti r × r a daľśı maticová násobeńı. Ceny jednotlivých
krok̊u jsou přehledně uvedeny v tabulce 1.3.

1.4 Aproximace matice matićı nižš́ı hodnosti

V této podkapitole ukážeme, jakou roli hraje singulárńı rozklad matice, pokud
chceme aproximavat matici matićı nižš́ı hodnosti. Uvažujme matici A hodnosti r,
která má dyadický rozvoj źıskaný pomoćı singulárńıho rozkladu

A =
r∑
`=1

σ`u`v
T
` ,

viz (1.5). Pokud se pokuśıme nalézt matici B takovou, že

rank(B) < rank(A) = r,
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a zároveň ‖A−B‖F nebo ‖A−B‖ je minimálńı, pak

B =
r−1∑
`=1

σ`u`v
T
` , rank(B) = r − 1

a
‖A−B‖F = ‖A−B‖ = σr,

tj. minimum je dané nejmenš́ım singulárńım č́ıslem σr matice A. Plat́ı tedy násle-
duj́ıćı věta, kterou uvedeme bez d̊ukazu.

Věta 2 (Schmidt, Eckart, Young, Mirsky). Necht’ A ∈ Rn×m je matice hodnosti r a
(1.4)–(1.5) je jej́ı singulárńı rozklad. Necht’ t je libovolné přirozené č́ıslo, pro které
plat́ı t < r. Potom matice

B =
t∑

`=1

σ`u`v
T
` =

t∑
`=1

A`, A` ≡ σ`u`v
T
` ,

je nejlepš́ı aproximaćı matice A v následuj́ıćım smyslu:

min
X∈Rn×m, rank(X)≤t

‖A−X‖ = ‖A−B‖ = σt+1 ,

min
X∈Rn×m, rank(X)≤t

‖A−X‖F = ‖A−B‖F =

(
r∑

j=t+1

σ2
j

)1/2

. (1.16)

Pro podrobněǰśı výklad a d̊ukaz odkazujeme např. na knihu [40]. Původńı d̊ukaz lze
nalézt v článku Schmidta [36]. Často je připisován Youngovi a Eckartovi [13], kteř́ı
výsledek dokázali pro Frobeniovu normu a Mirskému [33], který výsledek dokázal
pro spektrálńı normu. Předchoźı věta má následuj́ıćı zaj́ımavý d̊usledek.

Důsledek 2. V prostoru matic Rn×m existuje kolem každé matice A hodnosti r
otevřená koule o poloměru daném nejmenš́ım singulárńım č́ıslem σr, uvnitř které se
nacházej́ı pouze matice hodnosti r.

Poznamenejme ještě, že v souvislosti s aproximaćı matice matićı nižš́ı hodnosti se
můžeme setkat s pojmem truncated SVD (TSVD), tedy

”
oř́ıznutý“ singulárńı roz-

klad. Obvykle se však pod t́ımto pojmem skrývá metoda řešeńı soustav rovnic
Ax = b, resp. aproximačńıch problémů Ax ≈ b, kdy se matice A nahrad́ı právě
matićı B a výsledný problém se řeš́ı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, jedná se o tzv.
regularizačńı metodu, viz [20].
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2 Tenzory

V této kapitole se posuneme z lineárńı algebry do tzv. algebry multilineárńı. Zat́ımco
lineárńı algebra pracuje s maximálně dvourozměrnými útvary (tj. s maticemi, vek-
tory nebo č́ısly), my se nyńı budeme zabývat v́ıcerozměrnými objekty, tenzory. Za-
vedeme jejich značeńı a terminologii a poṕı̌seme některé jejich vlastnosti a základńı
operace s tenzory. Na úvod poznamenejme, že za tenzor budeme považovat v́ıceroz-
měrné pole č́ısel. Tenzor k-tého řádu je tedy uspořádaná množina č́ısel

A = (ai1,i2,...,ik) i`=1,...,n` , `=1,2,...,k ∈ Rn1×n2×···×nk .

Pokud bude z kontextu jasné, jaké jsou rozsahy index̊u, budeme psát jen

A = (ai1,i2,...,ik) i1,i2,...,ik , př́ıpadně jen A = (ai1,i2,...,ik)... .

Speciálně tenzor nulého řádu je skalár (č́ıslo), tenzor prvńıho řádu je vektor, tenzor
druhého řádu je matice, tenzory řádu tři a výše nemaj́ı ustálené pojmenováńı.

Př́ıklad 1. Pro lepš́ı představu uvád́ıme jako př́ıklad tenzor A ∈ R4×3×2, který
použijeme následně i při výkladu terminologie tenzor̊u:

A =

6 6 2
7 1 0
7 7 0
3 0 8

6 4 1
3 3 4
9 7 4
0 7 6

�
�

�
�

�
�

�
�

∈ R4×3×2. (2.1)

Tenzor A = (ai1,i2,...,ik)... k-tého řádu si můžeme také představit jako funkci k
proměnných

a(x1, . . . , xk) : Rk 7−→ R, (2.2)

jej́ıž fukčńı hodnoty jsou však známé jen v několika málo diskrétńıch bodech. Kon-
krétně pro

xj ∈ {xj,1, . . . xj,nj} ≡Xj, j = 1, . . . , k,

tedy na
”
mř́ıžce“, přesněj́ı řečeno kartézském součinu X1× · · · ×Xk. Tento př́ıstup

může v některých př́ıpadech výrazně zjednodušit zápis při práci s tenzory, viz např.
přednášku [47] nebo práci [15, kapitola 1.2]. Velmi zaj́ımavý a rozsahem i obsahem
neobvyklý úvod do práce s tenzory lze také nalézt v pozoruhodné knize R. Sikorskiho
[38, kapitola II, §§ 4–10, str. 52–104], která je jinak věnována právě analýze funkćı
v́ıce proměnných.
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2.1 Značeńı a terminologie

Značeńı a terminologii tenzor̊u zavedeme v této podkapitole pro jednoduchost a
názornost nejprve pro tenzor řádu 3, tj. A ∈ Rn1×n2×n3 . Následně ji zobecńıme i pro
tenzory vyšš́ıch řád̊u. Vycházet budeme předevš́ım z článku [28].

2.1.1 Vlákna tenzoru

Pokud zafixujeme jeden nebo v́ıce index̊u, źıskáme určitou podmnožinu p̊uvodńıho
objektu (tenzoru). Např. v př́ıpadě matic hovoř́ıme o řádćıch a sloupćıch. Analogíı
řádk̊u a sloupc̊u jsou pro tenzory

”
vlákna“, v angličtině fibres. Obecně v tenzoru k-

tého řádu vznikne vlákno zafixováńım (k − 1) index̊u. Vlákna tenzoru třet́ıho řádu
znázorňuje obrázek 2.1. Následuje formálńı definice pojmu vlákno.

Definice 1 (Vlákno). Necht’ A = (ai1,i2,i3)i1,i2,i3 ∈ Rn1×n2×n3 tenzor řádu 3. Vektory

a:,i2,i3 ≡ (ai1,i2,i3) i1 = [a1,i2,i3 , . . . , an1,i2,i3 ]
T ∈ Rn1 ,

ai1,:,i3 ≡ (ai1,i2,i3) i2 = [ai1,1,i3 , . . . , ai1,n2,i3 ]
T ∈ Rn2 ,

ai1,i2,: ≡ (ai1,i2,i3) i3 = [ai1,i2,1 , . . . , ai1,i2,n3 ]
T ∈ Rn3

nazýváme vlákna v módu 1, 2, resp. 3.
Analogicky, pro tenzor k-tého řádu A ∈ Rn1×n2×···×nk představuj́ı vektory

a:,i2,...,ik ≡ [a1,i2,...,ik , . . . , an1,i2,...,ik ]
T ∈ Rn1 ,

ai1,:,...,ik ≡ [ai1,1,...,ik , . . . , ai1,n2,...,ik ]
T ∈ Rn2 ,

...
...

ai1,i2,...,: ≡ [ai1,i2,...,1 , . . . , ai1,i2,...,nk ]
T ∈ Rnk

vlákna v módu 1, 2, resp. k.

(Poznamenejme, že dvojtečka představuje všechny prvky daného směru a má tedy
stejnou funkci jako v Matlabu.)

Obrázek 2.1: Vlákna postupně v módu 1, 2, resp. 3, převzato z článku [28].
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Př́ıklad 2. Význam pojmu vlákno si ukážeme na tenzoru z př́ıkladu 1. Vlákna
v módu 1 jsou prvky R4 :

a:,1,1 = a:,1,2 = a:,2,1 = a:,2,2 = a:,3,1 = a:,3,2 =
6
7
7
3

 ,


6
3
9
0

 ,


6
1
7
0

 ,


4
3
7
7

 ,


2
0
0
8

 ,


1
4
4
6

 .

Vlákna v módu 2 jsou prvky R3 :

a1,:,1 = a1,:,2 = a2,:,1 = a2,:,2 = a3,:,1 = a3,:,2 = a4,:,1 = a4,:,2 = 6
6
2

 ,
 6

4
1

 ,
 7

1
0

 ,
 3

3
4

 ,
 7

7
0

 ,
 9

7
4

 ,
 3

0
8

 ,
 0

7
6

 .
Vlákna v módu 3 jsou prvky R2 :

a1,1,: = a1,2,: = a1,3,: = a2,1,: = a2,2,: = a2,3,: =[
6
6

]
,

[
6
4

]
,

[
2
1

]
,

[
7
3

]
,

[
1
3

]
,

[
0
4

]
,

a3,1,: = a3,2,: = a3,3,: = a4,1,: = a4,2,: = a4,3,: =[
7
9

]
,

[
7
7

]
,

[
0
4

]
,

[
3
0

]
,

[
0
7

]
,

[
8
6

]
.

2.1.2 Řezy tenzoru

Zafixováńım (k − 2) index̊u tenzoru k-tého řádu, źıskáme
”
řezy“ tenzoru, v ang-

lické lieratuře označované slices. Řezy tenzoru třet́ıho řádu schematicky znázorňuje
obrázek 2.2. Následuje formálńı definice pojmu řez.

Definice 2 (Řez). Necht’ A ∈ Rn1×n2×n3 je tenzor řádu 3. Matice

Ai1,:,: ≡ (ai1,i2,i3) i2,i3 ∈ Rn2×n3 ,

A:,i2,: ≡ (ai1,i2,i3) i1,i3 ∈ Rn1×n3 ,

A:,:,i3 ≡ (ai1,i2,i3) i1,i2 ∈ Rn1×n2

nazýváme řezy v módu (2, 3), (1, 3), resp. (1, 2). Matice

ATi1,:,: ∈ Rn3×n2 , AT:,i2,: ∈ Rn3×n1 , AT:,:,i3 ∈ Rn2×n1

jsou řezy v módu (3, 2), (3, 1), resp. (2, 1).
Analogicky, pro tenzor k-tého řádu A ∈ Rn1×···×nk je matice

Ai1,...,i`−1,:,i`+1,...,is−1,:,is+1,...,ik ≡ (ai1,...,ik) i`,is ∈ Rn`×ns , ` < s
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řezem v módu A (`, s). Matice

ATi1,...,i`−1,:,i`+1,...,is−1,:,is+1,...,ik
∈ Rns×n`

je řezem v módu (s, `).

Př́ıklad 3. Řezy tenzoru si opět ukážeme na tenzoru A z př́ıkladu 1. Řezy v módu
(2, 3) jsou prvky R3×2 :

A1,:,: =

 6 6
6 4
2 1

 , A2,:,: =

 7 3
1 3
0 4

 , A3,:,: =

 7 9
7 7
0 4

 , A4,:,: =

 3 0
0 7
8 6

 ,
řezy v módu (1, 3) jsou prvky R4×2 :

A:,1,: =


6 6
7 3
7 9
3 0

 , A:,2,: =


6 4
1 3
7 7
0 7

 , A:,3,: =


2 1
0 4
0 4
8 6

 ,
řezy v módu (1, 2) jsou prvky R4×3 :

A:,:,1 =


6 6 2
7 1 0
7 7 0
3 0 8

 , A:,:,2 =


6 4 1
3 3 4
9 7 4
0 7 6

 .
Transpozicemi těchto matic jsou řezy v módech (3, 2), (3, 1), resp. (2, 1). Řezy v módu
(3, 2) jsou prvky R2×3 :

AT1,:,: =

[
6 6 2
6 4 1

]
, AT2,:,: =

[
7 1 0
3 3 4

]
,

AT3,:,: =

[
7 7 0
9 7 4

]
, AT4,:,: =

[
3 0 8
0 7 6

]
,

Obrázek 2.2: Řezy tenzoru řádu tři, převzato z článku [28]. Řezy tenzoru třet́ıho
řádu někdy nazýváme také horizontálńı, laterálńı, resp. frontálńı.
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řezy v módu (3, 1) jsou prvky R2×4 :

AT:,1,: =

[
6 7 7 3
6 3 9 0

]
, AT:,2,: =

[
6 1 7 0
4 3 7 7

]
, AT:,3,: =

[
2 0 0 8
1 4 4 6

]
,

řezy v módu (2, 1) jsou prvky R3×4 :

AT:,:,1 =

 6 7 7 3
6 1 7 0
2 0 0 8

 , AT:,:,2 =

 6 3 9 0
4 3 7 7
1 4 4 6

 .

2.1.3 Transpozice a symetrie tenzoru

Daľśım běžně použ́ıvaným nástrojem při práci s maticemi je transpozice matice.
Transpozici matice (tj. tenzoru druhého řádu), která znamená záměnu řádk̊u a
sloupc̊u, můžeme v kontextu tenzor̊u interpretovat jako záměnu vláken v módech 1
a 2. Analogicky potom můžeme za transpozici tenzoru považovat libovolnou záměnu
(permutaci) jeho index̊u. Uvažujme tenzor A = (ai1,i2,...,ik)... ∈ Rn1×n2×···×nk řádu k
a permutaci

Πj =

(
1 2 . . . k
π1 π1 . . . πk

)
, j = 1, . . . , k! .

Pak tenzor
AΠj = (aiπ1 ,iπ2 ,...,iπk )... ∈ Rnπ1×nπ2×···×nπk

nazveme (Πj)-tou transpozićı tenzoru A. Transpozice tenzoru je tedy de-facto per-
mutace index̊u tenzoru.

Stejně jako při práci s maticemi běžně použ́ıváme pojmy popisuj́ıćı specifické
vlastnosti a tvary matice, např. matice transponovaná, symetrická, diagonálńı, čtver-
cová apod., existuj́ı takové pojmy i pro tenzory. Tenzor, který se nezměńı při permu-
taci dvou nebo v́ıce index̊u, se někdy nazývá symetrický tenzor, viz [28], někdy je též
označovaný jako částečně symetrický, viz [9]. Pokud se tenzor nezměńı při libovolné
permutaci index̊u, nazývá se supersymetrický, viz [28], někdy též symetrický, viz
[9]. V tomto textu budeme při práci s tenzory použ́ıvat výhradně pojmy částečně
symetrický, resp. supersymetrický, bude-li to ovšem třeba; pojem symetrický bude
rezervován pouze pro matice, aby nedošlo k nejasnostem.

Př́ıklad 4. Tenzor A ∈ Rn1×n2×n2 je symetrický v módech dva a tři, pokud pro
všechny jeho horizontálńı řezy, tj. řezy v módu (2, 3) jsou symetrické matice

Ai1,:,: = ATi1,:,: i1 = 1, . . . , n1.

Př́ıklad 5. Tenzor třet́ıho řádu A ∈ Rn×n×n je supersymetrický pokud plat́ı

ai1,i2,i3 = ai1,i3,i2 = ai2,i1,i3 = ai2,i3,i1 = ai3,i1,i2 = ai3,i2,i1

pro i1 = 1, . . . , n, i1 = 2, . . . , n, i3 = 1, . . . , n.
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Tenzor A ∈ Rn1×n2×···×nk , pro který plat́ı ai1,i2,...,in 6= 0 pouze pokud i1 = i2 = · · · =
in, nazýváme diagonálńı. Tenzor A ∈ Rn×n×···×n, který má všechny rozměry stejné,
nazýváme kubický tenzor.

2.2 Základńı operace s tenzory

Řada nástroj̊u běžně už́ıvaných v maticovém počtu lze př́ımočaře zobecnit do ten-
zoru. Např́ıklad můžeme tenzory stejného typu sč́ıtat a násobit č́ıslem; zřejmě tvoř́ı
lineárńı vektorový prostor. Necht’

A = (ai1,i2,...,ik) i`=1,...,n` , `=1,2,...,k ∈ Rn1×n2×···×nk ,

B = (bi1,i2,...,ik) i`=1,...,n` , `=1,2,...,k ∈ Rn1×n2×···×nk

a
α, β ∈ R,

potom
αA+ β B = (α ai1,i2,...,ik + β bi1,i2,...,ik)... ∈ Rn1×n2×···×nk .

Dále můžeme tenzory násobit matićı.

Definice 3 (Součin v `-tém módu). Uvažujme tenzor A ∈ Rn1×n2×···×nk a matici
M ∈ Rm×n`. Pak tenzor

D ≡ A×`M =

(
n∑̀
i`=1

ai1,...,i`−1,i`,i`+1,...,ik ·mj,i`

)
i1,...,i`−1,j,i`+1,...,ik

, (2.3)

přičemž
D ∈ Rn1×···×n`−1×m×n`+1×···×nk ,

se nazývá součinem tenzoru A a matice M v `-tém módu (anglicky `-mode product).
Tedy násob́ıme-li tenzor matićı v `-tém módu, násob́ıme matićı každé vlákno `-tého
módu.

Poznámka 1 (Einsteinova notace). Často se násobeńı ṕı̌se zjednodušeně pomoćı
tzv. Einsteinovy notace. Pokud

D = A×`M,

pak jednotlivé prvky tenzoru D zapisujeme jako

di1,...,i`−1,j,i`+1,...,ik = ai1,...,i`−1,i`,i`+1,...,ik ·mj,i` ,

tedy vynecháváme symbol sumy a v každém součinu sč́ıtáme přes opakuj́ıćı se indexy.
V tomto textu nebudeme Einsteinovu notaci použ́ıvat.
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Uvažujme součin tenzoru řádu k se dvěma maticemi ve dvou r̊uzných módech(
A×`M

)
×s P, M ∈ Rm×n` , P ∈ Rp×ns , ` 6= s. (2.4)

Všimněme si, že v každém násobeńı stoj́ı vždy na levé straně tenzor a na pravé matice
tak, jak jsme zavedli v definici 3. Při zachováńı priority násobeńı zleva doprava
můžeme zjednodušeně psát(

A×`M
)
×s P = A×`M ×s P. (2.5)

Poznamenejme, že výsledný tenzor je z prostoru

Rn1×···×n`−1×m×n`+1×···×ns−1×p×ns+1×···×nk , je-li ` < s,

př́ıpadně
Rn1×···×ns−1×p×ns+1×···×n`−1×m×n`+1×···×nk , je-li s < `.

Násobeńı tenzoru dvěma maticemi ve shodném módu se bude věnovat věta 4 v ná-
sleduj́ıćı podkapitole.

2.3 Rozvoj tenzoru v matici

Nyńı se dostáváme k popisu velmi d̊uležitého nástroje pro práci s tenzory, jehož
podstatou je převést tenzor do podoby matice. Tento proces je v anglické literatuře
pojmenováván matricization, unfolding, nebo flattening.

Definice 4 (Rozvoj tenzoru v matici (matricization)). Rozvoj tenzoru

A ∈ Rn1×n2×···×nk

podle módu ` je matice

A[`] ∈ Rn`×(n1n2 ···n`−1n`+1 ···nk), (2.6)

jej́ı̌z sloupce jsou vlákna `-tého módu tenzoru A indexovaná uspořádanou (k − 1)-
tićı index̊u, tzv. multiindexem (i1, . . . , i`−1, i`+1, . . . , ik), a seřazená v lexikografickém
pořad́ı.

Je zjevné, že pro tenzor k-tého řádu existuje k zp̊usob̊u rozvoje tenzoru, přičemž
matice, které źıskáme, mohou mı́t r̊uzné rozměry. Ukážeme si to na př́ıkladu 6.

Př́ıklad 6. Uvažujme tenzor A ∈ R4×3×2 z př́ıkladu 1 (viz také př́ıklad 2). Potom
je možný rozvoj tohoto tenzoru třemi zp̊usoby

A[1] = [a:,1,1 , a:,1,2 , a:,2,1 , a:,2,2 , a:,3,1 , a:,3,2] =


6 6 6 4 2 1
7 3 1 3 0 4
7 9 7 7 0 4
3 0 0 7 8 6

 ,
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A[2] =

 6 6 7 3 7 9 3 0
6 4 1 3 7 7 0 7
2 1 0 4 0 4 8 6

 ,
A[3] =

[
6 6 2 7 1 0 7 7 0 3 0 8
6 4 1 3 3 4 9 7 4 0 7 6

]
.

Poznámka 2. Rozvoj tenzoru v módu `, tj. matici A[`], resp. jeho permutaci A[`]Π,
kde Π je permutačńı matice, lze také źıskat zřetězeńım řez̊u v módu (`, j) pro libo-
volné pevně zvolené j. Zřejmě matici A[1] z př́ıkladu 6 m̊užeme zapsat pomoćı řez̊u
(1, 2) nebo (1, 3) takto

A[1] = [A:,:,1 , A:,:,2] Π = [A:,1,: , A:,2,: , A:,3,:],

kde

Π =


1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1

 ,
viz př́ıklad 3.

Následuj́ıćı věta ukazuje, jak lze intepretovat násobeńı tenzoru matićı pomoćı
rozvoje tenzoru.

Věta 3 (Součin v `-tém módu (viz definici 3)). Uvažujme tenzor A ∈ Rn1×n2×···×nk

a matici M ∈ Rm×n`. Součin tenzoru A a matice M je

D = A×`M. (2.7)

Uvažujeme-li rozvoj tenzor̊u A i D v matice, m̊užeme součin zapsat

D[`] = MA[`]. (2.8)

Důkaz věty je elementárńı, stač́ı si uvědomit, že při násobeńı tenzoru A matićı
M v `-tém módu se touto matićı násob́ı všechna vlákna `-tého módu; právě tato
vlákna však tvoř́ı sloupce matice A[`]. Nyńı můžeme vyšetřit chováńı součinu tenzoru
se dvěma maticemi ve shodném módu.

Věta 4. Uvažujme tenzor A ∈ Rn1×n2×···×nk , matici M ∈ Rm×n` a matici P ∈ Rp×m.
Plat́ı (

A×`M
)
×` P = A×` (PM), (2.9)

kde PM ∈ Rp×n`.
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D̊ukaz. Označme jednotlivé tenzory

D = A×`M a E =
(
A×`M

)
×` P = D ×` P.

Rozvinut́ım tenzor̊u do matic podle módu ` dostaneme rovnosti

D[`] = MA[`] a E[`] = KD[`],

viz vztahy (2.7) a (2.8) z věty 3. Prostým dosazeńım źıskáme rovnost

E[`] = PD[`] = PMA[`]. (2.10)

Zřejmě tedy plat́ı
E = A×` (PM),

což jsme chtěli dokázat.

Věty 3 a 4 ukázaly, jak lze násobeńı tenzoru matićı (2.7), př́ıpadně dvěma maticemi
ve shodném módu (2.9), přeformulovat pomoćı maticového násobeńı (s využit́ım
rozvoje tenzoru v matici), viz (2.8) a (2.10). Násobeńı tenzoru dvěma maticemi
v r̊uzných módech (2.4) lze také přeformulovat pomoćı maticového násobeńı, jak
ukážeme později (2.20) v podkapitole 2.5.

2.4 Hodnost tenzoru

Důležitou charateristikou tenzoru je jeho hodnost. Hodnost (rank) matice je defino-
vaná jako počet nezávislých řádk̊u, resp. sloupc̊u, tedy pro tenzor řádu dva (matici)
plat́ı, že má stejnou hodnost ve všech módech, tj. sloupćıch a řádćıch. Definice hod-
nosti tenzor̊u vyšš́ıch řád̊u je však mnohem komplikovaněǰśı, věnujeme j́ı následuj́ıćı
podkapitolu.

2.4.1 `-rank a vektorový rank tenzoru

Pro určeńı hodnosti tenzoru vycháźıme z jeho rozvoje v matici, zjǐst’ujeme vlastně
hodnosti těchto rozvoj̊u.

Definice 5 (`-rank). Necht’ je A ∈ Rn1×n2×···×nk a A[`] je rozvoj tenzoru A v `-tém
módu. Potom hodnost matice A[`] nazýváme `-rank tenzoru A a znač́ıme rank`(A).

Definice 6 (Vektorový rank). Označme r` = rank`(A) pro ` = 1, . . . , k. Uspořáda-
nou k-tici (r1, r2, . . . , rk) nazýváme vektorovým rankem tenzoru A. Ṕı̌seme

rank(A) = (r1, r2, . . . , rk).

V literatuře se mı́sto pojmu vektorový rank můžeme setkat také např. s pojmem
multilineárńı rank, viz [29], nebo multirank, viz [5, str. 321]. Pojem vektorový rank
ukážeme opět na př́ıkladu 1.
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Př́ıklad 7. Uvažujme tenzor A ∈ R4×3×2 z př́ıkladu 1. Dále uvažujme jeho rozvoje
z př́ıkladu 6. Zřejmě

rank(A[1]) = 4, rank(A[2]) = 3, rank(A[3]) = 2.

Tedy
rank(A) = (4, 3, 2).

Ze základńıho kurzu lineárńı algebry v́ıme, že matice (které lze považovat za tenozry
druhého řádu) maj́ı vždy stejný počet lineárně nezávislých řádk̊u a sloupc̊u. Vid́ıme,
že tuto vlastnost nelze zobecnit pro tenzory vyšš́ıch řád̊u.

Počet lineárně nezávislých vláken tenzoru může být (narozd́ıl od matic)
r̊uzný v r̊uzných módech. Proto zavád́ıme pojem vektorový rank tenzoru.

Tento jev lze ilustrovat i na jednodušš́ıch př́ıkladech.

Př́ıklad 8. Uvažujme tenzor

A = 1 0
0 1

1 0
0 1

��

��

��

��

∈ R2×2×2.
(2.11)

Rozvoje tenzoru jsou matice A[1], A[2], A[3] ∈ R2×4 jsou

A[1] =

[
1 1 0 0
0 0 1 1

]
, rank(A[1]) = 2,

A[2] =

[
1 1 0 0
0 0 1 1

]
, rank(A[2]) = 2,

A[3] =

[
1 0 0 1
1 0 0 1

]
, rank(A[3]) = 1.

Tenzor A má tedy vektorový rank (2, 2, 1).

Hodnost tenzoru lze ale také zavést jiným zp̊usobem, např. analogicky k (1.5) pomoćı
tzv. polyadického rozvoje tenzoru. V této práci budeme nicméně hodnost́ı tenzoru
rozumět výhradně vektorový rank, pokud nebude explicitně uvedeno jinak.

2.4.2 Vněǰśı součin tenzor̊u, polyadický rozvoj a polyadický rank
tenzoru

Podobně jako dyadickým rozvojem vyjadřujeme matici jako součet vněǰśıch součin̊u
vektor̊u, můžeme to samé udělat i s tenzory. Nejprve definujeme tzv. vněǰśı součin
tenzor̊u a rank-one tenzor.
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Definice 7 (Vněǰśı součin tenzor̊u). Necht’ A ∈ Rn1×···×nk s prvky ai1,i2,...,ik je tenzor
řádu k a B ∈ Rm1×···×mt s prvky bi1,i2,...,it je tenzor řádu s. Pak tenzor

F ∈ Rn1×···×nk×m1×···×mt

řádu (k + s) s prvky
fi1,...,ik,j1,...jt = ai1,...,ik · bj1,...jt (2.12)

nazýváme vněǰśı součin tenzor̊u A a B, znač́ıme F = A ◦ B.

Poznamenejme, že v některých textech se tento součin označuje jako tenzorový
součin, viz např. [38, str. 56]; my budeme pojem tenzorového součinu použ́ıvat
v jiném kontextu (viz podkapitolu 2.6).

Vněǰśı součin je tedy typem součinu
”
každý s každým“; každý prvek tenzoru A je

násoben každým prvkem tenzoru B. Vněǰśı součin je zřejmě asociativńı (A ◦ B) ◦ C =
A ◦ (B ◦ C), neńı tedy třeba použ́ıvat závorky. V daľśım textu, budeme-li vněǰśı
součin potřebovat, budeme psát prostě A ◦ B ◦ C. Vněǰśı součin tenzor̊u však neńı
komutativńı. Tenzory A ◦ B a B ◦ A se lǐśı permutaćı index̊u. Zřejmě A ◦ B =
(fi1,...,ik,j1,...jt)... , ale B ◦ A = (fj1,...jt,i1,...,ik)... .

Definice 8 (Rank-one tenzor). Mějme k nenulových vektor̊u

a1 ∈ Rn1 , . . . , ak ∈ Rnk .

Tenzor k-tého řádu
A = a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ ak ∈ Rn1×···×nk (2.13)

nazýváme rank-one tenzor.

Vektorový rank rank-one tenzoru řádu k je zřejmě (1, 1, . . . , 1).
Jakýkoli tenzor A je možné vyjádřit ve tvaru polyadického rozvoje, tj. jako součet

rank-one tenzor̊u. Např́ıklad pro tenzor řádu tři A ∈ Rn1×n2×n3 plat́ı

A =
r∑
`=1

a` ◦ b` ◦ c`, a` ∈ Rn1 , b` ∈ Rn2 , c` ∈ Rn3 , (2.14)

pro nějaké r ≤ n1n2n3 (analogicky plat́ı pro tenzor k-tého řádu). Pro tenzor řádu
tři je polyadický rozvoj znázorněn na obrázku 2.3.

S myšlenkou vyjádřeńı tenzoru ve formě polyadického rozvoje přǐsel jako prvńı
F. L. Hitchcock, viz [22], [23]. Později představili tuto formu i daľśı vědci, např.
J. D. Carrol and J. J. Chang zavedli ve článku [8] termı́n CanDecomp (canonical
decomposition), R. A. Harshman v [21] použ́ıvá ParaFac (parallel factors), H. A. L.
Kiers v [26] zavád́ı CP jako CanDecomp-ParaFac decomposition. Pro přehled názv̊u
polyadického rozvoje včetně jejich datace viz [28, str. 462–463]. Hodnost tenzoru
potom lze definovat jako nejmenš́ı možné č́ıslo r ze vztahu (2.14), tedy nejmenš́ı
počet sč́ıtanc̊u polyadického rozvoje (rank-one tenzor̊u), pomoćı kterých lze tenzor
zapsat, viz [28, str. 464] nebo [41, str. 18]. Hodnost zavedenou takovýmto zp̊usobem
budeme nazývat polyadický rank.
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2.4.3 Norma tenzoru a aproximace tenzoru tenzorem nižš́ıho po-
lyadického ranku

Polyadický rozvoj ale vede k tomu, že některé vlastnosti matic lze obt́ıžně zobecnit
na tenzory vyšš́ıch řád̊u. Jedńım z takových problémů je aproximace matice matićı
nižš́ı hodnosti. Pro daľśı výklad se nám bude hodit zavést pojem norma tenzoru.
Nejjednodušš́ım zp̊usobem můžeme normu tenzoru zavést zobecněńım eukleidovské
normy vektoru, resp. Frobeniovy normy matice.

Definice 9 (Norma tenzoru). Necht’ A ∈ Rn1×···×nk , potom

‖A‖ =

√√√√ n1∑
i1=1

· · ·
nk∑
ik=1

a2
i1...ik

, (2.15)

tzn. norma tenzoru je druhá odmocnina součtu kvadrát̊u všech prvk̊u.

U tenzor̊u lze naj́ıt př́ıklady, kdy tenzor lze aproximovat tenzorem nižš́ıho polya-
dického ranku s libovolně malou chybou. Ukážeme př́ıklad uvedený v článku [28],
p̊uvodně z článku [34]. Necht’ maj́ı matice

[a1, a2] ∈ Rn1×2, [b1, b2] ∈ Rn2×2, [c1, c2] ∈ Rn3×2

lineárně nezávislé sloupce, pak tenzor A ∈ Rn1×n2×n3

A = a1 ◦ b1 ◦ c2 + a1 ◦ b2 ◦ c1 + a2 ◦ b1 ◦ c1

má polyadický rank tři, viz [28]. Tento tenzor můžeme libovolně přesně aproximovat
tenzorem

B(ε) =
1

ε
(a1 + ε a2) ◦ (b1 + ε b2) ◦ (c1 + ε c2)− 1

ε
a1 ◦ b1 ◦ c1

s polyadickým rankem dva, kde ε je libovolně malé kladné č́ıslo. Potom

‖A − B(ε)‖ = ε ‖a2 ◦ b2 ◦ c1 + a2 ◦ b1 ◦ c2 + a1 ◦ b2 ◦ c2 + ε a2 ◦ b2 ◦ c2‖,
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Obrázek 2.3: Polyadický rozvoj (ParaFac, CanDecomp, CP) tenzoru řádu 3.
Převzato z [28].
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a tedy v limitě plat́ı
lim
ε→0
‖A − B(ε)‖ = 0,

přičemž A a B(ε) jsou tenzory s r̊uzným polyadickým rankem.

Vid́ıme, že tvrzeńı z d̊usledku 2 (viz str. 23), které platilo pro matice, nelze
zobecnit do prostoru tenzor̊u řádu tři a v́ıce, pracujeme-li s polyadickým

rankem.

2.5 Zobecněný rozvoj tenzoru v matici, vektorizace a
Kronecker̊uv součin matic

Rozvoj tenzoru v matici podle módu `, tak jak je zavedený podkapitole 2.3, lze zobec-
nit na rozvoj podle v́ıce než jednoho módu. Mějme tenzor A ∈ Rn1×···×nk . Množinu
mód̊u tohoto tenzoru {1, . . . , k} rozděĺıme do dvou disjunktńıch podmnožin

{1, . . . , k} = T ∪S , T ∩S = ∅. (2.16)

Označme jejich prvky

T = {t1, . . . , td} a S = {s1, . . . , sk−d}. (2.17)

U rozvoje tenzoru A podle `-tého módu byla množina index̊u (multiindex) slouž́ıćı
k indexováńı sloupc̊u matice A[`] vždy uspořádaná, přičemž toto uspořádáńı bylo
dáno uspořádáńım index̊u p̊uvodńıho tenzoru, viz definici 4. Stejně tak i zde budeme
striktně předpokládat

t1 < t2 < · · · < td a s1 < s2 < · · · < sk−d. (2.18)

Seřad́ıme-li prvky p̊uvodńıho tenzoru A do matice tak, že jako řádkové indexy bu-
deme volit multiindexy (it1 , . . . , itd) a jako sloupcové indexy budeme volit multiin-
dexy (is1 , . . . , isk−d), oboj́ı seřazené v lexikografickém pořad́ı, źıskáme tzv. zobecněný
rozvoj tenzoru v matici, viz následuj́ıćı definici.

Definice 10 (Zobecněný rozvoj tenzoru v matici). Uvažujme obecný tenzor A =
(ai1,...,ik)... ∈ Rn1×···×nk a indexové množiny T a S splňuj́ıćı (2.16)–(2.18). Matici

A[t1,...,td] ∈ R(nt1nt2 ···ntd )×(ns1ns2 ···nsk−d ),

která obsahuje prvek ai1,...,ik tenzoru A na řádku s multiindexem (it1 , . . . , itd) a ve
sloupci multiindexem (is1 , . . . , isk−d) nazveme zobecněným rozvojem tenzoru A v ma-
tici (matricization) podle mód̊u (t1, . . . , td).
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Pro zobecněný rozvoj tenzoru v matici zřejmě plat́ı(
A[t1,...,td]

)T
= A[s1,...,sk−d]. (2.19)

Rozvoj tenzoru v matici módu ` z definice 4, viz (2.6), je zřejmě speciálńı př́ıpad,
kdy množina řádkových index̊u obsahuje pouze jeden prvek, tedy když T = {`},
S = {1, . . . , `− 1, `+ 1, . . . , k }.

Daľśı speciálńı př́ıpad nastane, když je jedna z množin prázdná, tedy když např.
T = {1, . . . , k }, S = ∅. Pak zřejmě

A[1,...,k] =
(
A[ ]
)T ∈ R(n1n2 ···nk)×1.

Výsledkem je tedy (sloupcový) vektor, který se zpravidla znač́ı

vec(A)

a nazývá se vektorizaćı tenzoru, viz [28, str. 460] (př́ıpadně vektorizaćı matice, jedná-
li se o tenzor druhého řádu, viz [29, str. 667]).

Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme daľśı využit́ı zobecněného rozvoje.

Př́ıklad 9. Uvažujme následuj́ıćı tenzor čtvrtého řádu, který je vněǰśım součinem
dvou tenzor̊u druhého řádu (tedy matic),

T = A ◦B,

kde
A ∈ Rn×m, B ∈ Ru×v.

Označme ai1,i2 prvky matice A a bj1,j2 prvky matice B. Tedy T ∈ Rn×m×u×v.
Ukážeme si, jak vypadá rozvoj tenzoru podle mód̊u (1, 3), analogicky lze ukázat

pro ostatńı módy. Tı́mto rozvojem vznikne matice

T [1,3] ∈ Rnu×mv.

Řádky této matice jsou indexovány multiindexem (i1, j1) a sloupce multiindexem
(i2, j2), tj.

T [1,3] =



a1,1b1,1 . . . a1,1b1,v a1,mb1,1 . . . a1,mb1,v
...

. . .
... · · · ...

. . .
...

a1,1bu,1 . . . a1,1bu,v a1,mbu,1 . . . a1,mbu,v
...

. . .
...

an,1b1,1 . . . an,1b1,v an,mb1,1 . . . an,mb1,v
...

. . .
... · · · ...

. . .
...

an,1bu,1 . . . an,1bu,v an,mbu,1 . . . an,mbu,v


.
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Jelikož tenzor T z předchoźıho př́ıkladu bylo možné vyjádřit jako vněǰśı součin dvou
tenzor̊u druhého řádu (matic), můžeme jeho rozvoj vyjádřit pomoćı tzv. Kronecke-
rova součinu těchto matic, viz následuj́ıćı definici.

Definice 11 (Kronecker̊uv součin). Mějme matice A ∈ Rn×m a B ∈ Ru×v. Potom
matici

K =

 a1,1B . . . a1,imB
...

...
ain,1B . . . ain,imB

 ,
kterou źıskáme tak, že (i1, i2)-tý prvek matice A nahrad́ıme blokem ai1,i2B, nazýváme
Kroneckerovým součinem matic A a B, viz [46]. Tento součin znač́ıme

K = A⊗B

a jeho výsledkem je tedy matice o rozměrech nu×mv.

Vid́ıme, že Kronecker̊uv součin matic je speciálńım př́ıpadem vněǰśıho součinu ten-
zor̊u. Plat́ı pro něj tedy také asociativńı zákon, tj. (A ⊗ B) ⊗ C = A ⊗ (B ⊗ C) =
A ⊗ B ⊗ C. Kronecker̊uv součin ale neńı komutativńı, výsledky součin̊u A ⊗ B a
B ⊗ A se lǐśı permutaćı řádk̊u a sloupc̊u. V tomto kontextu je vhodné pozname-
nat, že v některých textech se definice Kroneckerova součinu lǐśı pořad́ım operand̊u.
Př́ıkladem může být dnes již klasická Fiedlerova učebnice [16, str. 122], kde je nav́ıc
Kronecker̊uv součin nazýván tenzorovým součinem matic; my budeme pojem ten-
zorového součinu použ́ıvat v jiném kontextu (viz podkapitolu 2.6).

Př́ıklad 10. Ukážeme ještě př́ıklad s konkrétńımi č́ısly. Mějme dva tenzory druhého
řádu (matice) A a B, kde

A =

[
2 3 5
7 11 13

]
∈ R2×3, B =


17 19
23 29
31 37
41 43

 ∈ R4×2.

Vněǰśım součin těchto tenzor̊u je tenzor čtvrtého řádu

T = A ◦B ∈ R2×3×4×2.

Uvažujme rozvoj tenzoru T v módech (1, 3).

T [1,3] =



34 38 51 57 85 95
46 58 69 87 115 145
62 74 93 111 155 185
82 86 123 129 205 215

119 133 187 209 221 247
161 203 253 319 299 377
217 259 341 407 403 481
287 301 451 473 533 559


∈ R8×6.
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M̊užeme lehce ověřit, že plat́ı rovnost

T [1,3] = A⊗B =

[
2B 3B 5B
7B 11B 13B

]
.

V podkapitole 2.2, definici 3 jsme ukázali, jak lze násobit tenzor matićı v daném
módu ` a následně v podkapitole 2.3, větě 3 jsme ukázali, jak je možné toto násobeńı
zapsat pomoćı rozvoje tenzoru v daném módu. Nyńı si ukážeme, jak lze pomoćı
zobecněného rozvoje vyjádřit násobeńı tenzoru maticemi ve v́ıce r̊uzných módech.

Věta 5. Mějme tenzor A ∈ Rn1×···×nk a matice M ∈ Rm×n` a P ∈ Rp×ns, přičemž
pro č́ısla ` a s plat́ı 1 ≤ ` < s ≤ k, a součin

D = A×`M ×s P ∈ Rn1×···n`−1×m×n`+1×···×ns−1×p×ns+1×···×nk .

Pro zobecněné rozvoje tenzor̊u A a D v matice v módech (`, s) plat́ı

D[`,s] = (M ⊗ P )A[`,s] ∈ R(mp)×(n1···n`−1 n`+1···ns−1ns+1···nk). (2.20)

Důkaz věty je opět elementárńı. Stač́ı si uvědomit, jak jsou seřazeny prvky p̊uvodńıch
matic v jejich Kroneckerově součinu a jak jsou seřazeny prvky tenzoru v př́ıslušných
zobecněných rozvoj́ıch.

Poznámka 3. V lineárńı algebře se vyskytuje řada rovnost́ı zahrnuj́ıćıch Kronec-
ker̊uv součin. Zde zmı́nime jen několik nejd̊uležitěǰśıch resp. nejzaj́ımavěǰśıch bez
uváděńı předpoklad̊u, za kterých plat́ı (a které jsou zřejmé). Plat́ı např.

AT ⊗BT = (A⊗B)T ,

A−1 ⊗B−1 = (A⊗B)−1.

Některé maticové součiny m̊užeme přepsat s využit́ım Kroneckerových součin̊u a
vektorizace matice. Toho lze využ́ıt např. pro řešeńı maticových rovnic. Plat́ı např.

ABC = D ⇐⇒ (CT ⊗ A)vec(B) = vec(D),

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC ⊗BD)

a mnoho dašich; viz např. [16], [46].

Poznámka 4. Existuj́ı daľśı součiny matic, které maj́ı bĺızký vztah ke Kronecke-
rovu součinu a mohou být interpretovány jazykem tenzor̊u. Např́ıklad tzv. Khatri–
Rao product, viz [25], [32]; tzv. Tracy–Singh product, viz [42], [32]; nebo tzv. cross-
product, viz [46].
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2.6 Tenzorový součin a vztahy mezi jednotlivými sou-
činy

V této podkapitole se budeme zabývat násobeńım tenzor̊u. Ukážeme, jak lze součin
tenzoru a matice, který už známe z podkapitoly 2.2, zobecnit na součin dvou tenzor̊u.
Někdy je takový součin nazýván také úžeńı tenzor̊u, viz [31, str. 70], contracted pro-
duct, viz [2, str. 643] nebo také tensor-tensor contraction, viz [41, str. 31]. Násobeńı
tenzor̊u můžeme provést, podobně jako v př́ıpadě součinu tenzoru s matićı, v módech
shodné délky (dimenze). V př́ıpadě součinu tenzor̊u vyšš́ıch řád̊u můžeme násobeńı
provádět ve v́ıce módech současně.

Definice 12 (Tenzorový součin). Mějme tenzory

A ∈ Rn1×···×nk , B ∈ Rm1×···×mt , přičemž n` = ms ≡ ν

pro nějaké `, 1 ≤ ` ≤ k, a s, 1 ≤ s ≤ t. V tomto př́ıpadě tedy m̊užeme tenzory A a
B násobit v módech ` a s. Výsledkem bude tenzor řádu k + t− 2

F = A×`,s B = (2.21)(
ν∑

α=1

ai1,...,i`−1,α,i`+1,...,ik · bj1,...,js−1,α,js+1,...,jt

)
i1,...,i`−1,i`+1,...,ik,j1,...,js−1,js+1,...,jt

,

kde
F ∈ Rn1×···×n`−1×n`+1×···×nk×m1×···×ms−1×ms+1×···×mt .

Poznamenejme, že v jiných textech se pod pojmem tenzorový součin může skrývat
jiný význam, viz [38, str. 56], kde má význam vněǰśıho součinu tenzor̊u, nebo [16, str.
122], kde má význam Kroneckerova součinu matic; my použ́ıváme pojem tenzorového
součinu pro konzistentńı rozš́ı̌reńı maticového součinu. Tenzorový součin lze opět
zapsat pomoćı rozvoj̊u tenzor̊u v matici; srovnej následuj́ıćı větu s větou 3.

Věta 6. Mějme tenzory

A ∈ Rn1×···×nk , B ∈ Rm1×···×mt , přičemž n` = ms

pro nějaké `, 1 ≤ ` ≤ k, a s, 1 ≤ s ≤ t, a tenzor

F = A×`,s B ∈ Rn1×···×n`−1×n`+1×···×nk×m1×···×ms−1×ms+1×···×mt .

Pak plat́ı
F [1,...,`−1,`+1,...,k] = (A[`])TB[s].

D̊ukaz. Důkaz věty je opět elementárńı, stač́ı si uvědomit, že při násobeńı tenzoru
A tenzorem B se provád́ı skalárńı součiny vláken `-tého módu tenzoru A s vlákny
s-tého módu tenzoru B. Tato vlákna jsou sloupce matic A[`] a B[s] a jsou indexována
multiindexy (i1, . . . , i`−1, i`+1, . . . , ik), resp. (j1, . . . , js−1, js+1, . . . , jt) a seřazena le-
xikograficky stejně jako řádky, resp. sloupce matice F [1,...,`−1,`+1,...,k]; viz definice 4 a
10; viz také (2.19).

40



Nyńı se ještě vrát́ıme k násobeńı tenzoru matićı v `-tém módu. Matici můžeme
chápat jako tenzor druhého řádu a tak zřejmě násobeńı, které jsme zavedli definićı
3 v podkapitole 2.2, se od obecného násobeńı tenzor̊u, které jsme popsali nyńı,
lǐśı pouze permutaćı index̊u výsledného tenzoru. Pro tenzor A ∈ Rn1×···×n`×···×nk a
matici M ∈ Rm×n` tedy plat́ı

(A×`M)Π = A×`,2 M,

kde

Π =

(
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k
1, . . . , `− 1, `+ 1, . . . , k , `

)
.

V definici 7 podkapitoly 2.4.2 jsme zavedli vněǰśı součin dvou tenzor̊u. Ten lze
také zapsat pomoćı klasického tenzorového součinu. Uvažujme tenzory

A ∈ Rn1×···×nk a B ∈ Rm1×···×mt .

Podobně jako lze vektor interpretovat jako matici s jediným sloupcem, nebo např.
matici jako tenzor třet́ıho řádu s jediným frontálńım řezem, lze i tenzory A a B řád̊u
k a t interpretovat jako tenzory řádu k + 1, resp. t+ 1,

A′ ∈ Rn1×···×nk×nk+1 , B′ ∈ Rm1×···×mt×mt+1 , splňuj́ıćı nk+1 = mt+1 = 1.

Zřejmě plat́ı
F = A ◦ B = A′ ×k+1,t+1 B′. (2.22)

Toto pozorováńı neńı překvapivé. Ze základńıho kurzu lineárńı algebry v́ıme, že
vněǰśı součin dvou vektor̊u a a b (zde zobecněných na tenzory) lze zapsat pomoćı
klasického maticového násobeńı jako abT (zde zobecněného na tenzorový součin).

Na závěr ještě ukážeme, jak vypadá tenzorový součin, pokud násob́ıme ve v́ıce
módech současně. Mějme tenzory

A ∈ Rn1×···×nk , B ∈ Rm1×···×mt , n`1 = ms1 ≡ ν, n`2 = ms2 ≡ µ

kde např. 1 ≤ `1 < `2 ≤ k a 1 ≤ s1 < s2 ≤ t. Součinem tenzor̊u A a B ve dvojici
mód̊u (`1, `2) a (s1, s2) je pak tenzor

F = A×(`1,`2),(s1,s2) B = (2.23)(
ν∑

α=1

µ∑
β=1

ai1,...,i`1−1,α,i`1+1,...,i`2−1,β,i`2+1,...,ik · bj1,...,js1−1,α,js1+1,...,js2−1,β,js2+1,...,jt

)
...

řádu k + t− 4. Pro zobecněné rozvoje tenzor̊u A, B a F plat́ı

F [1,...,`1−1,`1+1,...,`2−1,`2+1,...,k] = (A[`1,`2])T (B[s1,s2]).

Poznamenejme, že je-li naopak `1 < `2 a s2 < s1, jsou role index̊u s1 a s2 přehozené;
ṕı̌seme pak

F = A×(`1,`2),(s2,s1) B =(
ν∑

α=1

µ∑
β=1

ai1,...,i`1−1,α,i`1+1,...,i`2−1,β,i`2+1,...,ik · bj1,...,js2−1,β,js2+1,...,js1−1,α,js1+1,...,jt

)
...
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a plat́ı
F [1,...,`1−1,`1+1,...,`2−1,`2+1,...,k] = (A[`1,`2])T (B[s2,s1]).

Analogicky lze tenzory násobit v libovolném q-tici mód̊u (`1, . . . , `q) a (s1, . . . , sq)
pokud n`j = msj , j = 1, . . . , q, kde q ≤ min{k, t}.

Poznámka 5 (Einsteinova notace). Pro zápis tenzorového součinu, např. (2.21)
nebo (2.23), lze opět použ́ıt Einsteinovy notace. Pokud F = A×`,s B, pak jednotlivé
prvky tenzoru F zapisujeme jako

fi1,...,i`−1,i`+1,...,ik,j1,...,js−1,js+1,...,jt = ai1,...,i`−1,α,i`+1,...,ik · bj1,...,js−1,α,js+1,...,jt .

Pokud F = A×(`1,`2),(s1,s2) B, pak jednotlivé prvky tenzoru F zapisujeme jako

fi1,...,i`1−1,i`1+1,...,i`2−1,i`2+1,...,ik,j1,...,js1−1,js1+1,...,js2−1,js2+1,...,jt =

ai1,...,i`1−1,α,i`1+1,...,i`2−1,β,i`2+1,...,ik · bj1,...,js1−1,α,js1+1,...,js2−1,β,js2+1,...,jt .

Opět tedy vynecháváme všechny sumy a v součinu sč́ıtáme přes všechny opakuj́ıćı se
indexy.

Všimněme si, že přepsáńım vněǰśıho součinu F = A ◦ B pomoćı vztahu (2.22)
źıskáme, s využit́ım Einsteinovy notace,

fi1,...,ik,j1,...,jt = ai1,...,ik,α · bj1,...,jt,α,

přičemž sč́ıtáme přes opakuj́ıćı se index α, ovšem α ∈ {1} (součet má jediný sč́ıta-
nec). Zřejmě tedy plat́ı

fi1,...,ik,j1,...,jt = ai1,...,ik · bj1,...,jt ,

č́ımž dostáváme př́ımo vztah (2.12) z definice vněǰśıho součinu. Vid́ıme tedy, že
Einsteinova notace nám umožňuje snadno zapsat tenzorový i vněǰśı součin tenzor̊u
jedńım zp̊usobem (v předchoźım vzorci se žádný index neopakuje, tedy neprovád́ıme
žádné sč́ıtáńı).

Poznámka 6. Přistupujeme-li k tenzor̊um jako k funkćım v́ıce proměnných, m̊užeme
tenzorový součin, např. (2.21), F = A ×`,s B, zapsat také s využit́ım funkćı. Od-
pov́ıdá-li tenzor A funkci a(x1, . . . , xk), viz (2.2), a tenzor B funkci b(y1, . . . , yt), pak
tenzor F odpov́ıdá funkci

f(x1, . . . , x`−1, x`+1, . . . , xk, y1, . . . , ys−1, ys+1, . . . , yt) ≡∫
a(x1, . . . , x`−1, α, x`+1, . . . , xk) b(y1, . . . , ys−1, α, ys+1, . . . , yt) dα.

Využijeme-li nav́ıc Einsteinovy notace, je dále možné vynechat symbol integrálu, viz
např. [47].
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3 Tucker̊uv rozklad

Z lineárńı algebry už známe r̊uzné maticové rozklady, které nám ukazuj́ı některé
vlastnosti matic nebo nám umožňuj́ı źıskat matici ve tvaru vhodném pro určité
výpočty. Podobně tomu je i u tenzor̊u. Je zřejmé, že početńı nároky budou oproti ma-
tićım mnohem větš́ı. Přesto ale uvid́ıme, že vyjádřeńı tenzoru ve tvaru zobecněnného
ekonomického SVD (1.4) pro tenzor může být velmi výhodné.

3.1 Odvozeńı Tuckerova rozkladu

V této podkapitole zobecńıme SVD, který jsme popsali u matic, na tenzory. Ta-
kovému rozkladu ř́ıkáme Tucker̊uv rozklad (podle L. R. Tuckera, který jej poprvé
popsal v [43]), tento termı́n je použ́ıván např. v článćıch [28], [17]. Č́ım dál častěji
je tento rozklad nazýván singulárńım rozkladem vyšš́ıho řádu, anglicky high-order
SVD (HOSVD). Tento pojem zavedli v článku [10] L. De Lathauwer, B. De Moor a
J. Vandewalle. Existuj́ı i daľśı názvy, viz např. [28, str. 474].

Při výkladu budeme vycházet z př́ıkladu trojrozměrného tenzoru

A ∈ Rn1×n2×n3 ,

jehož rozvoje (matricization) označ́ıme A[`]. Singulárńı rozklady matic źıskaných
pomoćı matricization jsou

A[`] = U (`) Σ(`) (V (`))T , rank(A[`]) = r`, (3.1)

kde matice

U (`) = [U
(`)
A , U

(`)
⊥ ], Σ(`) =

[
Σ

(`)
A 0
0 0

]
, V (`) = [V

(`)
A , V

(`)
⊥ ].

Kulaté závorky v horńım indexu u matic U (`), Σ(`), V (`) použ́ıváme proto, aby bylo
jasné, že se narozd́ıl od A[`] nejedná o rozvoj (matricization) nějakého tenzoru. Roz-
klad z (3.1) pak můžeme psát v ekonomickém tvaru SVD

A[`] = U
(`)
A Σ

(`)
A (V

(`)
A )T ,

viz (1.4). Dále označ́ıme W součin

W = A×` (U (`))T ,
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viz (2.3). Pokud tenzory na obou stranách rozvineme do matice podle módu `,
dostaneme

W [`] = (U (`))TA[`] (3.2)

viz (2.8). Rozepsáńım matice A[`] pomoćı (3.1) dostaneme

W [`] = (U (`))TU (`) Σ(`) (V (`))T .

Protože matice U (`) je ortogonálńı, můžeme psát

W [`] = Σ(`) (V (`))T =

[
Σ

(`)
A 0
0 0

] [
(V

(`)
A )T

(V
(`)
⊥ )T

]
=

[
Σ

(`)
A (V

(`)
A )T

0

]
.

Tato matice W má n` řádk̊u, z nichž posledńıch n`−r` je nulových. (Poznamenejme,

že řádky maj́ı nerostoućı normy dané singulárńımi č́ısly v matici Σ
(`)
1 .) Tedy i vlákna

tenzoru W v módu ` maj́ı posledńıch n` − r` prvk̊u nulových.
Vynásob́ıme-li tenzor A podobně jako v (3.2) ve všech třech módech maticemi

U (`), źıskáme tenzor

S = A×1 (U (1))T ×2 (U (2))T ×3 (U (3))T ,

viz (2.5). Vlákna tenzoru S maj́ı stejně jako v př́ıpadě (3.2) v každém módu po-
sledńıch n` − r` nulových, k dosažeńı nenulových prvk̊u tohoto tenzoru tedy ne-
potřebujeme celé matice U (`), ale pouze matice U

(`)
A , tj.

SA = A×1 (U
(1)
A )T ×2 (U

(2)
A )T ×3 (U

(3)
A )T , A ∈ Rn1×n2×n3 , SA ∈ Rr1×r2×r3 .

Potom můžeme psát rozklad tenzoru A

A = S ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 U
(3),

resp. jeho redukovaný tvar, který je analogický k ekonomickému tvaru SVD matice,

A = SA ×1 U
(1)
A ×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A .

Definice 13 (Tucker̊uv rozklad (tvar) tenzoru). Necht’ A ∈ Rn1×n2×···×nk je tenzor
s vektorovým rankem (r1, r2, . . . , rk). Potom rozklad

A = SA ×1 U
(1)
A ×2 U

(2)
A · · · ×k U (k)

A , U
(`)
A ∈ Rn`×r` (3.3)

nazýváme Tucker̊uv rozklad tenzoru. Tenzor

SA ∈ Rr1×r2×···×rk

nazýváme Tuckerovo jádro tenzoru A.
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Tucker̊uv rozklad znázorňuje obrázek 3.1. Všimněme si podobnosti mezi ekono-
mickým tvarem SVD matice (1.4), tj. A = UAΣAV

T
A , a Tuckerovým tvarem ten-

zoru (3.3). Budeme-li matice A a ΣA interpretovat jako tenzory druhého řádu, pak
A[1] = A, A[2] = AT a plat́ı A = ΣA ×1 UA ×2 VA. Ekonomický tvar SVD je tedy
speciálńım př́ıpadem Tuckerova rozkladu tenzoru pro tenzory řádu dva. Tucker̊uv
rozklad se z tohoto d̊uvodu také někdy nazývá high-order SVD (HOSVD).

Podstatným rozd́ılem je ovšem to, že Tuckerovo jádro, tj. tenzor SA, je pro
tenzory řádu tři a v́ıce obecně husté, narozd́ıl od matic (tenzor̊u řádu dva),

kde lze vždy volit ΣA diagonálńı. To souviśı s t́ım, že pro matici (tenzor řádu
dva) vždy plat́ı rank1(A) = rank2(A).

Př́ıklad 11. Ukážeme si, jak vypadá jádro tenzoru z př́ıkladu 1.

SA = A×1 (U (1))T ×2 (U (2))T ×3 (U (3))T =

21.7 0.1 0.2
0.2 8.5 −0.6
−0.5 0.8 2.7

0.1 0.3 0.8

−0.7 2.3 1.2
0.6 0.7 −5.7
0.1 3.5 1.3
2.2 −0.8 0.5

�
�

��

�
�

��

Výpočet jsme provedli v MATLABu.

Vid́ıme, že v tomto př́ıkladu nedojde k redukci rozměr̊u, nebot’ r` = n` pro všechna
`. V praxi (u větš́ıch tenzor̊u) ale k redukci docháźı, čehož lze využ́ıt, viz např. [18,
obrázek 3.1]. Př́ıklad větš́ıho tenzoru, kde jádro má menš́ı rozměry je v př́ıloze B.

Důsledek 3. Vı́me, že polyadický rank obecného tenzoru A ∈ Rn1×n2×···×nk lze ome-
zit č́ıslem n1n2 · · ·nk, tj. dimenźı tenzoru. Pokud nav́ıc v́ıme, že má tenzor A vek-
torový rank (r1, r2, . . . , rk), tj. že existuje jeho Tucker̊uv rozklad ve tvaru (3.3), pak
lze jeho polyadický rank určitě omezit č́ıslem r1r2 · · · rk, tj. dimenźı jeho Tuckerova
jádra.

3.2 Základńı operace s tenzory v Tuckerově tvaru

V této části se zaměř́ıme na operace s tenzory v Tuckerově tvaru. Budeme cht́ıt
takové tenzory sč́ıtat a násobit matićı tak jako v podkapitole 2.2. Výsledný tenzor

��

�
�

��

�
�

=

×1

��

��

��

��
×2

×3 ��

��

Obrázek 3.1: Tucker̊uv rozklad (HOSVD) tenzoru řádu 3. Převzato z [28].
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budeme cht́ıt źıskat opět v Tuckerově tvaru. Postup bude analogický k operaćım
s maticemi v ekonomickém tvaru SVD, kterými jsme se už zabývali v podkapitole
1.3. Pro názornost budeme pracovat s tenzory řádu tři, analogicky lze ale postupovat
při práci s tenzory vyšš́ıch řád̊u. Podobně jako v př́ıpadě matic, prováděńı operaćı
s tenzory t́ımto zp̊usobem se nazývá low-rank aritmetika, viz [37], [29], nebo [18].

3.2.1 Sč́ıtáńı tenzor̊u v Tuckerově tvaru

Mějme dva tenzory A ∈ Rn1×n2×n3 s vektorovým rankem (r1, r2, r3) a B ∈ Rn1×n2×n3

s vektorovým rankem (p1, p2, p3). Známe jejich Tuckerovy rozklady

A = SA ×1 U
(1)
A ×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A , SA ∈ Rr1×r2×r3 ,

B = SB ×1 U
(1)
B ×2 U

(2)
B ×3 U

(3)
B , SB ∈ Rp1×p2×p3 .

Součet těchto tenzor̊u označme C = A+ B. Označme (q1, q2, q3) hodnost tenzoru C,
podobně jako u matic plat́ı

0 ≤ q` ≤ p` + r`, ` = 1, 2, 3.

Tenzor C v Tuckerově tvaru źıskáme ve třech kroćıch, analogicky jako v podkapi-
tole 1.3.1.

Krok 1 (Sestaveńı matic a tenzoru): Zřejmě

C = SAB ×1

[
U

(1)
A , U

(1)
B

]
×2

[
U

(2)
A , U

(2)
B

]
×3

[
U

(3)
A , U

(3)
B

]
, (3.4)

kde tenzor SAB je blokově diagonálńı tenzor s tenzory SA a SB na diagonále, tj.

SAB = .

�
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�
�

��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��

�

�

�
�

�

�SA
SB

(3.5)

K vyjádřeńı tenzoru C nám stačilo pouze
”
poskládat“ př́ıslušné části z Tuckerových

rozklad̊u tenzor̊u A a B k sobě. Pokud ale chceme tenzor C zapsat v Tuckerově tvaru,
budeme muset učinit ještě několik krok̊u.

Krok 2 (Ortogonalizace): Matice v rozkladu (3.4) nemaj́ı ortogonálńı sloupce,
proto nejprve spoč́ıtáme jejich QR rozklady, tj.[

U
(1)
A , U

(1)
B

]
= Q1R1, Q ∈ Rn1×(r1+p1), R ∈ R(r1+p1)×(r1+p1),[

U
(2)
A , U

(2)
B

]
= Q2R3, Q ∈ Rn2×(r2+p2), R ∈ R(r2+p2)×(r2+p2),[

U
(3)
A , U

(3)
B

]
= Q2R3, Q ∈ Rn3×(r3+p3), R ∈ R(r3+p3)×(r3+p3).

Tenzor C je potom

C = SAB ×1 (Q1R1)×2 (Q2R2)×3 (Q3R3),
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což můžeme také zapsat

C = (SAB ×1 R1 ×2 R2 ×3 R3 )︸ ︷︷ ︸
W

×1Q1 ×2 Q2 ×3 Q3.

Protože matice Q1, Q2 a Q3 maj́ı ortonormálńı sloupce, tenzory C aW maj́ı stejnou
hodnost, tedy

rank(W) = (q1, q2, q3), kde W ∈ R(r1+p1)×(r2+p2)×(r3+p3). (3.6)

Krok 3 (Komprese jádra): Zbývá nalézt Tuckerovo jádro tenzoru W , které je
zároveň jádrem tenzoru C. Uvažujme Tucker̊uv rozklad

W = SW ×1 U
(1)
W ×2 U

(2)
W ×3 U

(3)
W , SW ∈ Rq1×q2×q3 . (3.7)

Dosad́ıme do (3.6) za tenzor W z (3.7) a źıskáme

C = (SW ×1 U
(1)
W ×2 U

(2)
W ×3 U

(3)
W )×1 Q1 ×2 Q2 ×3 Q3. (3.8)

Označ́ıme součiny matic, kterými násob́ıme tenzor SW v jednotlivých módech

U
(1)
C ≡ Q1U

(1)
W , U

(2)
C ≡ Q2U

(2)
W , U

(3)
C ≡ Q3U

(3)
W ,

připomeňme, že matice, kterými násob́ıme tenzor ve shodném módu se mezi sebou
násob́ı v opačném pořad́ı, viz větu 4. Tyto matice maj́ı ortonormálńı sloupce a po
dosazeńı do (3.8) źıskáváme

C = SW ×1 U
(1)
C ×2 U

(2)
C ×3 U

(3)
C ,

tj. Tucker̊uv rozklad tenzoru C.

3.2.2 Násobeńı tenzoru v Tuckerově tvaru matićı

Daľśı operaćı, kterou se budeme zabývat, je násobeńı tenzoru v Tuckerově tvaru
matićı v `-tém módu. Pro výklad použijeme jako př́ıklad násobeńı tenzoru třet́ıho
řádu v prvńım módu, lze ale zobecnit na tenzor řádu k a násobeńı v `-tém módu,
viz definici 3. Budeme cht́ıt násobit tenzor A ∈ Rn1×n2×n2 ,

A = SA ×1 U
(1)
A ×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A , SA ∈ Rr1×r2×r3

a matici
M ∈ Rm×n1 .

Součin dostaneme opět ve třech kroćıch, analogicky jako v podkapitole 1.3.2.

Krok 1: Součin tohoto tenzoru a matice v prvńım módu je

D = A×1 M = (SA ×1 U
(1)
A ×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A )×1 M, (3.9)
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Tabulka 3.1: Výpočetńı cena při sč́ıtáńı tenzor̊u řádu 3 v Tuckerově tvaru; cena
výpočtu QR rozkladu lze nalézt např. v [12, kapitola 3.5.6]. Cena výpočtu HOSVD
tenzoru řádu k je úměrná k-násobku ceny výpotu SVD; tu lze nalézt např. v [12,
kapitoly 5.2.3]. Zkratka TMp znač́ı součin tenzoru a matice (tensor-matrix product),
MMp znač́ı součin dvou matic (matrix-matrix product).

Výpočet Výpočetńı cena

klasicky n1 · n2 · n3 sč́ıtáńı
Tucker, krok 1 zdarma (sestaveńı matic a tenzoru)
Tucker, krok 2 3 QR rozklady typu (n` × (r` + p`)), ` = 1, 2, 3

+ 3 TMp typu ((r1 + p1)× (r2 + p2)× (r3 + p3))×` . . .
. . .×` ((r` + p`)× (r` + p`)), ` = 1, 2, 3

Tucker, krok 3 1 HOSVD typu ((r1 + p1)× (r2 + p2)× (r3 + p3))
+ 3 MMp (n` × (r` + p`)) · ((r` + p`)× q`), ` = 1, 2, 3

hodnosti rank(D) = (q1, q2, q3). Jinak můžeme psát

D = A×1 M = SA ×1 (MU
(1)
A )︸ ︷︷ ︸

K

×2 U
(2)
A ×3 U

(3)
A , (3.10)

tedy
D = SA ×1 K ×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A , D ∈ Rm×n2×n3 . (3.11)

Pro źıskáńı tenzoru D ve tvaru (3.11) stač́ı pouze vynásobit matici, která násob́ı
tenzor SA v př́ıslušném (v našem př́ıpadě prvńım) módu matićı M .

Krok 2 (Ortogonalizace): MaticeK ale zřejmě nemá ortonormálńı sloupce. Pokud
chceme dosáhnout rozkladu tenzoru D s ortogonálńımi maticemi, provedeme QR
rozklad matice K a dosad́ıme jej do (3.11), dostaneme

K = QKRK , QK ∈ Rm×r1 , RK ∈ Rr1×r1 ,

a
D = SA ×1 (QKRK)×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A . (3.12)

Pokud označ́ıme součin

W ≡ SA ×1 RK , W ∈ Rr1×r2×r3 ,

můžeme psát rovnici (3.12) ve tvaru

D =W ×1 QK ×2 U
(2)
A ×3 U

(3)
A . (3.13)

Obecně ale tenzorW nemuśı Tuckerovým jádrem tenzoru D a tedy ani rovnice (3.13)
neńı Tuckerovým rozkladem tohoto tenzoru.
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Tabulka 3.2: Výpočetńı cena při násobeńı tenzoru matićı v prvńım módu; cena
výpočtu QR rozkladu lze nalézt např. v [12, kapitola 3.5.6]. Cena výpočtu HOSVD
tenzoru řádu k je úměrná k-násobku ceny výpotu SVD; tu lze nalézt např. v [12,
kapitoly 5.2.3]. Zkratka TMp znač́ı součin tenzoru a matice (tensor-matrix product),
MMp znač́ı součin dvou matic (matrix-matrix product), MVp znač́ı součin matice
a vektoru (matrix-vector product).

Výpočet Výpočetńı cena

klasicky 1 TMp typu (n1 × n2 × n3)×1 (m× n1)
= (n2 · n3) MVp typu (m× n1) · n1

Tucker, krok 1 1 MMp typu (m× n1) · (n1 × r1)
Tucker, krok 2 1 QR rozklad typu (m× r1)

+ 1 TMp typu (r1 × r2 × r3)×1 (r1 × r1)
Tucker, krok 3 1 HOSVD typu (r1 × r2 × r3)

+ 1 MMp typu (m× r1) · (r1 × q1)
+ 2 MMp typu (n` × r`) · (r` × q`), ` = 2, 3

Krok 3 (Komprese jádra): Abychom źıskali tento tvar, provedeme nejprve Tuc-
ker̊uv rozklad tenzoru W , tj.

W = SW ×1 U
(1)
W ×2 U

(2)
W ×3 U

(3)
W , rank(W) = (q1, q2, q3),

který dosad́ıme do rovnice (3.13). Dostaneme

D = (SW ×1 U
(1)
W ×2 U

(2)
W ×3 U

(3)
W )×1 QK ×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A . (3.14)

Předchoźı rovnici (3.14) můžeme ale také upravit tak, že předt́ım než provedeme
násobeńı tenzoru maticemi, vynásob́ıme nejprve odpov́ıdaj́ıćı matice, kterými by-
chom násobili jádro SW v př́ıslušných módech, tj. źıskáme

U
(1)
D ≡ QKU

(1)
W , U

(2)
D ≡ U

(2)
A U

(2)
W , U

(3)
D ≡ U

(3)
A U

(3)
W .

Rovnice (3.14) má potom tvar

D = SW ×1 U
(1)
D ×2 U

(2)
D ×3 U

(3)
D ,

tedy Tucker̊uv rozklad tenzoru D.
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4 Aproximace tenzoru pomoćı Tuckerova
rozkladu

V podkapitole 2.4 jsme se zabývali hodnost́ı tenzoru a mimo jiné jsme také došli
k závěru, že poznatky o aproximaci matice matićı nižš́ı hodnosti nelze zobecnit na
tenzory, pokud pracujeme s polyadickým rankem. V této kapitole ukážeme, že pokud
budeme jako hodnost tenzoru uvažovat vektorový rank, věta 2 o aproximaci matice
matićı nižš́ı hodnosti lze zobecnit na tenzory. Tohoto faktu se využ́ıvá např. v [37],
[29], nebo [18].

4.1 Zobecněná Schmidtova–Eckartova–Youngova–
–Mirského věta

Nyńı ukážeme, jak využ́ıt Tucker̊uv rozklad k aproximaci tenzoru tenzorem s nižš́ım
vektorovým rankem. Kĺıčovým nástrojem bude následuj́ıćı věta, viz také [41, str.
20] a [10, str. 1267].

Věta 7 (Aproximace tenzoru pomoćı tenzoru s nižš́ım vektorovým rankem). Necht’

tenzor A ∈ Rn1×···×nk hodnosti (r1, r2, . . . , rk) má Tucker̊uv rozklad

A = SA ×1 U
(1)
A · · · ×k U (k)

A ∈ Rn1×···×nk ,

kde tenzor
SA = (si1,...,ik) i`=1,...,r` , `=1,2,...,k ∈ Rr1×···×rk

představuje Tuckerovo jádro a sloupce matice U
(`)
A ∈ Rn`×r` jsou navzájem orto-

normálńı levé singulárńı vektory tvoř́ıćı bázi oboru hodnot matice A[`], ` = 1, . . . , k.
Označme dále σ

(`)
1 ≥ · · · ≥ σ

(`)
r` > 0 singulárńı č́ısla matice A[`]. Necht’ t` jsou č́ısla

splňuj́ıćı
t` ≤ r`, ` = 1, . . . , k.

Pak tenzor
B = SB ×1 U

(1)
B · · · ×k U (k)

B ∈ Rn1×···×nk , (4.1)

kde
SB ≡ (si1,...,ik) i`=1,...,t` , `=1,2,...,k ∈ Rt1×···×tk
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je podtenzor tenzoru SA a matice U
(`)
B ∈ Rn`×t` je tvořena prvńımi t` sloupci matice

U
(`)
A , má zřejmě hodnost omezenou č́ısly t`, tj. rank(B) ≤ (t1, . . . , tk) a aproximuje

tenzor A tak, že plat́ı

‖A − B‖ ≤

(
k∑
`=1

r∑̀
j=t`+1

(σ
(`)
j )2

)1/2

. (4.2)

D̊ukaz. Protože rozklad (4.1) tenzoru B má strukturu analogickou Tuckerovu roz-
kladu, tedy rank(B) ≤ (t1, . . . , tk) plat́ı triviálně. Abychom dokázali nerovnost (4.2),
budeme uvažovat tenzory B`, źıskané analogicky jako tenzor B, takové, že

B` = SB` ×1 U
(1)
A · · · ×`−1 U

(`−1)
A ×` U (`)

B ×`+1 U
(`+1)
A · · · ×k U (k)

A ,

kde tenzor
SB` ∈ Rr1×···×r`−1×t`×r`+1×···×rk

je podtenzor tenzoru SA a zároveň nadtenzor tenzoru SB. Dále budeme uvažovat
tenzory

S̃B ≡ B ×1 (U
(1)
A )T · · · ×k (U

(k)
A )T ∈ Rr1×···×rk ,

S̃B` ≡ B` ×1 (U
(1)
A )T · · · ×k (U

(k)
A )T ∈ Rr1×···×rk , ` = 1, . . . , k.

tj. tenzory SB a SB` doplněné nulami. Protože tenzorová norma, kterou použ́ıváme,
je ortogonálně invariantńı (stejně jako eukleidovská norma vektoru a Frobeniova
norma matice), pak zřejmě

‖A − B‖ = ‖SA − S̃B‖ a ‖A − B`‖ = ‖SA − S̃B`‖. (4.3)

Na levé straně nerovnosti (4.2) tak stač́ı mı́sto tenzor̊u A a B uvažovat tenzory SA
a S̃B. Nyńı se pod́ıváme jak vypadaj́ı rozd́ıly tenzor̊u ∆` ≡ SA − S̃B` , ` = 1, . . . , k.
Rozd́ıly můžeme schematicky znázornit následuj́ıćım zp̊usobem (tato část d̊ukazu je
provedena kv̊uli názornosti pro tenzor třet́ıho řádu, z konstrukce je však zřejmé, že
lze použ́ıt na tenzor obecného řádu k; čárkovaně jsou znázorněny bloky tenzor̊u, které
obsahuj́ı pouze nuly, plnou čarou jsou pak znázorněny bloky s obecně nenulovými
prvky):
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− �
�

��

�
�

��

�
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�

SA − S̃B1 = ∆1,
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SA − S̃B3 = ∆3.

Rozd́ıl tenzor̊u ∆ ≡ SA − S̃B lze schematicky znázornit obdobně:

�
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�

SA − S̃B = ∆.

Označ́ıme-li D a D` množiny obecně nenulových prvk̊u (tj. prvk̊u lež́ıćıch v bloćıch
vyznačených plnou čarou) tenzor̊u ∆ a ∆`, pak, s využit́ım vztahu (4.3), dostaneme

‖A − B‖2 =
∑
δ∈D

δ2 a ‖A − B`‖2 =
∑
δ∈D`

δ2,

pro ` = 1, . . . , k. Protože

D =
k⋃
`=1

D`, pak ‖A − B‖2 ≤
k∑
`=1

‖A − B`‖2, (4.4)

přičemž rovnost nastane tehdy a jen tehdy, když všechny pr̊uniky D` ∩ Ds, kde
` = 1, . . . , k, s = 1, . . . , k, ` 6= s, obsahuj́ı pouze nulové prvky.

Nakonec budeme uvažovat matice A[`] a B
[`]
` , tj. rozvoje tenzor̊u A a B` v matice

v módu `. Pak

A[`] =

r∑̀
j=1

u
(`)
j σ

(`)
j (v

(`)
j )T , B

[`]
` =

t∑̀
j=1

u
(`)
j σ

(`)
j (v

(`)
j )T ,

představuj́ı singulárńı rozklady matic A[`] a B
[`]
` ve tvaru dyadických rozvoj̊u, viz

(1.5). Věta 2 ř́ıká, že matice B
[`]
` je nejlepš́ı aproximaćı matice A[`] matićı hodnosti
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t`, přičemž plat́ı

‖A[`] −B[`]
` ‖

2
F =

r∑̀
j=t`+1

(σ
(`)
j )2. (4.5)

S využit́ım faktu, že ‖T ‖ = ‖T [`]‖F , tj. norma libovolného tenzoru je rovna Frobe-
niově normě rozvoje tohoto tenzoru v libovolném módu, a s využit́ım vztah̊u (4.4)
a (4.5) ihned dostaneme

‖A − B‖2 ≤
k∑
`=1

‖A − B`‖2 =
k∑
`=1

‖A[`] −B[`]
` ‖

2
F =

k∑
`=1

r∑̀
j=t`+1

(σ
(`)
j )2.

Po odmocněńı źıskáme nerovnost

‖A − B‖ ≤

(
k∑
`=1

r∑̀
j=t`+1

(σ
(`)
j )2

)1/2

,

kterou jsme chtěli dokázat.

Poznamenejme, že aproximace tenzoru tenzorem nižš́ı hodnosti se v praxi použ́ıvá
velmi často, viz např. [37], [29] nebo [18]. Kombinace výpočtu Tuckerova rozkladu
daného tenzoru spolu s jeho aproximaćı tenzorem nižš́ıho ranku se často nazývá
truncated Tucker decomposition (př́ıp. truncated HOSVD), tedy

”
oř́ıznutý“ Tucker̊uv

rozklad, viz např. [28, str. 477].

4.2 Rozbor zobecněné věty na p̌ŕıkladech

Nyńı se pod́ıváme na r̊uzné situace, které mohou v souvislosti s větou 7 nastat.
Zejména nás bude zaj́ımat, jak moc je odhad (4.2) nadhodnocený a kdy nastane
rovnost.

4.2.1 Nadhodnoceńı odhadu

Nejprve se pod́ıváme na následuj́ıćım př́ıkladu, jak moc může být odhad nadhod-
nocený.

Př́ıklad 12. Uvažujme následuj́ıćı kubický, supersymetrický a nav́ıc diagonálńı ten-
zor

A =

��

�
�

��

�
�

1
1

1
1

1
1

∈ R6×6×6. (4.6)
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Protože je supersymetrický, jsou všechny jeho rozvoje identické. Zřejmě

A[`] =
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

 ,

přičemž jej́ı singulárńı rozklad je A[`] = U
(`)
A Σ

(`)
A (V

(`)
A )T , kde

U
(`)
A ≡ Σ

(`)
A ≡


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 , V
(`)
A ≡ (A[`])T , ` = 1, 2, 3,

a tedy rank(A) = (6, 6, 6). Tenzor A je tedy sám svým Tuckerovým jádrem. Po-
kud se pokuśıme tenzor aproximovat tenzorem B hodnosti (5, 5, 5) a tenzor budeme
konstruovat tak jak se postupuje v předchoźım d̊ukazu, pak dostaneme

B =

��

�
�

��

�
�

1
1

1
1

1
0

. (4.7)

Zřejmě ‖A − B‖ = 1, ale (
∑k

`=1

∑r`
j=t`+1(σ

(`)
j )2)1/2 = (

∑3
`=1(σ

(`)
6 )2)1/2 =

√
3 .

Z předchoźıho př́ıkladu je zřejmé, že obecně, pro analogický tenzor řádu k, může
doj́ıt k nadhodnoceńı až (

√
k )-krát. Z konstrukce d̊ukazu i předchoźıho př́ıkladu se

zdá, že k horš́ımu nadhodnoceńı nemůže doj́ıt, tedy, že plat́ı

‖A − B‖ ≤

(
k∑
`=1

r∑̀
j=t`+1

(σ
(`)
j )2

)1/2

≤
√
k ‖A − B‖. (4.8)

Druhá nerovnost ve vztahu (4.8) lze dokázat obdobně jako nerovnost z věty 7, viz
také text psaný kurźıvou pod rovnićı (4.4). Důkaz, s využit́ım značeńı z d̊ukazu
věty 7, jen naznač́ıme. Konkrétně budeme potřebovat množiny D a D`. Pokud
množina D \ (∩k`=1D`) obsahuje pouze nulové prvky, pak je každý nenulový pr-
vek množiny D obsažen ve všech množinách D`, tj. Tuckerovo jádro SA je blokově
diagonálńı tenzor. Každý nenulový prvek

”
oř́ızuný“ z p̊uvodńıho jádra je pak do od-

hadu na pravé straně nerovnosti (4.2), resp. jej́ıho kvadrátu, započten právě k-krát,
horš́ı situace zřejmě nastat nemůže. Pak je ale odhad právě (

√
k )-krát nadhodnocen.
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Libovolný tenzor druhého řádu, tedy matice A hodnosti r (formálně (r, r); řád-
ková i sloupcová hodnost matice je vždy stejná), je takovým př́ıkladem pro k = 2.
Tuckerovo jádro matice A je diagonálńı matice ΣA ∈ Rr×r ze singulárńıho rozkladu
(1.4). Plat́ı A[1] = A, A[2] = AT , U

(1)
A = UA, U

(2)
A = VA a σ

(1)
j = σ

(2)
j . Budeme-li cht́ıt

hodnost matice A sńıžit z r na nějaké t ≤ r (formálně (t, t)) a aplikujeme-li odhad
(4.2), pak bude započ́ıtáno každé singulárńı č́ıslo matice dvakrát a celkový odhad
bude právě (

√
2 )-krát nadhodnocen.

4.2.2 Rovnost odhadu a hodnost výsledného tenzoru

Nyńı za zaměř́ıme na otázku, kdy ve vztahu (4.2) nastane rovnost. Ta je v podstatě
již zodpovězena v d̊ukazu v textu psaném kurźıvou pod rovnićı (4.4). Taková situace
zřejmě nastane např. tehdy, když ve vztaźıch t` ≤ r` nastane ostrá nerovnost jen
pro jedno `, např. ` = 1, a ve všech ostatńıch př́ıpadech nastane rovnost, tj. t1 < r1

a t` = r`, ` = 2, . . . , k. Pak se odhad (4.2) zredukuje na rovnost (1.16) z věty 2 pro
matice A[1] a B[1]. To však s sebou může nést daľśı zaj́ımavé jevy, které budeme
ilustrovat opět na tenzoru z předchoźıho př́ıkladu.

Př́ıklad 13. Uvažujme tenzor A (4.6) z přechoźıho přikladu. Pokusme se nyńı ten-
zor aproximovat tenzorem B např. hodnosti (5, 6, 6). Necht’ tedy nyńı plat́ı t1 = 5 <
r1 = 6, t2 = r2 = 6, t3 = r3 = 6. Použijeme-li stejný postup jako dosud, dostaneme
tenzor B identický s tenzorem (4.7). Opět tedy plat́ı ‖A − B‖ = 1, ale tentokrát

(
∑k

`=1

∑r`
j=t`+1(σ

(`)
j )2)1/2 = σ

(1)
6 = 1. Odhad je tedy přesný. Tenzor B, který jsme

źıskali však neńı hodnosti (5, 6, 6), jak jsme si přáli, ale hodnosti (5, 5, 5). Źıskali
jsem tedy tenzor hodnosti nǐzš́ı, než bylo požadováno.

Daľśı př́ıklady aproximace tenzoru tenzorem nižš́ı hodnosti, kdy snižujeme hodnost
jen v jediném módu nalezneme v př́ıloze C, v tabulce C.2, řádky 1–4, 5–9, 10–
11. Všimněme si, že, podobně jako v přechoźım př́ıkladu, i v tabulce C.2 docháźı
v řádćıch 4, 9 a 11 k tomu, že je hodnost źıskaného tenzoru nižš́ı než hodnost
požadovaná. V těchto př́ıpadech je tomu proto, že zde tenzor třet́ıho řádu aproxi-
mujeme tenzorem, který má `-rank v módu ` = 1, 2, resp. 3 roven jedné. Tenzor
třet́ıho řádu tedy aproximujeme vněǰśım součinem matice a vektoru. Matice však má
stejný počet lineárně nezávislých vláken v obou módech. Výsledný tenzor tak muśı
mı́t v obou módech r̊uzných od ` stejnou hodnost. Obecně tedy má nižš́ı hodnost než
bylo požadováno. Z podobného d̊uvodu i při aproximaci diagonálńıho tenzoru tenzo-
rem, u kterého předeṕı̌seme r̊uzné `-ranky v r̊uzných módech, dostaneme výsledný
tenzor hodnosti nižš́ı, než byla předepsaná, ne vyšš́ı než min` rank`(A).

Na základě předchoźıch dvou př́ıklad̊u by nás mohlo zaj́ımat, zda je možné nalézt
aproximaci tenzoru tenzorem nižš́ı hodnosti s r̊uznými `-ranky tak aby přitom byla
zachována rovnost ve vztahu (4.2). V př́ıloze C, v tabulce C.2 vid́ıme, že taková
situace určitě nastala v řádćıch 1–3, 5–8 a 10. V této př́ıloze však pracujeme s obecně
hustým tenzorem, který má r̊uzné rozměry a r̊uzné ranky v r̊uzných módech. Na
základě těchto pozorováńı by se mohlo zdát, že hraje d̊uležitou roli to, zda tenzor je
kubický a supersymetrický, jako (4.6), nebo zda neńı, jako tomu je v př́ıloze. Toto
však nehraje roli, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.
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Př́ıklad 14. Uvažujme následuj́ıćı kubický a supersymetrický tenzor

A =

�

��

�

�

��

�
�

�

�

1
1

1

1
1

1

1
1

1

�
�

�
�

�
�

�

�
�

∈ R6×6×6. (4.9)

Protože je supersymetrický, jsou všechny jeho rozvoje identické. Zřejmě

A[`] =
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 ,

přičemž jej́ı singulárńı rozklad je A[`] = U
(`)
A Σ

(`)
A (V

(`)
A )T , kde

U
(`)
A ≡


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 , Σ
(`)
A ≡



√
2 0 0 0 0 0

0
√

2 0 0 0 0

0 0
√

2 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 , ` = 1, 2, 3,

a tedy rank(A) = (6, 6, 6). Tenzor A je tedy sám svým Tuckerovým jádrem. Budeme-
li nyńı aproximovat tento tenzor tenzorem hodnosti (5, 6, 6), dostaneme tenzor

B =
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�
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��

�

�
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1
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1

1
1

1
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�

�
�

�
�
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�
�

∈ R6×6×6.

Snadno ověř́ıme, že rank(B) = (5, 6, 6) a ‖A − B‖ = 1, což se př́ımo rovná odhadu

(
∑k

`=1

∑r`
j=t`+1(σ

(`)
j )2)1/2 = σ

(1)
6 = 1.

Nyńı se ještě pod́ıváme, co se stane, pokud se tenzor z předchoźıho př́ıkladu po-
kuśıme aproximovat tenzorem nižš́ı hodnosti ve v́ıce než jednom módu.

Př́ıklad 15. Uvažujme tenzor A (4.9) z přikladu 14. Pokusme se nyńı tento tenzor
aproximovat tenzorem B hodnosti (5, 5, 6). Dostaneme tak tenzor

B =
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∈ R6×6×6. (4.10)
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Přestože jsme nyńı modifikovali tenzor ve dvou módech, ve vztahu (4.2) i nadále

plat́ı rovnost, ‖A−B‖ =
√

2 , (
∑k

`=1

∑r`
j=t`+1(σ

(`)
j )2)1/2 = ((σ

(1)
6 )2 +(σ

(2)
6 )2)1/2 =

√
2

(viz text psaný kurźıvou pod rovnićı (4.4)). Pokud se však pod́ıváme na hodnost
výsledného tenzoru, zjist́ıme, že rank(B) = (5, 5, 5). Tı́m, že jsme z báze prostoru

vláken prvńıho módu odebrali vektor u
(1)
6 (šestý sloupec matice U

(1)
A ) a zároveň jsme

z báze prostoru vláken druhého módu odebrali vektor u
(2)
6 (šestý sloupec matice U

(2)
A ),

zmizel t́ım automaticky i vektor u
(3)
3 z báze prostoru vláken třet́ıho módu (třet́ı sloupec

matice U
(3)
A ).

Předchoźı př́ıklad ukazuje, že odebráńı dvou nejmenš́ıch singulárńıch č́ısel ve dvou
r̊uzných módech, může být ekvivalentńı odebráńı velkého singulárńıho č́ısla ve zbý-
vaj́ıćım módu. To, že singulárńı č́ısla jednotlivých rozvoj̊u nejsou nezávislá, ale
provázaná také ilustruje př́ıklad v př́ıloze C v tabulce C.2, speciálně pak grafy na
obrázćıch C.1, C.2 a C.3, které ukazuj́ı pohyby singulárńıch č́ısel v jednotlivých
módech při aproximaci tenzoru.

4.2.3 Optimalita aproximace

Na závěr se pokuśıme tenzor z předchoźıch dvou př́ıklad̊u aproximovat tenzorem
s nižš́ı hodnost́ı ve všech módech. Výsledek tohoto pokusu nám umožńı diskutovat
o optimalitě takové aproximace.

Př́ıklad 16. Uvažujme opět tenzor A (4.9) z př́ıkladu 14. Pokuśıme se tento tenzor
aproximovat tenzorem B hodnosti (5, 5, 5). Dostaneme tak tenzor

B =
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∈ R6×6×6. (4.11)

Tenzor jsme nyńı modifikovali ve všech třech módech. Ve vztahu (4.2) i nadále plat́ı

rovnost, ‖A−B‖ =
√

3, (
∑k

`=1

∑r`
j=t`+1(σ

(`)
j )2)1/2 = ((σ

(1)
6 )2 + (σ

(2)
6 )2 + (σ

(3)
6 )2)1/2 =√

3 . Pod́ıváme-li se ale na hodnost výsledného tenzoru, zjist́ıme, že rank(B) =

(4, 4, 4). Tı́m, že jsme odebrali z báze prostoru vláken `-tého módu vektor u
(`)
6 zároveň

pro všechna `, ` = 1, 2, 3, z báze tohoto prostoru zmizel automaticky i vektor u
(`)
3 .

Vid́ıme tedy, že tento postup nevede k aproximaci tenzoru A (4.9) tenzorem hod-
nosti (5, 5, 5), jak jsme požadovali a které jsme dosáhli v př́ıkladu 14. Tenzor (4.10)
z př́ıkladu 14 nav́ıc, narozd́ıl od tenzoru (4.11), aproximuje p̊uvodńı tenzor s menš́ı
chybou.

Tenzor B (4.1) z věty 7 tedy obecně neńı optimálńı ve smyslu minimality
normy, tak jak tomu bylo ve větě 2 (viz stranu 23).
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Na druhou stranu aproximace p̊uvodńıho tenzoru (4.9) tenzorem (4.11) může být
někdy vhodněǰśı, jelikož tenzor (4.11) je supersymetrický tak jako tenzor p̊uvodńı.
Tenzor (4.10) je sice lepš́ı aproximaćı hodnosti (5, 5, 5) ve smyslu normy, je ale jen
částečně symerický.
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Závěr

Tato práce má čtenáři sloužit jako úvod do problematiky práce s tenzory. S tenzorem
se zde pracuje výhradně jako s v́ıcerozměrným polem č́ısel, d́ıky čemuž je možné
matici považovat za tenzor druhého řádu. V textu jsme se snažili poukazovat na
analogie mezi maticemi a tenzory, ale také upozornit na takové vlastnosti matic,
které naopak na tenzory zobecnit nelze, nebo to lze obt́ıžně. Pozornost jsme věnovali
zejména problému zavedeńı hodnosti tenzoru řádu k, k ≥ 3, která je př́ıkladem
vlastnosti, která lze zobecnit jen s jistými obt́ıžemi. Ukázali jsme dva možné př́ıstupy
pomoćı tzv. polyadického a vektorového ranku tenzoru. Prvńı př́ıstup s sebou přinesl
nepř́ıjemnosti topologického rázu (vždy existuje tenzor v jehož libovolně malém okoĺı
je tenzor nižš́ıho polyadického ranku), druhý pak nepř́ıjemnosti se strukturou ranku
jako takového (počet lineárně nezávislých vláken může být v r̊uzných módech r̊uzný,
vektorový rank tenzoru tedy neńı č́ıslo ale vektor).

Hlavńım ćılem práce bylo zavedeńı Tuckerova rozkladu tenzoru jako zobecněńı
singulárńıho rozkladu matic. Ukázali jsme, jak lze tento rozklad zkonstruovat a jak
je možno s tenzory, máme-li je k dispozici pouze ve tvaru tohoto rozkladu, provádět
některé základńı operace. To je d̊uležité např. tehdy, jsou-li tenzory, se kterými
pracujeme, př́ılǐs velké na to, abychom s nimi mohli pracovat v poč́ıtači př́ımo, ale
jsou malého (vektorového) ranku, je možné uchovávat jejich Tuckerovy rozklady a
provádět výpočty v tzv. low-rank aritmetice.

Důležitým výstupem této práce je zformulováńı věty o aproximaci tenzoru ten-
zorem nižš́ıho vektorového ranku, která je jistým zobecněńım známé Schmidtovy–
Eckartovy–Youngovy–Mirského věty o aproximaci matice matićı nižš́ıho ranku, a
jej́ı d̊ukaz (který jsme provedli nezávisle na existuj́ıćı literatuře). Tato věta právě
využ́ıvá struktury Tuckerova rozkladu tenzoru. Na řadě konkrétńıch př́ıklad̊u jsme
pak ilustrovali śılu i nedostatky modifikovaného tvrzeńı, zejména v porovnáńı s jej́ı
maticovou předlohou.
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A Software

V této př́ıloze ještě zmı́ńıme software, který je možné použ́ıvat při práci a výpočtech
s tenzory. Vycházet budeme mimo jiné z přehledu softwaru pro tenzory z článku [28].
Prvńı pokusy o programováńı základńıch operaćı v prostoru tenzor̊u se objevily už
v sedmdesátých letech dvacátého stolet́ı, viz článek [35], dnes už je ale dostupných
mnoho mnoho programů a rozšǐruj́ıćıch toolbox̊u, které lze pro výpočty s tenzory
použ́ıvat.

A.1 Matlab

Jedńım z nejpouž́ıvaněǰśıch programů v matematice je Matlab R© vyv́ıjený komerčně
firmou MathWorks R©. Z hlediska tenzor̊u podporuje Matlab tzv. v́ıcerozměrná pole
(multidimensional arrays, MDAs), v rámci nichž je možné provádět operace s prvky
tenzor̊u, permutace index̊u a vektorové operace (např. součet). Složitěǰśı operace
(jako je např. součin tenzor̊u) samotný Matlab nepodporuje, je ale možné v něm
takové operace provádět přidáńım exterńıch toolbox̊u. Stručný výčet několika ta-
kových toolbox̊u následuje.

Podporu pro práci s tenzory maj́ı kromě Matlabu i daľśı matematické pro-
gramy. Takovými programy jsou např. Mathematica firmy Wolfram Research,
Inc., nebo Maple firmy Waterloo Maple, Inc. (Maplesoft), kde lze s výhodou pra-
covat předevš́ım s tenzory s ř́ıdkou strukturou.

A.2 Tensor Toolbox

Daľśım nástrojem pro Matlab je Tensor Toolbox, jehož autory jsou B. W. Ba-
der and T. G. Kolda, viz [2], [3] a [4]. Tento software rozšǐruje základńı funkce
Matlabu tak, aby bylo možné provádět operace s tenzory jako je rozvoj ten-
zoru v matici nebo tenzorové násobeńı, obsahuje také programové tř́ıdy pro po-
lyadický tvar tenzoru (ktensor) nebo pro Tucker̊uv tvar (ttensor). Tento nástroj
také umožňuje efektivně ukládat tzv. ř́ıdké tenzory, stejně jako tenzory s nějakou
speciálńı strukturou. Uživatel zde má možnost konsturovat také vlastńı algoritmy.

Toolbox je volně dostupný, aktuálně (od 6. února 2015) ve verzi 2.6,
na adrese http://www.sandia.gov/~tgkolda/TensorToolbox.
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A.3 Hierarchical Tucker Toolbox

Daľśı rozšǐruj́ıćı programovou tř́ıdou, inspirovanou právě tř́ıdami ktensor a tten-

sor, je tř́ıda htucker, kterou vyvinula C. Tobler pro práci s tenzory v tzv. hierar-
chickém Tuckerově tvaru, viz [19]. Tento nástroj ale umožňuje provádět operace i
s tenzory, které ve tvaru hierarchického Tuckerova rozkladu nejsou. Pro popis hirear-
chického Tuckerova rozkladu rozkladu i nástroje htucker viz [41] a [30].

Toolbox je volně dostupná na adrese http://anchp.epfl.ch/htucker.

A.4 Tensorlab

Pro práci s tenzorovými rozkladu v Matlabu je vhodný také nástroj Tensor-
lab autor̊u L. Sorbera, M. Van Barela a L. De Lathauwera, viz [39]. Tento pro-
gram je nástrojem pro výpočty tenzorových rozklad̊u, např. polyadický rozklad,
Tucker̊uv rozklad atd., a následnou práci s tenzory v těchto tvarech. Tensorlab
nab́ıźı algoritmy umožňuj́ıćı definovat tenzory a matice, jejich součiny a rozklady,
přičemž má uživatel možnost navrhnout vlastńı struktury nebo si vybrat ze seznamu
předdefinovaných struktur, včetně takových, které splňuj́ı např. podmı́nku ortogo-
nality. Také zde mimo jiné najdeme algoritmus pro výpočet hodnosti tenzoru a s t́ım
souvisej́ıćı aproximaci pomoćı nižš́ıho vektorového ranku (low multilinear rank ap-
proximation). Tensorlab umožňuje mnoho daľśıch výpočt̊u týkaj́ıćıch se problémů
optimalizace apod., kterými jsme se ale v této práci nezabývali.

Toolbox je volně dostupný na adrese http://www.tensorlab.net.

A.5 N-way Toolbox & CuBatch

Nástroje N-way Toolbox a CuBatch jsou volně dostupné. N-way Toolbox
obsahuje mimo jiné umožňuje výpočet tenzorových rozklad̊u, včetně polyadického
rozvoje a Tuckerova rozkladu, které jsme popsali v této práci. CuBatch je grafické
uživatelské rozhrańı, které v Matlabu umožňuje analyzovat data źıskaná v N-way
Toolboxu.

N-way Toolbox je volně dostupný na adrese
http://www.models.life.ku.dk/nwaytoolbox.

CuBatch je volně dostupný na adrese
http://www.models.life.ku.dk/cubatch.

A.6 PLS Toolbox

PLS Toolbox je komerčńı software vyvýjený firmou Eigenvector Research, Inc.,
konstruovaný předevš́ım pro využit́ı v chemometrii.

Toolbox je k dispozici na adrese
http://www.eigenvector.com/software/pls toolbox.htm.
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B Př́ıklad tenzoru s malým Tuckerovým
jádrem

Výpočty v této a následuj́ıćı př́ıloze C (stejně jako jádro v př́ıkladu 11, viz str. 45)
jsou provedeny v programu Matlab R© 8.1.0.604 (R2013a) bez použit́ı výše toolbox̊u
zmı́něných v předchoźı př́ıloze, na poč́ıtači Dell Latitude 6430U s procesorem Intel R©

CoreTM i7-3687U, 2.10 GHz s 8.00 GB RAM a se 64 bitovým operačńım systémem
Windows R© 7 Professional, SP1.

Tenzor A ∈ R8×10×4 hodnosti (5, 6, 3)

A(:,:,1) =

-0.7817 -0.6152 -0.5934 -0.1379 -0.5698 0.3926 -0.3953 -1.2317 0.5990 0.5995

-0.0559 -0.0433 -0.0408 -0.0100 -0.0406 0.0274 -0.0276 -0.0877 0.0400 0.0417

-0.5077 -0.3981 -0.3822 -0.0898 -0.3696 0.2537 -0.2553 -0.7992 0.3835 0.3869

0.6822 0.5392 0.5229 0.1200 0.4979 -0.3446 0.3472 1.0762 -0.5316 -0.5270

-0.6148 -0.4835 -0.4660 -0.1085 -0.4480 0.3084 -0.3106 -0.9685 0.4698 0.4709

-0.5373 -0.4235 -0.4093 -0.0947 -0.3919 0.2704 -0.2723 -0.8470 0.4143 0.4132

0.5367 0.4260 0.4153 0.0941 0.3922 -0.2726 0.2749 0.8476 -0.4251 -0.4175

-1.5256 -1.2040 -1.1654 -0.2685 -1.1130 0.7689 -0.7747 -2.4057 1.1819 1.1755

A(:,:,2) =

-0.2729 -0.0763 -0.4582 -0.0616 -0.1092 0.2426 -0.1919 -0.6477 0.8182 -0.0296

-0.0170 -0.0037 -0.0306 -0.0059 -0.0079 0.0195 -0.0121 -0.0467 0.0571 -0.0070

-0.1724 -0.0461 -0.2934 -0.0428 -0.0710 0.1617 -0.1215 -0.4214 0.5285 -0.0286

0.2459 0.0721 0.4065 0.0493 0.0950 -0.2053 0.1724 0.5641 -0.7186 0.0110

-0.2135 -0.0592 -0.3594 -0.0492 -0.0859 0.1918 -0.1503 -0.5096 0.6429 -0.0255

-0.1898 -0.0540 -0.3169 -0.0411 -0.0750 0.1649 -0.1333 -0.4449 0.5637 -0.0161

0.1994 0.0610 0.3249 0.0353 0.0746 -0.1565 0.1395 0.4428 -0.5689 -0.0029

-0.5438 -0.1570 -0.9039 -0.1138 -0.2128 0.4642 -0.3818 -1.2624 1.6035 -0.0363

A(:,:,3) =

-0.6973 0.2069 -1.1166 0.6581 -0.9868 0.1283 -0.0163 -0.2909 0.9948 0.6424

-0.0490 0.0171 -0.0794 0.0488 -0.0712 0.0085 0.0005 -0.0177 0.0697 0.0455

-0.4511 0.1388 -0.7241 0.4307 -0.6421 0.0822 -0.0074 -0.1831 0.6433 0.4163

0.6113 -0.1735 0.9762 -0.5691 0.8593 -0.1139 0.0193 0.2632 -0.8727 -0.5620

-0.5480 0.1638 -0.8780 0.5184 -0.7764 0.1006 -0.0120 -0.2274 0.7817 0.5049

-0.4801 0.1402 -0.7680 0.4509 -0.6778 0.0888 -0.0127 -0.2027 0.6851 0.4420

0.4831 -0.1311 0.7693 -0.4437 0.6745 -0.0911 0.0192 0.2143 -0.6901 -0.4432

-1.3649 0.3936 -2.1817 1.2768 -1.9232 0.2532 -0.0392 -0.5812 1.9481 1.2556

A(:,:,4) =

-0.6657 -0.6279 -0.3473 -0.1407 -0.5149 0.2861 -0.3207 -0.9633 0.1643 0.6349

-0.0490 -0.0452 -0.0243 -0.0095 -0.0365 0.0186 -0.0231 -0.0684 0.0095 0.0468

-0.4350 -0.4083 -0.2244 -0.0903 -0.3338 0.1824 -0.2086 -0.6247 0.1024 0.4148

0.5767 0.5473 0.3048 0.1246 0.4503 -0.2552 0.2794 0.8423 -0.1502 -0.5502

-0.5242 -0.4940 -0.2729 -0.1103 -0.4048 0.2242 -0.2523 -0.7574 0.1282 0.5000

-0.4564 -0.4314 -0.2392 -0.0972 -0.3542 0.1983 -0.2203 -0.6627 0.1149 0.4353

0.4504 0.4299 0.2412 0.0994 0.3549 -0.2051 0.2195 0.6639 -0.1235 -0.4298

-1.2931 -1.2244 -0.6803 -0.2771 -1.0062 0.5664 -0.6253 -1.8824 0.3306 1.2335
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Matice U
(1)
A ∈ R8×5, U

(2)
A ∈ R10×6, U

(3)
A ∈ R4×3

U1(:,1:r1) =

-0.3632 -0.3098 -0.2626 -0.3423 -0.0705

-0.0257 -0.1961 0.2902 -0.1392 0.5469

-0.2354 -0.5347 -0.4884 0.1221 -0.1051

0.3178 -0.2584 0.3343 -0.4789 0.1884

-0.2856 -0.3236 0.5416 0.6520 -0.0180

-0.2499 -0.0605 -0.2323 0.0643 0.7404

0.2506 -0.6152 0.1548 -0.1454 -0.2435

-0.7101 0.1615 0.3540 -0.4109 -0.2039

U2(:,1:r2) =

-0.3878 -0.0361 -0.1853 0.1003 -0.5892 0.0771

-0.1769 -0.4804 -0.1472 0.2405 0.3587 -0.2554

-0.3988 0.3480 0.0703 0.0853 0.0326 -0.4503

0.0616 -0.4454 0.1939 -0.0452 0.1571 -0.3152

-0.3605 0.2267 -0.4023 -0.5525 0.1586 -0.3348

0.1602 0.1267 -0.1139 0.4688 -0.4613 -0.3744

-0.1418 -0.1987 0.0771 0.2914 0.0329 -0.3613

-0.4812 -0.4762 0.2369 -0.2429 -0.3347 0.2043

0.3890 -0.3387 -0.6295 -0.2415 -0.2429 -0.1459

0.3112 0.0098 0.5180 -0.4423 -0.2973 -0.4253

U3(:,1:r3) =

-0.6087 0.3933 0.0531

-0.3169 -0.0085 0.8838

-0.5623 -0.7970 -0.2190

-0.4614 0.4583 -0.4101
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Obrázek B.1: Singulárńı č́ısla σ
(`)
j , j = 1, . . . , n`, jednotlivých rozvoj̊u A[`] (matrici-

zations), ` = 1, 2, 3, tenzoru A ∈ R8×10×4 hodnosti (5, 6, 3).
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Tenzor A×1 (U (1))T

AU1(:,:,1) =

2.1493 1.6952 1.6397 0.3785 1.5678 -1.0825 1.0904 3.3886 -1.6613 -1.6544

0.0032 -0.0019 -0.0071 0.0013 0.0010 0.0021 -0.0026 0.0027 0.0143 0.0048

-0.0000 -0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0001 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU1(:,:,2) =

0.7628 0.2187 1.2705 0.1623 0.2998 -0.6568 0.5357 1.7789 -2.2570 0.0576

-0.0134 -0.0101 -0.0106 0.0087 0.0009 -0.0132 -0.0085 0.0048 0.0053 0.0281

-0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU1(:,:,3) =

1.9218 -0.5576 3.0729 -1.8010 2.7103 -0.3559 0.0530 0.8149 -2.7425 -1.7684

-0.0025 -0.0141 0.0013 -0.0125 0.0076 0.0031 -0.0096 -0.0164 0.0045 0.0001

0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0001 -0.0000 -0.0001

0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU1(:,:,4) =

1.8235 1.7253 0.9577 0.3896 1.4171 -0.7956 0.8811 2.6513 -0.4628 -1.7395

0.0107 0.0040 -0.0019 -0.0028 0.0004 0.0093 0.0021 0.0009 0.0123 -0.0100

-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0001 0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0001 0.0000 0.0001

-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tenzor A×2 (U (2))T

AU2(:,:,1) =

1.9768 0.5673 -0.0374 0.0023 0.0029 0.0001 0 0 0 0

0.1387 0.0414 -0.0014 0.0014 0.0018 0.0001 0 0 0 0

1.2785 0.3701 -0.0218 0.0040 0.0049 0.0001 0 0 0 0

-1.7337 -0.4925 0.0366 0.0018 0.0024 0.0001 0 0 0 0

1.5535 0.4465 -0.0288 0.0023 0.0030 0.0001 0 0 0 0

1.3613 0.3892 -0.0268 0.0005 0.0006 -0.0000 0 0 0 0

-1.3705 -0.3854 0.0318 0.0045 0.0057 0.0002 0 0 0 0

3.8704 1.1033 -0.0786 -0.0012 -0.0015 -0.0000 0 0 0 0

AU2(:,:,2) =

1.0244 -0.0103 -0.6647 0.0089 0.0001 0.0001 0 0 0 0

0.0693 0.0003 -0.0502 0.0057 0.0000 0.0001 0 0 0 0

0.6576 -0.0048 -0.4367 0.0155 0.0001 0.0002 0 0 0 0

-0.9063 0.0121 0.5721 0.0076 -0.0000 0.0002 0 0 0 0

0.8039 -0.0076 -0.5240 0.0093 0.0000 0.0002 0 0 0 0

0.7077 -0.0080 -0.4546 0.0017 0.0000 -0.0000 0 0 0 0

-0.7226 0.0120 0.4439 0.0179 0.0000 0.0003 0 0 0 0

2.0172 -0.0247 -1.2857 -0.0049 0.0001 -0.0000 0 0 0 0
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AU2(:,:,3) =

1.8251 -1.1522 0.1666 0.0018 0.0005 -0.0008 0 0 0 0

0.1274 -0.0857 0.0137 0.0011 0.0003 -0.0005 0 0 0 0

1.1793 -0.7545 0.1115 0.0030 0.0009 -0.0013 0 0 0 0

-1.6025 0.9957 -0.1401 0.0014 0.0005 -0.0006 0 0 0 0

1.4340 -0.9077 0.1318 0.0019 0.0006 -0.0007 0 0 0 0

1.2574 -0.7892 0.1130 0.0004 0.0001 -0.0002 0 0 0 0

-1.2683 0.7757 -0.1061 0.0034 0.0010 -0.0015 0 0 0 0

3.5760 -2.2345 0.3175 -0.0008 -0.0003 0.0004 0 0 0 0

AU2(:,:,4) =

1.5011 0.6601 0.3112 -0.0024 0.0030 0.0000 0 0 0 0

0.1067 0.0477 0.0250 -0.0016 0.0019 0.0000 0 0 0 0

0.9735 0.4297 0.2073 -0.0042 0.0052 0.0001 0 0 0 0

-1.3122 -0.5745 -0.2632 -0.0021 0.0026 0.0000 0 0 0 0

1.1803 0.5193 0.2460 -0.0026 0.0032 0.0001 0 0 0 0

1.0325 0.4533 0.2115 -0.0004 0.0006 0.0000 0 0 0 0

-1.0340 -0.4508 -0.2006 -0.0050 0.0061 0.0001 0 0 0 0

2.9328 1.2859 0.5953 0.0014 -0.0016 -0.0000 0 0 0 0

Tenzor A×3 (U (3))T

AU3(:,:,1) =

1.2615 0.5720 1.2945 -0.2017 1.1739 -0.5200 0.4585 1.5631 -1.2591 -1.0097

0.0896 0.0387 0.0904 -0.0151 0.0841 -0.0362 0.0310 0.1097 -0.0860 -0.0703

0.8180 0.3673 0.8363 -0.1323 0.7626 -0.3360 0.2943 1.0112 -0.8098 -0.6520

-1.1030 -0.5060 -1.1366 0.1739 -1.0241 0.4566 -0.4057 -1.3704 1.1113 0.8871

0.9919 0.4489 1.0172 -0.1590 0.9233 -0.4085 0.3599 1.2283 -0.9884 -0.7932

0.8678 0.3952 0.8918 -0.1380 0.8068 -0.3583 0.3168 1.0763 -0.8691 -0.6958

-0.8693 -0.4033 -0.8996 0.1352 -0.8055 0.3614 -0.3235 -1.0831 0.8840 0.7026

2.4651 1.1262 2.5365 -0.3906 2.2906 -1.0188 0.9030 3.0597 -2.4754 -1.9792

AU3(:,:,2) =

-0.0544 -0.6940 0.5013 -0.6427 0.3274 0.1812 -0.2878 -0.6885 -0.4889 0.0150

-0.0053 -0.0513 0.0363 -0.0471 0.0242 0.0124 -0.0217 -0.0513 -0.0360 0.0016

-0.0380 -0.4539 0.3265 -0.4196 0.2140 0.1165 -0.1891 -0.4511 -0.3195 0.0107

0.0432 0.6005 -0.4361 0.5574 -0.2835 -0.1599 0.2478 0.5947 0.4237 -0.0115

-0.0435 -0.5466 0.3945 -0.5060 0.2578 0.1422 -0.2269 -0.5425 -0.3850 0.0121

-0.0362 -0.4756 0.3442 -0.4408 0.2244 0.1251 -0.1969 -0.4715 -0.3352 0.0099

0.0307 0.4685 -0.3420 0.4358 -0.2213 -0.1273 0.1922 0.4630 0.3310 -0.0079

-0.1001 -1.3471 0.9764 -1.2493 0.6358 0.3563 -0.5568 -1.3348 -0.9499 0.0272

AU3(:,:,3) =

0.1430 0.1121 -0.0495 -0.1482 0.3005 0.0899 -0.0555 -0.1790 0.4697 -0.3954

0.0128 0.0092 -0.0019 -0.0125 0.0215 0.0092 -0.0028 -0.0140 0.0334 -0.0331

0.0978 0.0752 -0.0290 -0.0999 0.1951 0.0636 -0.0338 -0.1186 0.3046 -0.2660

-0.1169 -0.0941 0.0482 0.1235 -0.2624 -0.0701 0.0520 0.1526 -0.4106 0.3304

0.1136 0.0887 -0.0382 -0.1175 0.2363 0.0719 -0.0432 -0.1414 0.3694 -0.3132

0.0960 0.0760 -0.0355 -0.1002 0.2066 0.0594 -0.0392 -0.1220 0.3231 -0.2676

-0.0858 -0.0711 0.0419 0.0926 -0.2065 -0.0487 0.0436 0.1172 -0.3236 0.2486

0.2676 0.2133 -0.1040 -0.2808 0.5866 0.1634 -0.1135 -0.3442 0.9177 -0.7505

AU3(:,:,4) =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tenzor A×1 (U (1))T ×2 (U (2))T

AU12(:,:,1) =

-5.4490 -1.5555 0.1091 -0.0000 -0.0000 0.0000 0 0 0 0

0.0081 -0.0073 -0.0073 -0.0073 -0.0092 -0.0003 0 0 0 0

0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0001 0.0000 0.0001 0 0 0 0

-0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 0 0 0

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU12(:,:,2) =

-2.8366 0.0334 1.8147 0.0002 -0.0001 0.0000 0 0 0 0

0.0190 -0.0058 0.0178 -0.0291 -0.0001 -0.0004 0 0 0 0

0.0001 0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0001 0 0 0 0

-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0 0 0 0

0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU12(:,:,3) =

-5.0339 3.1522 -0.4495 -0.0001 0.0000 -0.0000 0 0 0 0

0.0109 0.0232 -0.0106 -0.0056 -0.0017 0.0024 0 0 0 0

-0.0001 -0.0001 -0.0000 -0.0000 0.0001 0.0001 0 0 0 0

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0 0 0 0

-0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU12(:,:,4) =

-4.1308 -1.8123 -0.8422 -0.0001 0.0001 0.0000 0 0 0 0

-0.0020 -0.0056 -0.0170 0.0080 -0.0098 -0.0002 0 0 0 0

0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0001 0.0000 0.0000 0 0 0 0

-0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 0 0 0

-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tenzor A×1 (U (1))T ×3 (U (3))T

AU13(:,:,1) =

-3.4719 -1.5837 -3.5705 0.5511 -3.2272 1.4342 -1.2698 -4.3078 3.4821 2.7858

-0.0012 0.0104 0.0078 0.0048 -0.0054 -0.0032 0.0087 0.0056 -0.0186 -0.0072

0.0000 -0.0000 0.0001 -0.0000 0.0000 0.0002 0.0001 -0.0001 -0.0000 0.0000

-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000

-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU13(:,:,2) =

0.1428 1.8999 -1.3761 1.7615 -0.8966 -0.5011 0.7859 1.8832 1.3395 -0.0389

0.0082 0.0124 -0.0046 0.0091 -0.0055 0.0027 0.0076 0.0145 0.0076 -0.0030

-0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0001 0.0001

-0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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AU13(:,:,3) =

-0.3803 -0.3021 0.1443 0.3981 -0.8264 -0.2337 0.1584 0.4864 -1.2926 1.0636

-0.0155 -0.0075 -0.0093 0.0116 -0.0010 -0.0160 -0.0064 0.0076 -0.0006 0.0292

0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0000 0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AU13(:,:,4) =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tenzor A×2 (U (2))T ×3 (U (3))T

AU23(:,:,1) =

-3.2468 0.0013 -0.0039 -0.0041 -0.0034 0.0003 0 0 0 0

-0.2272 0.0009 -0.0025 -0.0025 -0.0022 0.0002 0 0 0 0

-2.0989 0.0022 -0.0067 -0.0071 -0.0059 0.0006 0 0 0 0

2.8490 0.0011 -0.0033 -0.0033 -0.0029 0.0002 0 0 0 0

-2.5513 0.0014 -0.0041 -0.0042 -0.0036 0.0002 0 0 0 0

-2.2363 0.0002 -0.0008 -0.0008 -0.0007 0.0001 0 0 0 0

2.2534 0.0026 -0.0078 -0.0081 -0.0069 0.0006 0 0 0 0

-6.3591 -0.0006 0.0021 0.0021 0.0018 -0.0002 0 0 0 0

AU23(:,:,2) =

0.0020 1.4440 0.0008 -0.0017 0.0021 0.0007 0 0 0 0

0.0013 0.1065 0.0005 -0.0011 0.0013 0.0004 0 0 0 0

0.0035 0.9439 0.0013 -0.0029 0.0036 0.0012 0 0 0 0

0.0017 -1.2506 0.0006 -0.0015 0.0018 0.0005 0 0 0 0

0.0022 1.1371 0.0008 -0.0018 0.0022 0.0007 0 0 0 0

0.0004 0.9899 0.0002 -0.0003 0.0004 0.0001 0 0 0 0

0.0041 -0.9765 0.0014 -0.0034 0.0042 0.0013 0 0 0 0

-0.0010 2.8044 -0.0003 0.0009 -0.0011 -0.0004 0 0 0 0

AU23(:,:,3) =

-0.0049 0.0026 -0.7535 0.0086 -0.0011 0.0002 0 0 0 0

-0.0030 0.0017 -0.0577 0.0055 -0.0008 0.0002 0 0 0 0

-0.0084 0.0044 -0.4966 0.0150 -0.0020 0.0004 0 0 0 0

-0.0040 0.0021 0.6462 0.0073 -0.0011 0.0003 0 0 0 0

-0.0050 0.0027 -0.5944 0.0090 -0.0012 0.0003 0 0 0 0

-0.0010 0.0005 -0.5147 0.0016 -0.0002 0.0000 0 0 0 0

-0.0096 0.0051 0.4995 0.0174 -0.0024 0.0006 0 0 0 0

0.0025 -0.0013 -1.4541 -0.0047 0.0007 -0.0001 0 0 0 0

AU23(:,:,4) =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tenzor S = A×1 (U (1))T ×2 (U (2))T ×3 (U (3))T

S(:,:,1) =

8.9522 -0.0000 -0.0000 0.0001 0.0000 -0.0000 0 0 0 0

-0.0162 -0.0042 0.0126 0.0132 0.0111 -0.0010 0 0 0 0

0.0000 0.0001 -0.0000 0.0001 -0.0001 -0.0001 0 0 0 0

0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0 0 0 0

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

S(:,:,2) =

-0.0000 -3.9550 -0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0 0 0 0

-0.0066 -0.0239 -0.0024 0.0055 -0.0068 -0.0021 0 0 0 0

0.0001 -0.0000 0.0000 -0.0001 -0.0000 -0.0000 0 0 0 0

-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 0 0 0

0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

S(:,:,3) =

0.0000 -0.0001 2.0534 0.0003 -0.0001 0.0000 0 0 0 0

0.0157 -0.0083 0.0246 -0.0281 0.0039 -0.0009 0 0 0 0

0.0001 0.0001 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0001 0 0 0 0

-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0 0 0 0

0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

S(:,:,4) =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tuckerovo jádro SA ∈ R5×6×3

SA(:,:,1) =

8.9522 -0.0000 -0.0000 0.0001 0.0000 -0.0000

-0.0162 -0.0042 0.0126 0.0132 0.0111 -0.0010

0.0000 0.0001 -0.0000 0.0001 -0.0001 -0.0001

0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000

SA(:,:,2) =

-0.0000 -3.9550 -0.0001 0.0000 0.0000 0.0000

-0.0066 -0.0239 -0.0024 0.0055 -0.0068 -0.0021

0.0001 -0.0000 0.0000 -0.0001 -0.0000 -0.0000

-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000

SA(:,:,3) =

0.0000 -0.0001 2.0534 0.0003 -0.0001 0.0000

0.0157 -0.0083 0.0246 -0.0281 0.0039 -0.0009

0.0001 0.0001 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0001

-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000

0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000
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Ově̌reńı p̌resnosti ‖A − SA ×1 U
(1)
A ×2 U

(2)
A ×3 U

(3)
A ‖

> norm(A(:)-kron(kron(U3(:,1:r3),U2(:,1:r2)),U1(:,1:r1))*SA(:))

ans =

9.7434e-15
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C Aproximace tenzoru z p̌ŕılohy B tenzorem
nižš́ıho ranku

Spočteme několik aproximaćı tenzoru A tenzorem hodnosti (t1, t2, t3), spočteme
normu chyby a porovnáme s odhadem (4.2) z věty 7. Výpočet aproximace a chyby
lze v Matlabu provést následuj́ıćım zp̊usobem:

> truncSA = SA(1:t1,1:t2,1:t3);

> approxA = reshape(kron(kron(U3(:,1:t3),U2(:,1:t2)),U1(:,1:t1))*truncSA(:),[n1,n2,n3]);

> norm(A(:)-approxA(:))

Tabulka C.1 obsahuje singulárńı č́ısla rozvoj̊u A[`], ` = 1, 2, 3, tenzoru A, tabulka C.2
pak požadované hodnosti aproximaćı, skutečné hodnosti aproximaćı, odhady (4.2)
a spočtené skutečné chyby aproximaćı. Z tabulky C.2 je vidět, že při postupu po-
psaném ve větě 7 může doj́ıt ke sńıžeńı hodnosti v́ıce, než jsme zamýšleli. Dále
vid́ıme, že (4.2) je skutečně pouze horńım odhadem chyby aproximace. V některých
př́ıpadech však může nastat rovnost. Speciálně se tak stane tehdy, pokud chce hod-
nost redukovat jen v jednom módu. Pak se nerovnost (4.2) redukuje na rovnost a
věta 7 na Schmidtovu–Eckartovu–Youngovu–Mirského větu (věta 2). Z toho, že se
při aproximaci popsané větou 7 může sńıžit hodnost v některých módech v́ıce než
jsme zamýšleli, lze tušit, že obecně mohou být aproximaćı zasažena r̊uzná singulárńı
č́ısla v r̊uzných rozvoj́ıch. Tento jev ilustruj́ı obrázky C.1, C.2 a C.3.

Tabulka C.1: Singulárńı č́ısla σ
(`)
j , j = 1, . . . , n`, jednotlivých rozvoj̊u A[`], ` = 1, 2, 3,

tenzoru A ∈ R8×10×4 hodnosti (5, 6, 3).

` Singulárńı č́ısla σ
(`)
j

1 10.0000 0.0562 3.1623 ·10−4 1.7783 ·10−6 1.0000 ·10−8

2 8.9522 3.9551 2.0536 0.0315 0.0136 0.0025
3 8.9522 3.9551 2.0538

1Přestože vektorový rank je vpodstatě vektor celých č́ısel a zápis v > w pro vektory v a w ∈ Zk
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Tabulka C.2: Tenzor A hodnosti (5, 6, 3) aproximujeme tenzorem hodnosti (t1, t2, t3)
užit́ım věty 7, źıskaný aproximant B má však obecně hodnost (ρ1, ρ2, ρ3). V př́ıpadě,
že chceme hodnost tenzoru sńıžit jen v jednom módu, odhad (4.2) se redukuje na
Schmidtovu–Eckartovu–Youngovu–Mirského větu (věta 2) a je přesný, tj. identický
(≡) s chybou. Viz také poznámku pod čarou na str. 71 a obrázky C.1, C.2 a C.3.

(t1, t2, t3) ≥ (ρ1, ρ2, ρ3) Odhad (4.2) ≥ Chyba ‖A − B‖

(4, 6, 3) = (4, 6, 3) 1.0000 ·10−8 ≡ 1.0000 ·10−8 (σ
(1)
5 )

(3, 6, 3) = (3, 6, 3) 1.7783 ·10−6 ≡ 1.7783 ·10−6

(2, 6, 3) = (2, 6, 3) 3.1623 ·10−4 ≡ 3.1623 ·10−4

(1, 6, 3) > (1, 3, 3)1 0.0562 ≡ 0.0562

(5, 5, 3) = (5, 5, 3) 0.0025 ≡ 0.0025 (σ
(2)
6 )

(5, 4, 3) = (5, 4, 3) 0.0138 ≡ 0.0138
(5, 3, 3) = (5, 3, 3) 0.0344 ≡ 0.0344
(5, 2, 3) = (5, 2, 3) 2.0539 ≡ 2.0539
(5, 1, 3) > (3, 1, 3) 4.4566 ≡ 4.4566

(5, 6, 2) = (5, 6, 2) 2.0538 ≡ 2.0538 (σ
(3)
3 ; obr. C.1)

(5, 6, 1) > (5, 5, 1) 4.4565 ≡ 4.4565 (obr. C.2)

(3, 3, 3) = (3, 3, 3) 0.0344 ' 0.0344
(2, 2, 2) = (2, 2, 2) 2.9046 > 2.0540
(1, 1, 1) = (1, 1, 1) 6.3028 > 4.4566

(5, 2, 2) > (4, 2, 2) 2.9046 > 2.0540 (obr. C.3)

téměř výhradně znamená, že vj > wj , tj. každá složka vektoru v je ostře větš́ı než odpov́ıdaj́ıćı
složka vektoru w, v tabulce C.2 použ́ıváme symbol

”
>“ v nepatrně jiném významu. Např. zápis

(1, 6, 3) > (1, 3, 3) použ́ıváme pro to, že se jedná o hodnosti tenzor̊u a abychom zd̊uraznili fakt, že
hodnost tenzoru, který jsme źıskali, (vpravo) je ostře menš́ı než hodnost požadovaná (vlevo).
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Obrázek C.1: Singulárńı č́ısla jednotlivých rozvoj̊u A[`], ` = 1, 2, 3, tenzoru A (tlusté
čáry) a jeho aproximace tenzorem hodnosti (5, 6, 2) (tenké čáry).
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Obrázek C.2: Singulárńı č́ısla jednotlivých rozvoj̊u A[`], ` = 1, 2, 3, tenzoru A (tlusté
čáry) a jeho aproximace tenzorem hodnosti (5, 6, 1) (tenké čáry).
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Obrázek C.3: Singulárńı č́ısla jednotlivých rozvoj̊u A[`], ` = 1, 2, 3, tenzoru A (tlusté
čáry) a jeho aproximace tenzorem hodnosti (5, 2, 2) (tenké čáry).
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[31] K. Kuchař: Základy obecné teorie relativity, Academia, Praha, 1968.

[32] S. Liu: Matrix results on the Khatri–Rao and Tracy–Singh products, Linear
Algebra and its Applications 289(1–3) (1999), str. 267–277.

[33] L. Mirsky: Symmetric gauge functions and unitarily invariant norms, The Quar-
terly Journal of Mathematics 11(1) (1960), str. 50–59.

[34] P. Paatero: Construction and analysis of degenerate ParaFac models, Journal
of Chemometrics 14(3) (2000), str. 285–299.

[35] V. Pereyra, G. Scherer: Efficient computer manipulation of tensor products with
applications to multidimensional approximation, Mathematics of Computation
27(123) (1973), str. 595–605.

[36] E. Schmidt: Zur Theorie der linearen un nichtlinearen Integralgleichungen.
I. Tiel. Entwicklung willkürlichen Funkcionen nach System vorgechriebener,
Mathematische Annalen 63 (1907), str. 433–476.

[37] M. Schuermans: Weighted low rank approximation: Algorithms and applications,
PhD Thesis, KU Leuven, Leuven, 2006.
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