


Kapitola 10

Elementarni funkce

Mezi elementdrni funkce patii funkce probrané v kapitole Aritmetika a funkce
a dale ¢ctyri typy tzv. transcendentnich elementdrnich funkci. Jsou to expo-
nencidlni, logaritmické, goniometrické a cyklometrické funkce.

V této kapitole se budeme zabyvat definicemi transcendentnich elemen-
tarnich funkei a odvodime vzorce pro jejich derivace.

Pii vykladu exponencialni funkce x + a® zacneme zopakovanim moc-
ninné funkce s prirozenym exponentem a postupné budeme mocniny zo-
becriovat (rozsifovat) na celé, raciondlni a redlné exponenty. Zdkladem pro
toto rozsitovani bude vztah (10.1) platny pro pfrirozené exponenty. Budeme
pozadovat jeho platnost pro realné exponenty.

Logaritmickou funkci budeme definovat jako inverzni funkci k exponenci-
alni funkci.

Goniometrické funkce budeme pro thel z intervalu (0,7/2) definovat
pomoci pravouhlého trojuhelniku. Definici rozsitime na R pomoci jednot-
kové kruznice. Z této definice odvodime vzorce, které budeme pouzivat pti
vypoctech.

Cyklometrické funkce budeme definovat jako inverzni k vhodné ztzenym
goniometrickym funkcim. Cyklometrické funkce pottebujeme k vyteseni rov-
nic typu sinz = 0.2 a na kalkulacce je najdeme pod symboly typu sin'.
Je dobré pamatovat, ze zde neni —1 exponentem ve smyslu mocniny, ale ze
znaci inverzni funkei.

Zminime se o definici exponencidlni funkce a goniometrickych funkei po-
moci funkciondlni rovnice. Tyto definice prebirdme z [2] jako zajimavost a
rozsiteni obzoru.

K odvozeni vzorcu pro derivace budeme potiebovat nasledujici limity.
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128 KAPITOLA 10. ELEMENTARNI FUNKCE

Hodnota prvni zavisi na zvolenych jednotkach. Ukazeme, ze pro radidny ma
hodnotu rovnu jedné. Hodnota druhé z4visi na zvoleném zakladu® a je rovna
jedné pro zaklad rovny Eulerovu ¢islu e = 2.718. Obé limity maji vyznam
derivace v bodé nula.

Od vyse uvedenych limit odvodime dalsi limity (v8echny jsou rovny jedné)

log x

. tgx . arcsinx . arctgx . log(1+ )
lim — lim —— lim lim ————= lim
x—0 x—0 €T x—0 €T x—0 €T x—1 r — 1

10.1 Mocniny

V ¢lanku 3.1 jsme probrali mocniny s prirozenym exponentem. Zde se za-
myslime nad mocninami s obecnéjsim exponentem. Za¢neme otazkami.

Otazky. Proc je 2° = 1?7 Proc je 3'/2 = /3?7 Proé je 47! = 1/4?
Nasledujici rovnosti nemuzou vSechny platit, plynulo by z nich —1 = 1. Které
rovnosti se vzdate?

—1=V-1= ()" = (-1 = (-1)2=1

A které rovnosti se vzdate zde?

Ukol. Nakreslete do jednoho obrazku grafy mocninnych funkei s exponenty
jedna, dva, tfi, jedna polovina, jedna tfetina, t¥i poloviny, pét polovin.

Z definice mocniny s prirozenym exponentem (3.1) plynou néasledujici
vztahy, které pouzijeme k zobecnéni pojmu mocniny pro obecnéjsi exponenty.
Prosté budeme pozadovat jejich platnost a podivame se, co z této platnosti
plyne.

a"tm = a"a" a"™m = (a™)" (10.1)

Ve skuteénosti mizeme zménu zakladu také interpretovat jako zménu jednotek.
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10.3.3 Derivace logaritmu

Vzorec pro derivaci logaritmu odvodime jako limitu

log(z + h) — log(x)

(log(x))' = lim

Po upravach

1 —1 log(1 log(1 1
lim og(x + h) —log(z) _ lim og(l +h/x) _ lim og(l+h/z)1
h—0 h h—0 h h—0 h/x x
a pouziti limity (10.9) dostavame vzorec
, 1
(log(z)) = — (10.10)
x

Ukéazeme jesté jedno odvozeni tohoto vzorce (10.10). Pouzijeme vétu o
derivaci inverzni funkce.
Derivaci vyjadiime jako podil linearizovanych prirustki

d
HOES:

Derivaci inverzni funkce g = f~! vyjadiime také jako podil linearizovanych
prirustku

dx
/ e —
odkud plyne
1
/
g\y) = 10.11
) = 50 (10.11)
Dosadme f = exp. Dostaneme
1
1 =
(log(y)) p—

a po dosazeni exp(z) = y dostaneme (10.10).
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7 véty o derivaci slozené funkce pak plyne
(a*)" = a"log(a)
Ze vztahu (10.8) odvodime vztah pro logaritmus s obecnym zdkladem

L log(y)
log(a)

y =exp(xlog(a)) ... log(y) = xlog(a)

10.3.1 Vlastnosti logaritmu

Logaritmus je inverzni funkci k exponenciale, proto ma defini¢ni obor
D(log) = H(exp) = (0, 00)
a obor hodnot

H(log) = D(exp) =R

Do vztahu (10.4) dosadime a = exp(z), b = exp(y) a odtud vyjadiené
x = log(a), y = log(b). Dostaneme

exp(log(a) + log(b)) = ab
zlogaritmovanim dostaneme

log(a) + log(b) = log(ab)
coz je znamy vzorec pro logaritmus soucinu.

Vzorec pro logaritmus podilu dostaneme dosazenim b = ¢/a

log(a) + log(c/a) =log(c)
a upravou
log(c/a) = log(c) — log(a)

10.3.2 Limity
Dosadime do limity (10.3) y = exp(z) a dale z =y — 1

. exp(z)—1 . oy—1 _
lim ——— = lim—— = lim ———
z—0 T y—1log(y) z—0 log(1 + 2)
Vsechny tfi limity jsou rovny jedné a véta o limité podilu ndm d& limity
prevracenych hodnot
1 log(1
lim 288 _ s 4oy (10.9)

z—1 1 — z—0 T
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10.1.1 Mocniny s celoc¢iselnym exponentem
Z (3.1) plyne, ze posloupnost

a',a? ad at, . ..
je geometricka s kvocientem a. Kdyz k této posloupnosti pridame na zacatek
dalsi ¢leny

2

..a ,a_l,ao

1 2 3 4
,a,a“,a’,a,. ..

a budeme pozadovat, aby byla také geometricka?, dostaneme pro a # 0
a®=d'la=1 a'=d"/a=1/a, a*=a'/a=1/d® ...

Jiny zpusob odvozeni je pouzit vztah (3.1) a" = a - @™ !, vyjadiit z ngj

a" ! = a"/a a pouzit pro n € Z.

10.1.2 Mocniny s racionalnim exponentem

K odvozeni vztahu pro a'/? pouzijeme (10.1) s n = m = 1/2. Dostaneme

. 2
a=a' = a'*/? = ¢'/2a"/? a odtud dostaneme pro a!/? rovnici (a'/?)” = a,

a tedy jsou dvé moznosti: bud je a'/? = \/a nebo a'/? = —/a.
Vybér znaménka zduvodnime nasledovné

0< (a1/4)2 — VAl — A4 12

Podobné odvodime (a1/3)3 = a a tedy a'/? = Ya.

Definice. Pro a > 0, n,m € N, m > 2 definujeme

aV™m = Yan a "™ =1/ %/an (10.2)

Ukol. Ukazte, ze pro p,q,r € N je v/a? = {/aP".

Poznamky. Tvrzeni v predchozim tkolu zajisti, Ze je definice s racionalnim
exponentem nezavisla na zpusobu zadani exponentu.

Podle uvedené definice je mocnina s raciondlnim exponentem definovand
pouze pro kladny zaklad.

27a tento zptisob odvozeni patif podékovani studentu Martinu Nebeskému.



130 KAPITOLA 10. ELEMENTARNI FUNKCE

Ukol pro dlouhé zimn{ vecery. Ukazte, Ze pro q1,¢q2 € Q, a > 0 plati a2 t% =
a/‘h aq2 X

NAvoD. Je tfeba ukdzat, ze pro prirozend cisla p, q, 7, s plati VaPv/a" =

Ukol pro dlouhé zimni vecery. Ukazte, ze pro qi,q € Q, a > 0 plati a?% =
(aql)‘h.

NAvoD. Je tieba ukdzat, Ze pro piirozend ¢isla p, g, r, s plati /ar" =

) v = i/ vay

Dusledek. Vztah (10.1) plati i pro raciondlni exponenty.

10.2 Exponencialni funkce

Terminologicka poznamka. Mocninna funkce ma proménny zaklad a kon-
stantni exponent, napiiklad x — 2. Funkci, kterd mé konstantni zaklad a
proménny exponent nazyvame exponencidlni funkci.

V élanku 10.1 jsme v (10.2) definovali hodnotu exponencidlni funkce pro
racionalni exponent. Zbyva odpovédét na nasledujici otazku.

Otazka. Jak je definovano V27 Obecnéji: jak je definovana mocnina s ira-
ciondlnim exponentem?

Odpovéd’, kterou dostdavdm od studentii: pomoci logaritmii. ProtoZe je
In2v2 = /21n2, je 2V2 = ¢V202_ Tim jsme prevedli vipocet 2V2 na vypocet
eV2in 2 ale na otdzku o mocniné s iracionalnim exponentem jsme neodpovédéli.
Jen jsme prevedli jednu mocninu s iracionalnim exponentem na jinou.

Lepsf odpoved’: odmocninu ze dvou muzeme piiblizné nahradit raciondl-
nim ¢islem, napiiklad postupné zptesnujicim se desetinnym rozvojem od-
mocniny: 1.4, 1.41, 1.414, ...a tedy odmocninu ze dvou muzeme postupné
vyjadiit priblizné jako 214 = /27, 2t4l = /2141

Jinymi slovy funkci x — 2%, x € R dostaneme jako spojité rozsiteni
funkce q — 29, g € Q.
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Druh4 limita snadno plyne po substituci y = —z a pouziti exp(—z) =
1/ exp(z) z véty o limité podilu

=0

. 1 i 1
i o) = i exp() =l L

8. Obor Hodnot. Z 7 a 4 plyne, Ze oborem hodnot exponencidlni funkce
je interval (0, +00).

10.3 Logaritmické funkce

O exponencialni funkci exp vime
1. Jeji defini¢ni obor je R.
2. Je rostouci (na svém definicnim oboru).
3. Jeji obor hodnot je (0, +00).

Odtud plyne existence inverzni funkce s defini¢nim oborem (0, +00) a oborem
hodnot R. Tuto inverzni funkci nazyvame logaritmem, znac¢ime log. Na rozdil
od skolské matematiky, kde je timto symbolem znacen dekadicky logaritmus,
my budeme takto znacit pfirozeny logaritmus.®

Definice logaritmu. Koten x € R rovnice exp(x) = y nazyvame logaritmem
¢isla y. Znacime z = logy.

Poznamky.
Obor hodnot exponenciélni funkce je (0, +00), proto je logaritmus definovan
pro kladné argumenty.”
Exponencidlni funkce je rostouci a tedy prostd, proto k y > 0 existuje prave
jedno z spliujici rovnici exp(z) = y. Logaritmus je tedy definovén jedno-
znacné a je funkei.

Pomoci logaritmu definujeme exponencialni funkci s obecnym zakladem.

Pro a > 0 definujeme
a® = exp(zlog(a)) (10.8)

6V matematické literatufe se dekadicky logaritmus v podstaté nevyskytuje a je tam
nami pouzivané znaceni bézné.

"Argumentem logaritmu rozumime vyraz, ktery logaritmujeme. Napi. argumentem
log(2x — 1) je vyraz 2z — 1. Podobné ve vyrazu sin 2z je 2x argumentem sinu.
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10.2.6 Vlastnosti exponencialni funkce

Vyslovime nékolik vlastnosti exponencidlni funkce a ukézeme, jak plynou
z (10.4), (10.5).

1. Nezapornost plyne z exp(z) = exp(z/24x/2) = exp(x/2) exp(z/2) >
0.

2. Kladnost. Pokud by pro néjaké = € R platilo exp(z) = 0, pak by
pro libovolné y € R platilo exp(y) = exp(z)exp(y — x) = 0. Pak by,
ale nemohlo platit (10.5). Funkce je tedy nejen nezédpornd, ale dokonce
kladna.

3. Monotonie. Z exp’ = exp a bodu 2 plyne kladnost derivace exp’ a
odtud plyne, Ze je exp rostouci na svém definiénim oboru (tedy R).

4. Spojitost. Z existence konecné derivace plyne spojitost.

5. Hodnota v nule. Z exp(x + 0) = exp(z) exp(0) a z exp(x) # 0 plyne
exp(0) = 1.
Odtud a z monotonie funkce exp plyne: pro z < 0 je exp(z) < 1 a pro
x > 0 je exp(x) > 1 (tyto vztahy pouzijeme hned v dalsi vlastnosti).

6. Graf lezi nad tecnou v bodé nula. Tato vlastnost je vyjadiena
grafem v kapitole 10.2.1 a nasledujici nerovnosti

(Vz € R)(exp(z) > 1+ 2) (10.7)

Nerovnici prepiseme do tvaru exp(x) —x — 1 > 0. Funkce g(z) =
exp(z) — x — 1 ma derivaci rovnu ¢'(z) = exp(z) — 1, a tedy je ¢'(x)
kladnd pro = > 0 a zadpornd pro x < 0 (viz o bod vyse). Odtud plyne,
ze g je rostouci na intervalu (0, +00) a klesajici na intervalu (—oc,0).
M4 tedy v bodé nula minimum a to je rovno ¢g(0) = exp(0) =0 —1 =
1-1=0.

7. Limity v nekonecnech. Ukazeme, ze limita exponencidlni funkce
v plus nekonecnu se rovna plus nekonec¢nu.
Pouzijeme vztah (10.7), fakt, ze funkce z — x4 1 ma v plus nekoneénu
limitu rovnu plus nekonec¢nu a obdobu policejni véty pro nevlastni li-
mitu — graficky v 10.2.1.
Ukéazali jsme tedy

lim exp(z) = 400
T——+00
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10.2.1 Eulerovo cislo

Na levém obrazku jsou gra-
fy  exponencidlnich  funkci
s ruznymi zaklady. Vsechny
protinaji osu y v bodé [0, 1],
ale pod ruznym thlem. Eu-
lerovo ¢islo e = 2718 se
vyznacuje tim, ze graf protina
osu y pod thlem 7 /4.

1 1

Piimka vyznacend na obrazku o rovnici y = = + 1 je te¢nou grafu, coz
vyjadiime pomoci limity
e —1
lim =1 (10.3)
z—0 x

10.2.2 Funkcionalni rovnice
Z [2] ptebirame definici:

Definice exponencialni funkce. Funkci exp splnujici nasledujici dvé podminky
nazyvame exponencialni funkci, nékdy téz exponencialou.

(Vz,y € R)(exp(z +y) = exp(z) exp(y)) (10.4)
lim % —1 (10.5)

Poznamky.

Vztah (10.4) spliuje exponencidlni funkce s libovolnym zdkladem a > 0.
Napiseme-li a* misto exp(x), pak bude a¥ = exp(y), a®™¥ = exp(z +y) a
(10.4) bude mit tvar a®¥ = a*aV.

Podminka (10.5) ma v definici exponencidly dva vyznamy: jednak zaruci
spojitost a za druhé vybere mezi exponencialnimi funkcemi tu, ktera mé za
zéklad Eulerovo ¢islo.

Rovnici (10.4) nazyvame funkciondlni rovnici. Muzeme se na ni divat jako
na rovnici, ve které je neznamou funkce exp. V kapitole 10.2.6 ukazeme, jak
lze z této funkcionalni rovnice odvodit vlastnosti funkce exp.

Znaceni. Ve shodé s matematickou literaturou budeme exponencidlni funkci
znacit symbolem exp, tedy misto e* budeme psat exp(z) pfipadné exp .
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Poznamka o Eulerovu &islu. Ve [2] je dukaz existence funkce spliujici
(10.4), (10.5) a tento dukaz pouzivé funkci

f(z) = lim (14 £)" (10.6)
n—oo
Odtud plyne f(1) = lim(1 + 1/n)", a tedy e = lim(1 + 1/n)". Pokud
Ctendre zajimé, odkud se vzal vztah (10.6), odkazujeme jej na lemma 6.3.5 a
poznamku 6.3.10 v [2].

10.2.3 Aditivni a homogenni zobrazeni

Z linearni algebry znate pojem linedrniho zobrazeni. Pfipomeneme, Ze je to
zobrazeni mezi vektorovymi prostory L : V; — V5 splnujici

L. Va,veWV)(L(u+v)=L(v)+ L(u))
tuto vlastnost nazyvame aditivitou

2. (Vue Vj)(Va € R)(L(au) = aL(v))

tuto vlastnost nazyvame homogenitou

My se zde omezime na jednorozmérné vektorové prostory, tedy Vi = Vo = R.
Aditivita (Vz,y € R)(L(z +y) = L(z) + L(y)) pfipomina (10.1), pripadné
(10.4). Plyne z ni pro racionalni ¢ a redlné x vztah L(qx) = gqL(x), tedy skoro
homogenita. Je tedy prirozené polozit si otazku, zda existuji zobrazeni, ktera
jsou aditivni, ale nejsou homogenni.

Odpoved je nasledujici:® pokud je zobrazeni L spojité, tak z aditivity
plyne homogenita. Nehomogenni aditivni zobrazeni tedy nemuze byt spojité.
D4 se ukézat, ze jeho graf husté * vyplni celou rovninu.

10.2.4 Nespojita rozsireni exponencialni funkce

Ukazeme, jak by vypadal graf exponencidlni funkce, kdybychom ji z Q rozsitili
na R jinak nez spojité a stéle pozadovali splnéni (10.4). V celém ¢lanku 10.2.4
znaci ¢ racionalni ¢islo.

3Nase tivaha a na nf zalozené tvrzeni se tyké vektorovych prostorti nad télesem redlnych
Cisel.
4Myslime tim, ze v kazdém sebemengim étverecku se nachazi alespoit jeden bod grafu.



10.2. EXPONENCIALNI FUNKCE 133

1 1 N 1 V2 VZ-1 1 V2
Na levém grafu je funkce f : ¢ — 29. Na druhém grafu zleva je funkce
f rozsifena hodnotou 3 v bodé z = v/2. Odtud lze, podobné jako v élanku
10.1, odvodit rozsiteni v bodech z = ¢v/2 hodnotami 3¢ = 3%/ V2 graf vidite
na tretim obrazku.

Z (1) = 2, [(VZ) = 3 a2 (104) plyne f(vZ— 1)f(1) = f(v2), a tedy
F(vV2—1) = £(+/2)/f(1) = 3/2 a odtud (podobné jako v 10.1) f(g(v2—1)) =
(3/2)%, a to je zndzornéno na grafu vpravo.

Podobné bychom mohli pokracovat pro mv/2 + n s celo¢iselnymi m, n a
dostali bychom graf, ktery je husty® v horni poloroviné.

V [2] jsou dvahy o nespojitém rozsiteni v oddilu o aditivnich funkcich
v poznamce 6.2.7.

10.2.5 Derivace exponencialni funkce

Odvodime vzorec pro derivaci exp’

) —
exp!(z) = lmn exp(z + })L exp(z)

Upravou exp(z 4+ h) = exp(z) exp(h) a vytknutim exp(z) dostaneme

expla)(exp(h) = 1) - exp(h) — 1
i h = exp(e) lim ————

=exp(z) - 1 = exp(x)

Poznamka. Limita limj,_,o(exp(h) — 1)/h je rovna derivaci exponencidlni
funkce v nule a jak jsme vidéli v 10.2.1 znamen4, Ze graf exponencidlni funkce
protind osu y pod thlem /4.

5Podobné jako u aditivniho zobrazeni tim myslime, Ze v kazdém sebemensim étverecku
se nachazi alespon jeden bod grafu.



