


Kapitola 13

Rady

Rada je v matematice dost neintuitivni pojem a ¢asto se zaménuje s posloup-
nosti. Navic se v jinych oborech pouziva pojem casovd rada ve smyslu po-
sloupnosti. Studentum se tyto pojmy hodné pletou, prestoze se uz na stredni
skole setkali s pojmy geometrickd posloupnost, geometrickd rada, aritmetickd
posloupnost, aritmetickd rada. Proto je potieba si ,vtlouci“ do hlavy, ze ge-
ometrickd posloupnost je napiiklad 1,1/2,1/4,1/8,... zatimco geometricka
fada je napiiklad 1 +1/2+1/4+1/8 + -+, tedy soucet.

Vyklad zacneme desetinnym rozvojem realnych cisel a prevedenim perio-
dického rozvoje na zlomek. Pak uvedeme zakladni pojmy a prozkoumame
uvedeme kritéria, kterd nam pomuzou urcit, zda danda fada ma konecny
soucet (nazyvame ji konvergentni). Uzitecnost této znalosti demonstrujeme
v kapitole 13.4, kde dostaneme prirozenymi, ale nekorektnimi manipulacemi
nespravné zaveéry pro nekonvergentni fady. V zavéru kapitoly pojedname
o dalsim nebezpe¢i pfi manipulaci s nekone¢nymi soucty — ukazeme, ze
prerovnanim potadi ¢lenu se soucCet nezméni v piipadé absolutné konver-
gentni fady, ale obecné se zménit muze. V uplném zavéru ukazeme nékolik
piikladt nekonecnych tad, pro které zname jejich soucet.
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158 KAPITOLA 13. RADY

13.1 Desetinny rozvoj jako soucet nekonecné
rady

Desetinny rozvoj libovolného realného ¢isla je v podstaté nekoneény soucet,
ukazeme na cisle

m=23.1415... = 34 1/10 + 4/100 + 1/1000 4 5/10* + - - -

Jako dalsi ptiklad si vybereme periodicky rozvoj

a=221=22121...=2+21/10* +21/10* + - -

Nasim cilem je vyjadrit ¢islo a jinym zpusobem. Vsimneme si, ze 100a ma
kromé nékolika cifer stejny rozvoj jako a

100a = 221.21
a pro rozdil tedy plati
100a — a = 221.21 — 2.21 = 219

Upravou dostaneme
_ 219

a _— —_—
99
Dostali jsme podil dvou pfirozenych cisel, ktery prevedeme do zakladniho
tvaru

73
a=—
33
Podobnym zptisobem lze na podil prevést kazdy periodicky rozvoj.

Periodicky rozvoj muzeme vyjadrit jesté jinym zpusobem. Zvolime stejné
a jako nahote

a=221=2+21/10% + 21/10* + 21/10° + - - - + 21 /10%* + ...

Pomoci sumacniho symbolu muzeme tento rozvoj zapsat
a=2+)» 21/10%* (13.1)
k=1

V kapitole 13.4 soucet rady (13.1) spocitame, vysledek pochopitelné ocekdvame
stejny jako vyse uvedeny.
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13.12 Pro gamblery

Zahrajte si hru: Hazejte kostkou a pokazdé kdyz nehodite Sestku, dostanete
od ptotihrace zeton (pod zetonem si predstavte cokoliv, o co jste ochotni
hrat). Hra konci, az padne Sestka. Pied zapocetim hry odevzdate protihraci
urc¢ity pocet zetonu, na tomto poctu se dohodnete.

Ukolem je urcit, jak velka zetonova vstupenka do hry se vam vyplati.
Asi vas neprekvapi, kdyz prozradime, ze k vypoctu se hodi latka v prave
probrané kapitole.
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13.2 Zakladni pojmy

Definice. Symbol »"° | a; nazyvdme (nekonecnou ¢iselnou) radou.

Cisla aj, nazyvame cleny fady.

Cislo s, = ZZ=1 ap = ay+ as + - - - + a, nazyvame n-tym castecnym souctem
fady a posloupnost {s,}>2; posloupnosti édastecngch souctu rady.

Ma-li posloupnost ¢astecnych souctu limitu s € R*, pak fikame, ze mé rada
soucet a s nazyvame souctem rady.

Pokud je soucet fady koneény, rikame, ze rada konverguje.

Pokud je soucet rady nekonecny, rikame, ze fada diverguje.

V pripadé, ze fada soucet nema, neni terminologie Uplné jednotnd — proto
radéji budeme tikat, ze nema soucet. Nékteti pouzivaji termin oscilujici fada,
nékteti divergentni tada.

Priiklady.
1. Rada Y re; k mé cleny aj, = k, ¢dstecné soucty
s;=1, s9=142=3, s3=142+3 =6,

Pouzitim vzorce pro soucet konecné aritmetické rady dostaneme
n
sn:1—|—2+-~—|—n:2k:%n(n+1)
k=1

a odtud soucet Tady

n—o0 n—0o0

lim Zk: lim in(n+1) = oo
k=

Rada tedy nekonverguje, diverguje.
2. Rada Y52, (—1)* md cleny —1, 1, ¢dstecné soucty
81:—1, 82:—1+1:O, 83:—1+1—1:—1,

Castecné soucty jsou pro liché n rovny —1 a pro sudé n rovny nule.
Soucet Tada nem4, osciluje.
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3. Rada ) ;7| 5 ma cleny 5y, ¢dstecné soutty

N [SM]

_1 11 1, 1,1_71
s1=3, S2=53+71=% S3=3t;tgz=g%

Vsimneme si, ze s3 =1 — % =1- %, odkud dostaneme s4, = s3 + % =
1— %. Podobné odvodime s, =1 — 2%, odkud 1ze odvodit soucet rady

lim s, = lim 1—2%:1—021
n—oo n—oo

Rada tedy konverguje a mé soucet roven jedné.

4. Rada 3270 (% — 77) Mé Castecné soucty
b= =D+ G-Dr G-t - =1
a soucet
. . . 1 . .
Ji = Ji 1 =10

Rada tedy konverguje a mé soucet roven jedné.

Poznamky.

1. Symbol > 77, a, znaci jednak fadu (i kdyz nemd soucet) a také jeji
soucet (ma-li ho).

2. Rada muze zacinat i jinym indexem nez k = 1. Napiiklad geometrickou
fadu 1 +q+¢>+ ¢ + - - - lze zapsat ve tvaru

>
k=0
a geometrickou fadu (13.4) ve tvaru
2w
k=0

3. Zménime-li konecényg pocet clenu rady, pak se pravdépodobné zméni jeji
soucet, ale nezméni se to, zda fada konverguje a zda ma soucet: Je-li
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Dalsi priklady ziskame derivovanim nebo integrovanim mocninné fady ¢len
po clenu. Poznamenejme, Ze tato operace vypada jako pouziti pravidla pro
derivaci souctu, ale protoze je soucet nekonecny jde o vyménu poradi li-
mit, kterd neni vzdy korektni. Pro speciadlni piipad mocninnych fad korektni
je: Vztah (3 fr(z)) = >_ fi.(x) pro nekoneéné soucty nemusi platit, ale ve
specidlnim pfipadé mocninnych fad plati na kruhu konvergence (véta 8.3.10

v [2]).
5. Derivovanim geometrické rady > -, z% = ﬁ ¢len po ¢lenu pro x €
(—1,1) dostaneme > | kzF~! = (1_1$)2.

6. Alternativn{ vypocet 5: fadu >_,_, kz* vyjddifme jako soucet geomet-
rickych fad Y07 S°2  2*, sectenim dostaneme zase geometrickou fadu
Yooy i, jejiz soucet je a7

7. Pro x € (—1,1) mame (soucet geometrické rady)
- 1
k _
Z = 1— g
k=0

Zintegrovanim mocninné fady ¢len po ¢lenu dostaneme

L (—1)k+t 1 1 1
T -4 T4 =]og?2
k 273717 o8
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5. Rozmyslete si, ze z 2, 4 plyne

q'q
6. Ukazte, ze pro q € N plati
Z E < (07 1)
k=q+1

13.11 Rady, které umime seéist

Uvedeme, vétsinou bez dukazu, piiklady fad, které umime secist.

1. Geometrickd fada: pro q € (—1,1) je > oo, aq® = i

2. U nékter}'fch fad je snadné spocitat ¢dsteéné soucty: Y | 1 —

1— a tedy i soucet.

g

1

k+1

3. > e, k% = %f, diukaz v [4] pouzivd funkci komplexni proménné, jeji

Laurentuv rozvoj (zobecnéni Taylorova polynomu) a vypocet kiivkového
integrélu. V uvodu [2] je tento soucet odvozen z Taylorovy fady funkce
sinus a ,,zobecnéni® vztahu mezi kofeny polynomu a jeho koeficienty
na mocninné rady.

. Vime, ze > 7, % = e, odvodili jsme to odhadem zbytku Taylorova
polynomu. Podobné se d& ukazat pro x € R

oo :L‘k
exp(z) = Zg
k=0

i L a2kl

sin(x) = (-1)f—+

£ (2k + 1)
oo 2%

cos(x) = Z(—l)kék)|
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ar = by pro k > N, pak pro n > N je (podrobnosti v nésledujicim
cviceni)

n N
Zak Z&k—bk +Zbk
k=1 k=1

a odtud

2

i D=3 (o) +J:H;oZbk
k=1 k=1

Proto pii zkoumani konvergence fady nemusime psat meze pro scitaci

index k a nevadi ndm, ze napiiklad ¢leny rady > m nejsou pro

k € {0,1,2} definovany.

Cviceni. Ukazte, ze pro fady Y ax, Y, bg, které maji od indexu k = N stejné
cleny, tedy pro k > N je a, = by, plati pron > N

Zak Z k_bk)+zbk

k=1

NAvVOD. Pro obé fady plati

Zak—Zak+ Z ay

k=N-+1
Zbk Zbk—l— Z by,
k=1 k=N+1

a dale plati

dom= ) b
k=N+1 k=N+1
Dalsi priklady.
1. Harmonickd rada

1 _ 1 1 1
doi=14i+i+1+-
k=1
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mé rostouci posloupnost éasteénych souctiit

1
Sn+1:8n+n_+1>5n

a ma proto soucet

s = lim s,
n—o0

Ukazeme, ze s = +00. Odhady

[

+
. W
+ +
OOl |
vV Vv
PN
_|_
I
D=

daji
2”
Son = Z% > 1 + %
k=1

a odtud plyne, Ze soucet harmonické rady je +o0.

. Rada 332 (—1)Fk m4 cédstecné soucty

Sogp = —14+2—-3+4—---+2n=n
Sont1 = S —(2n+1)=n—(2n+1)=-n-1

RADY

Soucty sudého poctu clenu se blizi k plus nekonecnu, zatimco soucty
lichého poctu ¢lenu k minus nekonec¢nu, fada tedy nema soucet, osciluje.

parcialnich zlomku: ﬁ = % — k#ﬂ a pouzit priklad 4 vyse

n
_ L
o= D =
k=1 k

n

(

_k_il):

I =

=1

= 1_%+%_%+...+%_%+%_L: _ 1

n—1

s = M= i (1) =1

1To plati pro kazdou fadu s kladnymi éleny, vice viz kapitola 13.6.

. Pii zkoumdni rady » .-, ﬁ se hodi rozlozit jeji ¢leny na soucet
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13.10.3 Eulerovo c¢islo je iracionalni

Predpokladejme, ze je Eulerovo ¢islo raciondlni, a tedy existuji p,q € N
takova, ze e = 2. Pouzijeme (13.13) k vyjddfeni soucinu ¢!e, o kterém z
naseho predpokladu plyne ¢!e € N.
Soucet na pravé strané
le = -
qle = o
k=0

rozdélime na dvé ¢asti a v nasledujicich tlohach ukazeme, ze prvni ¢ast ma
celociselnou hodnotu a druhd ma hodnotu z intervalu (0, 1). Odtud dostavame
spor s tvrzenim ¢!e € N.

U'koly.
1. Ukazte, ze pro k < q je Z—i e N.

2. Ukazte, ze pro k > q je
1 1 1

= <
Kl qlqg+1)---k — ql(g+ 1)ka

Névod: v sou¢inu (¢+1). ..k nahradte véechny ¢initele vyrazem g+ 1.
Je jich tam k — ¢ (z k ¢initelu 1-2-- -k vypustime prvnich ).
3. Ukazte, ze nésledujici fada je geometricka a vypoctéte jeji kvocient.

o0

1
2 qar

k=q+1

4. Ukazte, ze nasledujici Tada je konvergentni a vypoctéte jeji soucet

o

1
2 Far

k=q+1

Névod: dosad’te do vzorce pro soucet nekonecné geometrické fady a
upravte.
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Z (13.15) dostaneme nahrazenim zavorek jednickami nerovnost
L+ <> &
k=0
a odtud limitnim pfechodem

lim (14 3)" <

n—oo

1
k!

[e.9]

k=0

RADY

(13.16)

Ukézeme opacnou nerovnost. Nabizi se v (13.15) udélat limitni pfechod

pro n — oo. Neméame ale nastroj na tpravu limity souctu

lim (1+1+50-H+ia-Ha-H+--+La-1.-1-

n—o0 n

na soucet limit

lim (14+1+5(1—2)+1lim ((1-5)(1—=2))+-+lim (H(1-1)---(1-

n—oo n—oo n—o0

protoze se pocet s¢itancu na pravé strané s rostoucim n zvétsuje.

Proto zvolime N € N a soucet v (13.15) ukonéime pro n > N u ¢lenu

(1 —1)...(1— &) a dostaneme (pro n > N)

I+4r>14+1+L0-H+ia-Ha-2)+.. . +4(1-1)...(1

)
(13.17)

Nyni muzeme v (13.17) provést limitni prechod pro n — oo a dostaneme
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Poznamka. U tady v prikladu 2 lze zjistit, ze nekonverguje uz z toho, jak
vypadaji jeji ¢leny s velkymi indexy — nespliuji podminku v nésledujicim
lemmatu. M&-li mit fada koneény soucet, musi mit posloupnost jejich clenu
nulovou limitu:

Lemma — nutnd podminka konvergence. Je-li fada _ a;, konvergentni,
ma posloupnost jejich ¢lent nulovou limitu: limy,_,., a, = 0.

DUKAZ. Ze vztahu s, = 5,1 + a,, vyjadiime a,, = s, — s,_1 a z konvergence
fady plyne lim, . a, = lim,_,o S, — lim, o S,—1 = 0 — obé limity jsou
rovny souctu fady. U

Poznamka. Rikéme, ze podminka limy_, ., ar = 0 je nutna podminka konver-
gence Tady. Z jeji neplatnosti plyne, ze fada neni konvergentni — naptiklad
fada Y x_, 2" fada z pifkladu 2. Z jej{ platnosti neplyne nic — napiiklad
harmonicka fada tuto podminku splnuje, ale neni konvergentni.

13.3 Geometricka rada

Piiklad.?

Vodorovna ¢ara na obrazku znazornuje sklo o propust-
I nosti dané ¢islem p € (0,1). Z dopadajiciho svétla in-
|(l — 1 tenzity I projde svétlo o intenzité pl a odrazi se svétlo

l-pf o intenzité (1 — p)I.
Na dalsim obrazku jsou skla dvé a nasim cilem
1 je zjistit, kolik svétla projde pres obé skla.
|(l —pM Piimo, tj. bez odrazu zpét, projde p*I. Zpét se
lpl Y1 —p)2pl od druhého skla odrazi (1 — p)pl a po dalsim
odraze na hornim skle (1 — p)?pl. Po tomto
§(1 = p)pI jednom zpétném odrazu pak pies dolni sklo

-y, 1 pPpl Preide (1 —p)?p?I.

Po dvojnasobném zpétném odrazu pak projde (1 — p)*p*I a po k-ndsobném

2Za piiklad dékuji kolegovi Filipu Soudskému.
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odrazu projde (1 — p)**p?I. Celkem pies obé skla projde svétlo o intenzité
2L+ p*(1 = p)*T + p*(1 — p)*T + -- Zp p)*I

Dostali jsme nekonec¢nou geometrickou fadu. V dalsich kapitolach odvodime
vzorec pro jeji soucet a poté se k prikladu vratime.

13.3.1 Konecna geometricka rada

Podil sousednich ¢lent a1 /ap geometrické fady nezavisi na indexu k. Tento
podil nazyvame kvocientem geometrické fady a zpravidla znacime ¢. Clen
ar+1 pak pomoci kvocientu a predchoziho ¢lenu vyjadiime

(g+1 = g
Pomoci prvniho ¢lenu pak Ize dalsi ¢leny vyjadrit ve tvaru
ap, = a,q"* (13.3)

Dokézeme vztah (13.3) matematickou indukef:

k=1:a; = a ¢! plati

Indukéni krok: predpokladédme, Ze tvrzeni plati pro k& a dokdzeme jeho plat-
nost pro k + 1. Do vztahu a;,1 = arq dosadime indukéni predpoklad (13.3).
Dostaneme

et = arg = a1¢""'q = g,
coz je vztah (13.3) pro k + 1. (0?
Radu .
> agt! (13.4)
k=1

nazyvame nekonecnou geometrickou radou. Jeji ¢astecny soucet
Sp = Z ad ' =a+aqg+ - +ag" ! (13.5)

konecnou geometrickou radou.

3Takto oznacujeme konec ditkazu.



13.10. EULEROVO CISLO 181

13.10 Eulerovo ¢islo

Ukazeme, ze zéklad prirozenych logaritmu, Eulerovo ¢islo e, je roven souctu
fady Y o 7 @ limité lim, o0 (1 + )™
13.10.1 Eulerovo c¢islo jako soucet rady

Pouzijeme Tayloruv polynom exponencidlni funkce T,,(z) = Y ;_, %xk . Pro
z =1 dostdvdme T,(1) = >",_, & a pomoci Lagrangeova zbytku Taylorova
polynomu

€= Z % + (n—il—l)! exp(cy) (13.12)
k=0
O ¢isle ¢, vime ¢, € (0,1), proto
1 <exp(e,) <e
1 exp(cy) e

CES R R Y

Pouzitim véty o seviené limité odtud dostaneme

Jim ﬁ exp(c,) =0

a odtud limitnim pfechodem v (13.12)

e=lim Y 5= 3 (13.13)
k=0 k=0

13.10.2 Eulerovo ¢islo jako limita posloupnosti

Ukéazeme obé nerovnosti (1+ %)” <30 %, (1+ %)n > o % Odtud pak
plyne
e= lim (1+1)" (13.14)
n—oo
Uloha. Pouzitim binomické véty a naslednou upravou ukazte, ze pro n € N
plati
(1+4)" = 14145(1-1)+4(1-2)(1=-2) 4 45 (1—-2) - .- (1-21) (13.15)

n
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DUKAZ. Necht je >~ aj absolutné konvergentn{ rada. Uvazujme fady > a,
> ay . Z konvergence fad ) |ak|, D a; plyne konvergence fad s nezapornymi

¢leny
doaf = (an+la)/2 D ag = (ak — |akl)/2.

Pferovnejme podle posloupnosti indexu {k;}°, obé fady — dostaneme fady
Doy iy 2oy ay, — maji stejny soucet jako pred prerovndnim. Z nich pak
dostaneme pierovnanou radu

oo oo [e.e]
§ : _E : + 2 : -
i=1 =1 =1

se souCtem stejnym jako fada ) ay. U

Poznamka o soucinu fad. Souc¢in tad s = (> ax)(>_ bx) se nabizi napsat
jako dvojnou sumu ;- > agb, (pro koneéné rady ji ziskdme rozndsobe-
nim — distributivnim zékonem). Je otdzka, zda mé tato ,,dvojna“ fada soucet
a zda je roven soucinu s. Odpovéd zni ano pro absolutné konvergentm’ rady
a soucin Casto zapisujeme v tzv. Cauchyové tvaru -, Zk 1 Aibn_.

13.9.2 Prerovnani neabsolutné konvergentni rady

V piipadé neabsolutné konvergentni fady se prerovnanim muze jeji soucet
zménit, nebo muzeme dostat fadu, kterd soucet nema. V nasledujici vétée
ukazeme, ze dokonce soucet muze nabyvat jakékoliv hodnoty.

Véta. Necht > a; je neabsolutné konvergentni fada. Pak pro libovolné S €
R* existuje prerovnani fady > aj na fadu se souctem S.

HLAVNT MYSLENKY DUKAZU. PouZijeme znaceni a™, a~ z ¢lanku o pferovnani
absolutné konvergentni fady. Obé fady Y a;, > a; maji limitu +o0. Je-li
S konecné kladné, zacneme s kladnymi cleny fady, dokud nebude c¢éastecny
soucet vétsi nez S. Je-1i S konecné zaporné, zacneme se zapornymi cleny rady,
dokud nebude c¢asteény soucet mensi nez S. Pak budeme vzdy brat stiidave
potfebné mnozstvi kladnych /zapornych ¢lent, abychom se s ¢asteénym souc-
tem dostali nad/pod S (fady > a;, > a; maji nekonecny soucet, proto ndm
slouzi jako hrnecek v pohéddce hrnecku var). Zbyva ukézat, ze takto sestro-
jenad fada ma soucet a ten je roven S.

Je-1i S = +o00, budeme postupovat podobné — budeme se postupné dosta-
vat nad 1, pod 1, nad 2, pod 2, ..., nad k, pod k, ....

Podobné pro S = —oc. O
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Odvodime vzorec pro soucet s,. Vztah (13.5) vyndsobime kvocientem
qSn = q Z ag" = Z mg" = mg+ad + - +ad
k=1 k=1
odecteme od vztahu (13.5) a upravime
Sn—qsn = a1 tag+--+ag" ! = (g + g’ + -+ ag")

a —ag+ag—ad+ag = —ad" +ag" —ad”

= a1 —aq" = ay(1—q")

Dostaneme pro q # 1

1—qg"
Sp = a1
l—q
aproq=1
sn:al—l—al%—-”—i—all:nal
X
D4

Zaveér: Soucet konecné geometrické rady je

n 1—g™
_ k-1 _ ) W19 pro q # 1
Sy = a = 13.6
; 1 { na; proqg=1 ( )
13.3.2 Nekonecna geometricka rada
Nasim dalsim cilem je odvodit vzorec pro soucet nekonecné geometrické rady

= fig =4

n—o00 1 —

pro g # 1 (13.7)

Pro ¢ = 1 dostavame fadu s konstantnimi cleny se souctem +oo v zavislosti
na znaménku prvniho ¢lenu.

K vypoctu limity v (13.7) potfebujeme uréit limitu

lim ¢"
n—oo

4Oznacuje i konec odvozeni.



166 KAPITOLA 13. RADY

Pro ¢ > 0 pouzijeme exponencidlu k vyjadieni ¢" = exp(n log(q)). Dostaneme

lim, ,_ exp(y) =0 pro g < 1

lim ¢" = lim exp(nlog(q)) = { lim, o0 exp(y) = +00 pro ¢ > 1

n—oo
Pro g € (—1,0) je |¢| € (0,1) a tedy
lim |¢"| =0
n—oo

odkud 1
lim ¢" =0

n—oo
Stejnd limita vyjde i pro ¢ = 0. Pro ¢ < —1 poslopnost {¢"}22; osciluje (mezi
kladnymi a zdpornymi ¢leny v absolutni hodnoté vétsimi nez jedna).
Zaver.
0 pro g € (—1,1)
lim ¢" =<¢ =+ prog>1
n—oo . .
neexistuje pro g < —1

Dosazenim do (13.7) dostaneme soucet nekonecné geometrické rady

4 pro g € (—1,1)

o] 1-q
Y ad"t = ¢ =-+oosgn(a) prog>1.a; #0 (13.8)
k=1 neexistuje prog < —1

Pro specialni pripad a; = 1 a po posunuti indexti dostaneme:
Geometrickd fada Y, , ¢* konverguje pro ¢ € (—1,1) se souétem s =
Pro ¢ > 1 ma soucet s = 400, tedy diverguje. Pro ¢ < —1 nemé sou
osciluje.

—_
—

_q.
et,

¢

Poznamka. Nutnd podminka konvergence 13.2 je v piipadé geometrické
fady podminkou nutnou a postacujici.

Piiklady.

1. Dokonéenf piikladu 13.1: Rada > or,21/10% je geometrickd s prvnim
¢lenem 21/100 a kvocientem 1/100. M& tedy soucet

im/lo%— 21/100 21 7
Pt - 1-1/100 99 33
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Oznacime soucty rad

s = sup{Zak:néN}

k=1

r o= sup{Zbk:nEN}
k=1

a budeme predpokladat s # r, tedy, ze dokazované tvrzeni neplati a od-
vodime spor. Bez djmy na obecnosti budeme piedpokladat s < r (jinak
vymeénime roli fad, puvodni je také prerovnani té prerovnané). Oznacime

castecné soucty
n
Tn = E bk
k=1

Dle naseho predpokladu je s mensi nez r, supremum mnoziny ¢asteénych
souctu r,, proto existuje n € N, ze r,, > s.
Uvazujme pro toto r, cleny ¢dstecného souctur, =Y ;_, by a ¢dstecny soucet

puvodni rady
N
SN = E ag
k=1

ktery je vSechny obsahuje. Pak je r, < sy. Zaroven je s supremum mnoziny
¢astecnych souctu s, tedy sy < s, coz je ve sporu s diive odvozenymi s < r,
ar, < Sy.

TODO: dokreslete obrazek — ¢iselnou osu a na ni body r, s, r,, sy. U

Pred dukazem véty o prerovnani absolutné konvergentni fady zavedeme
znaceni: a® pro kladnou ¢ast ¢isla a, a= pro zdpornou ¢ést ¢isla a. Napriklad
4" =4,47 =0, =37 =0, =37 = 3. Obecneé

ot — a proa>0 e 0 proa >0
1 0 proa<0 —a proa <0

V dalsim budeme pouzivat vztahy a = a* —a™, |a| = a* + a~ a z nich
odvozené vztahy a* = (a + |a|)/2, a= = (a — |a|)/2.

Véta o prerovnani absolutné konvergentni fady. Necht Y ;- aj je
absolutné konvergentni fada a fada Y, ay, je jejim prerovndnim. Pak je i
prerovnand fada absolutné konvergentni a fady maji stejny soucet.
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dostali dpravami fadu (zde z ni vypoustime nulové cleny)

1+ L1 + ! + L1 +
3 2 5 7 4 '
se stejnymi ¢leny, ale v jiném poradi.
Budeme fikat, ze druha rada vznikla z prvni pferovnanim — nize uvadime
definici.

Definice. Necht {k;}22, je posloupnost ptirozenych ¢isel, kterd kazdé prirozené
¢islo obsahuje pravé jednou (posloupnost indexu prerovnané rady). O radé
Y2, ay, fekneme, Ze je prerovndnim tady Y o, .

PRIKLAD. Vyse uvedené pirerovnani odpovid4 posloupnosti 1,3,2,5,7,4, . ...
Pro posloupnost 2, 1,4, 3,6, ... dostaneme z fady a,+as+az+as+as+- - -
prerovnanim tadu as + a; + a4 + ag +ag + - - - .

Obecné se pii prerovnani fady muze zménit jeji soucet, nebo dokonce
prerovnand fada nemusi mit soucet. V nasledujicich ¢lancich rozebereme, jak
tato vlastnost souvisi s absolutni konvergenci rady.

13.9.1 Prerovnani absolutné konvergentni rady

Nejdiive ukdzeme, ze fada s nezapornymi ¢leny nezméni svuj soucet pii
prerovnani. Poté totéz ukazeme pro absolutné konvergentni radu.

Lemma o prerovnini fady s nezdpornymi ¢leny. Necht je Y 7 ay
fada s nezdpornymi cleny a fada ).~ by je jejim prerovndnim. Pak fady
maji stejny soucet

DUKAZ. Posloupnosti ¢asteénych souctt fad s nezapornymi ¢leny jsou nekle-
sajici, proto maji limitu a tato limita je rovna supremu ¢asteénych souctu

téchto rad
Zak = sup{Zak n e N}
k=1 k=1
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Odtud dostaneme

it 7 73
2k
a:2—|—§:21/10 2+—33——33

vysledek shodny s kapitolou 13.1.

2. Dopocitame priklad se skly a svétlem ze zacatku kapitoly. Mame secist
radu

P+ p*(1—p)* I +p*(1 - p) Zp p)*1

Je to geometricka fada s kvocientem ¢ = (1—p)?, ktery odpovidd dvéma
odrazum a pii kazdém odrazu se intenzita snizi (1—p)-krat. Propustnost
skla p je ¢islo z intervalu (0, 1), proto i odrazivost 1 —p € (0, 1). Soucet
tedy vypocteme dosazenim do (13.8)

p*I

T+ 21 =pPI+pPQ—p) I+ = ————
pl+p(L—p)l+p(1—p)l+ (1= p)?

Po tpravé dostaneme

2—p
*3 Vypoctéte propustnost trojice skel.
NAvoD: Dvojici skel lze na-
hradit jednim sklem s pro-
| pustnosti spoc¢itanou vyse
2 Zp

p/(2—p)

a s odrazivosti, ktera je
doplinkem propustnosti

1 P Jr ¥ 32 3;’3' —p)s1

f(l _p)prj
¥ 3 ¥ (2-2p) . 3
pz; p'! p 2—p (l p) 2; p'! 1-— p/(2 — p) =

2—2p
2-p

4. Ukazeme, zZe je néasledujici fada geometrickd a vypocteme jeji soucet

3k+2

22k—3
k=1
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Spocitame podil sousednich ¢lenu rady

3(k+1)+2 _ _
== 3(k+1)+2 22k 3 B 3k+3 22k 3 B §
ay 2321;+_23 22(k+1)—3 3k+2 22k—1 3k+2 4

Rada je geometrickd, protoze podil sousednich ¢lenu se neméni s inde-

xem k. Tento podil je roven kvocientu geometrické fady, prvni ¢len je
1+2
roven a; = 3;3 = 54. Dosazenim do (13.8) dostaneme

o4

S= g A0

13.4 Varovné priklady

Uvedeme tti priklady, které nés pouci, ze s nekoneé¢nymi soucty musime
zachazet opatrné.
Uvazujme fadu
1

1+1+1+1+1+1+1+ + (13.9)
S1 = —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ .
! 2 '3 4 56 738

a vydélme ji ¢len po ¢lenu dvéma
s; 1 1 1 1 1 1 1 1
—=—4+-+-+-F+—=+—=+—=+—=+-. 13.10
2 2+4+6+8+10+12+14+16+ ( )

Vidime, ze stejnou fadu dostaneme z puvodni vynechdnim ¢lent na lichych

pozicich. Odtud plyne (odec¢teme (13.10) od (13.9))
S1 S1 1 1 1 1 1 1 1
G R 13.11
S R R T A IS TEUS TR T (13.11)

A odtud dostaneme ode¢tenim fady (13.10) od fady (13.11)

s1 81 1 1 1 1 1 1 1
=22 _ 2 _ (12 - _Z Z_Z —_Z
0=5-5=0m3)+ Gm3)+ (o) Gog) o

a tedy soucet kladnych ¢isel je roven nule. To je divné, kde se stala chyba?
Uvazujme fadu
11 1 1 1 1 1

S T B H R N
52 53 175 677 8"
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pak plyne ’Z:Zm 4 ak‘ < ¢ a odtud plyne dokazované tvrzeni. Il
Priklady.

1. Z konvergence fady Y 5 = > ‘ (_1,3;“‘ plyne absolutni konvergence

fady (71132“1 a odtud jeji konvergence.

2. Z kapitoly 13.7 o fadéch se stiidavymi znaménky vime, ze fada » | #

konverguje. Z divergence harmonické fady pak vime, ze nekonverguje
absolutne.

Pro zkoumani absolutni konvergence pouzijeme kritéria konvergence tad
s nezapornymi Cleny.

Véta. Je-li limy_, o < 1, je fada Y a; absolutné konvergentni.

Q41
k

DUKAZ plyne pifmo z limitniho srovnévaciho kritéria pro fady s nezdpornymi
cleny. U

Veéta. Je-li limy_, “k—:l > 1, pak fada ) a; neni konvergentni.

DUKAZ je podobny, jako v piipadé limitnfho podilového kritéria pro rady
s nezapornymi ¢leny. Z |ag| > |ax| > 0 také plyne, Ze neni splnéna nutna
podminka konvergence limy_,o, ar = 0. O

7 véty o konvergenci absolutné konvergentni fady plyne: zjistime-li, Ze je
rada absolutné konvergentni, pak vime, ze je konvergentni. A zjistitime-li, ze
neni konvergentni, pak nemuze byt ani absolutné konvergentni. Odtud a z
kritérii konvergence mame nasledujici dusledek.

Disledek.

Je-li hmk_mo Skti

< 1, je fada ) aj nejen absolutné konvergentni, ale i

konvergentni.

O tadeé, ktera konverguje, ale nekonverguje absolutné, mluvime nékdy
jako o neabsolutné konvergentni radeé.

13.9 Prerovnani rad

V uvodu kapitoly jsme z fady
1 1 1

. PESNE SE B
23 45 6 7 8
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Uvedené tvahy lze zobecnit v nasledujici véte.

Véta - Leibnizovo kritérium konvergence pro rady se stiidavymi
znaménky. Necht je {az} nerostouci posloupnost nezapornych ¢cisel. Pak
fada > (—1)¥*a, konverguje prave kdyz spliiuje nutnou podminku konver-
gence limy_,, ar = 0. V pripadé konvergence fady mame pro jeji soucet s a
libovolné n € N odhad s € (s9,, Sont1)-

HLAVNT MYSLENKY DUKAZU. Ekvivalenci dokazujeme jako dvé implikace.
Jedna z implikaci je ziejma: je-li fada konvergentni, pak splnuje nutnou
podminku konvergence.

Dukaz opacné implikace je obdobny predchozim cvicenim. Ukaze se, ze za
uvedenych predpokladu maji posloupnosti {ss,}, {s2,_1} limitu a ta je rovna
limité posloupnosti {s,,}. O

13.8 Absolutni konvergence rad

Definice. Radu > ay nazveme absolutné konvergentni, pokud je konver-
gentni fada ) |ag|.

Véta o konvergenci absolutné konvergentni fady. Je-li fada > a; ab-
solutné konvergentni, je i konvergentni.

DUKAZ. UkdZzeme, ze je posloupnost ¢dstecnych souctu {s, = > 7 ar}>,
Cauchyovska — odtud plyne, Ze je konvergentni.

Zopakujme si definici: posloupnost {s,} je Cauchyovska, pokud ke kazdému
e > 0 existuje N takové, ze pro n > m > N plati

n

m
D =)
k=1

k=1

n

> o

k=m+1

’Sn'_’8m|:: = < €.

O posloupnosti {3 ;_, |ax|}o>, pfedpokladdame, ze je konvergentni, tedy i
Cauchyovska. Proto plati

n m
D laxl = > lai]
k=1 k=1

Z trojuhelnikové nerovnosti

n

= > ul<e

k=m+1

n

> o

k=m+1

n

< Dl

k=m+1
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Jeji ¢leny vydélime dvéma a prolozime je nulami

2 _optio-tyortiotior oo Ly
2 2 4 6 8 10 12 ‘

Obe tady ¢len po clenu secteme

352 1

S 1 1
st =140+ -+

1 1
2 2 3 g sttt
Dostali jsme stejnou fadu jako na zacatku, jen se zpirehdzenymi cleny a
pridanymi nulami. Proto plati s, = 3% Je to pravda?
Uvazujme geometrickou fadu
6 g gt

8 64
S T A E R B
ss=ltot gt tat

8

a vynasobme ji ¢islem =

853 8+64+83+84+85
77 49 73 74 s

8s3

=4, odkud dostaneme s3 = —7. To je zase divné.

Vidime, ze plati s3 =1+

13.5 Zakladni pravidla manipulaci s radami

V piikladech v kapitole 13.4 byly jediné chybné ivahy v pocitani s nekonecny.
V prvnim piikladu neplati s; — s1/2 = $1/2 ani $1/2 — s1/2 = 0, protoze
§1 = +00.

V druhém prikladu jsou kupodivu vSechny tupravy korektni kromeé zavéru.
Soucet fady se skutecné pri prerovnani ¢lenu muze zménit — blize tento jev
budeme zkoumat v ¢lanku o prerovnani rad.

Ve tretim ptikladu je vse v porddku az k rovnici s3 = 1 + 8%. Pti jejim
feSeni jsme udeélali chybu v tpravé s3 — 8% = —%, protoze s3 = +00.
Vsimnéte si, ze fada je geometrickd a stejny vysledek dostaneme, kdyz bez
ohledu na podminky dosadime prvni ¢len a kvocient do vzorce (13.8).

Ukazeme, Ze vSechny ostatni upravy jsou v poradku.

Lemma o sc¢itani fady ¢len po ¢lenu a nasobeni fady ¢len po clenu.
Maji-li fady D0, ak, D peq bk sOUCty a, b, a je-li definovén soucet a + b, pak
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rada, kterd je jejich souctem clen po ¢lenu Y .- (ax + by) mé soucet a + b.
Je-li definovén soucin ca, pak mé fada Y .- | cay soucet ca.

DUKAZ. Tvrzeni plyne z véty o limité souctu:

. n . n . n
My, o0 D gy (ar + k) = limy o0 Dy ak + limy o0 D py bi
- . o) v [ . n . n
a z véty o limité soucinu: lim, oo Y,y cag = climy, o0 > p_; Q. O

Poznamky.

1. Pro konvergentni fady je soucet a + b a soucin ca definovan. Soucet
neni definovan naptiklad pro ,,+o0o0 — co* a soucin pro ,0oc0“.

2. Terminologie ,¢len po clenu“ se pouziva spise v pripadech, kdy tvr-
zeni podobné tomu v lemmatu neplati. Napiiklad u fad funkci ne-
musi byt limita sou¢tu rovna souctu limit — pro s,(z) = exp(nz?)
je lim, o lim, o0 S, (z) = 0 a lim, o lim, ¢ s,(x) = 1. Podobné ne-
musi platit oo, f/(v) = (Yo, f(@))". O fade 52, /() Fikdme, ze
vznikla derivaci fady Y .-, f(x) clen po ¢lenu.

3. Vkladani nul do fad odpovida vkladani stejnych clenu do posloupnosti
¢astecnych souctu. Ma-li napriklad rada a; + as + az + - - - posloupnost
¢asteénych souctu sy, So,S3,..., pak ma rada a; +as + 0+ ag + ---
posloupnost c¢asteénych soucti sq, Ss, So, S3,.... Limita posloupnosti
¢astecnych souctu se tim nezméni, proto se ani soucet fady vlozenim
nul nezmeéni.

13.6 Rady s nezidpornymi ¢&leny

Pokud pro k € N plati ay > 0, mluvime o 7adé Y ;- | ay s nezdpornygmi éleny.

Rady s nezdpornymi ¢leny maji vzdy soucet, ten mize byt nekoneény.
Nemohou tedy oscilovat. Vlastnost zformulujeme v lemmatu.

Lemma o existenci souctu rady s nezapornymi c¢leny. Plati-li
(Vk € N)(ar, > 0)

pak je posloupnost ¢astecnych souctu

)
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13.7 Rady se stiidavymi znaménky

Ukézeme konvergenci fady » .-, # =1- % + % — }L + -
ee . S C e o . (=1)k+1
Cviceni. Nacrtnéte graf posloupnosti ¢astecnych soucti s, = > ) ——.

Premyslejte pritom o vztahu hodnot (kterd je vétsi) s, a s,.1 a podobné o
vztahu hodnot s, a s,.9.
Rozmyslete si:

1. Pron € N plati s9, 1 > S9, < Sopa1:

_ 1 _ 1
Sont1 = Son + 5,7 Son = Sop—1 — 3,

2. Vybrand posloupnost se sudymi indexy {ss,}° je rostouct:

_ 1 1
Son42 = Son t 5o T 5 > Son

3. Vybrand posloupnost s lichymi indexy {s2,_1}, je klesajici.

_ 1 1
Son41 = S2n—1 — 5, T 5 < S2n-1

4. Posloupnost {s2,}7, je shora omezend ¢lenem s; (posledni nerovnost
plyne z bodu 3 — posloupnost s lichymi indexy je klesajici):

_ 1
Son = Son—1 — 3, < S2n—1 < 81

5. Posloupnost {sa,+1}5%, je zdola omezend ¢lenem sq (posledni nerovnost
plyne z bodu 2):

_ 1
Sont1 = S2n + 5,77 > S > S2

6. Rozdil s9, — s9,_1 se blizi k nule pro n — oo.

7. 7 predchoziho plyne, ze obé vybrané posloupnosti konverguji a jejich
limity si jsou rovny.

8. Obeé limity jsou rovny i limité ¢dstecnych souctu {s,}.

9. Pron € N a soucet s rady plati s, < s < S9,41.
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Dalsi dveé vety pouzivaji srovnavaci kritérium s geometrickou radou. K je-
jich dikazu pouzijeme nésledujici cviceni.
Ukol. Ukaite, 7e z (Vk € N)(ags1/ar < q) plyne (Vk € N)(a, < a;¢"1).

Véta — podilové kritérium konvergence fad. Pokud existuje ¢ € (0,1)
takové, ze (Vk € N)(ags1/ar < q), tak fada ) aj konverguje.

DUKAZ. Tvrzeni plyne z konvergence geometrické fady > a1¢"*~! a srovna-
vactho kritéria. U

Castéji budeme pouzivat limitn{ verzi podilového kritéria.

Véta — limitni podilové kritérium konvergence rad.
Pokud je limy_,o a’;zl < 1, tak fada >_ a;, konverguje.
Pokud je limy o0 a’;—:l > 1, tak fada > a, diverguje.

DUKAZ. Z limy,o 2+ = L < 1 plyne pro ¢ = (L +1)/2 < 1 existence K
takového, ze pro k € N, k > K plati ax41/ar < ¢ a odtud plyne tvrzeni véty
z podilového kritéria.

Z limy_,o a’;:l = L > 1 plyne existence K takového, ze prok € N, k > K
plati axy1/ax > 1 (zvolili jsme ¢ = L —1 > 0, pak je L —e > 1), tedy
posloupnost ¢lenu fady {ax}32  je od K —tého indexu rostouci, neplati tedy
nutnd podminka konvergence limay = 0, a tedy fada ) a; diverguje. U

Poznamka. limy_, apy1/ax = g znamend pro velkd k: apy1 = qag. Rada
se tedy pro velkd k chova podobné jako geometrickd rada s kvocientem gq.
Neprekvapi tedy, ze pro ¢q € (0,1) fada konverguje.

Piiklady.

1. Rada > ]2“—,3 konverguje, protoze

a (k+1)2
k+1 “ToRFI 2k (k+1)2 k+1)2
=S5 = 2,S+1k3 :(2k2) — 1/2 pro k — oo
Q. oF

a limita limy_,o aryp1/ar = 1/2 < 1.

2. Vyjde-li limita rovna jedné, tak z této skutecnosti neplyne nic. Napiiklad
rada ) | k% konverguje a fada % diverguje a pro obé je limita axi1/ay
rovna jedné.
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7 7 ~ A o0 z ~ .
neklesajici a nekonecnd fada ), , ax mé soucet a ten je roven supremu
¢astecnych souctu sup{> ,_, a : n € N}.

DUKAZ. Spy1 = Sy + Gny1 > Sp, proto je posloupnost ¢asteénych soucti
neklesajici. Odtud pak plyne existence limity této posloupnosti, kterd je dle
kapitoly 6.1 rovna supremu ¢astecnych souctu. [J

Uvedeme nékolik kritérii, kterd ndm pomohou urcit, zda ma rada konecny
soucet. Ve vSech tvrzenich predpokladame, ze ¢leny fad jsou nezéaporné.

Veéta — srovnavaci kritérium konvergence rad.
Plati-li (Vk € N)(ax < by), pak plati

1. Je-li fada Y ;- | by konvergentni, pak konverguje i fada >~ ay.

2. Je-li Y777 ap = +oo, pak je 1 Y 2o by = +oo.

DUKAZ. Z a;, < b, pro k € N plynou stejné nerovnosti pro ¢dstecné soucty

n n
Sp = E ap < TR = E bk
k=1 k=1

a odtud limitnim pfechodem plyne

lim s, < lim 7,
n—oo n—oo

a tedy

o [o@)
Z ap < Z b
k=1 k=1

odkud plynou obé tvrzeni véty. [

Poznamky.

1. Z konvergence ,mensi“ fady » .-, ax neplyne nic pro ,véts{“ radu.
Podobné z divergence ,,vétsi“ fady neplyne nic pro ,mensi“ radu.

2. Dle poznamky 3 z kapitoly 13.2 nezavisi konvergence fady na kone¢ném
poc¢tu ¢lenu. Proto budeme pii zkoumani konvergence rady vynechavat
meze a budeme strucnéji psat > ax. Pokud nds bude zajimat nejen
konvergence, ale i hodnota souc¢tu rady, je tfeba meze uvést.
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Priklad. Ukdzeme, ze fada Y-, 5 konverguje. Nabiz{ se srovnani s fadou
1 7 . ’ . v17 M~ . 1
> WD) © které jsme ukdzali v ¢lanku 13.2, ze konverguje. Nerovnost 5 >

k21+k nam nepomuze, viz poznémka vyse. Pottebujeme opaénou nerovnost
1

proto fadu ) 7| o ,,posuneme o jeden clen: Y .2, D k+1 =D, = l)k

a pouzijeme nerovnost kQ < k2 . Odtud a z konvergence fady > oo, = 1)/<;

plyne konvergence fady > - 13-

Véta — limitni srovnavaci kritérium konvergence rad.
Plati-li limy,_, Z—: < 400, pak

1. Pokud konverguje fada Y by, pak konverguje i fada > ay.

2. Pokud je Y ay = 400, pak i ) by = +oc.

DUKAZ. V definici limity posloupnosti L = limj,_, Z—: zvolime € = 1, k nému
existuje K takové, ze pro k£ > K plati < L + 1. Po upravé dostaneme
Z konvergence fady ) by, plyne konvergence tady > (L+1)b a ze srovnavaci-
ho kritéria plyne konvergence fady »_ ai. Pouzili jsme pozndmku z ¢ldnku
13.2, ze se nezmeéni konvergence fady pri zméné konecného poctu jejich clenu
— nevadi ndm tedy, ze a;, < (L + 1)b; plati az od indexu K. O

@l@
ol =l

Poznamka. limy . ar/by = L znamend pro velkd k: ap = Lby, tedy i
Y velis k W = LD s i bk Nepiekvapi tedy, ze z konecnosti souctu ) s 1 bk
plyne konecnost souc¢tu » .« Gk

Lemma — ekvivalence v limitnim srovnavacim kriteriu. Pokud je

lim ak/bk € (0, —|—OO)
k—o00

tedy nenulova a kone¢nd, pak fada > ay konverguje pravé kdyz konverguje
fada > by.

DUKAzZ. Predpokldddme, ze
lim ay /by, = L € (0,400)
k—oo
Odtud pro limitu prevracené hodnoty dostaneme z véty o limité podilu

_ 1
g, bl = € (0, +o0)



13.6. RADY S NEZAPORNYMI CLENY 173

a odtud a z predchozi véty plyne pozadované tvrzeni.
Poznamka. Podobné jako v poznamce nahote dostaneme pro velkd &

S ar=L > by

velka k velkd k

Tentokrat je L nejen konecné, ale navic nenulové, nemélo by tedy prekvapit,
ze jsou oba soucty > 0 b, Do .0 a bud koneéné, nebo nekonecné.

Piiklady.
3k—2

k3+k+1
podilové kritérium. Cleny fady upravime

1. Chceme zjistit, zda konverguje fada ) ¢ a chceme pouzit limitni

o3k kB->k) 1 3-2k
TR k1 BA-1/R2+ 1) R1-1/k2+1/k

Volbou b, = 1/k* dostaneme

ap 3—2/k
b, 1—1/k2+1/k3

— 3 pro k — 00

Odtud a z limitniho srovnavaciho kritéria dostaneme konvergenci za-
dané rady.

2. Rada k%ﬂ konverguje protoze

1 kQ
k341
= — 0 pro k — o
L oBe1 P

a fada ) 75 konverguje.

3. Rada 3 m diverguje protoze

P VE+rVE 11
B S

— 0 pro k — o0

a fada Y ¢ diverguje.



