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Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladni pojmy

Primitivnt funkci funkce f na otevieném intervalu I rozumime funkci F', pro
kterou plati

(Vz € D(F'(x) = f(x))

Piiklady.
Funkce F(x) = x® — 5z je primitivn{ funke{ funkce f(z) = 32> —5 na mnoziné
redlnych cisel.

Derivace (—1/z)" je rovna 1/2?, a proto je funkce F(z) = —% primitivni
funkef funkee f(z) = & na intervalu (0, +00).

Podobné je funkce F(x) = log(x) primitivni funkei funkce f(z) = © na
intervalu (0, +00) a funkce F(x) = log(—x) na intervalu (—oo, 0).

Funkce F(z) = 2y/z je primitivn{ funkef funkce f(z) = —= na intervalu
(0, +00).

Jiny nazev pro primitivni funkci je neurcity integrdl. Neurcity integral
znacime symbolem [ a integraéni proménnou symbolem dz. Vyse uvedené
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6 KAPITOLA 1. UVOD

priklady zapiseme pomoci téchto symbolu

/3x2—5d:£ = 22— b5z

/ldx = log(x)
/ldx = log(—x)

T

/%dx _ oz

Vsimnéte si, ze se z tohoto zapisu vytratily intervaly. Neni to spravné, ale
budeme se toho zpravidla pii vypoctu neurcitého integralu dopoustét. Jiné to
bude pfti praci s urc¢itym integralem, tam bude interval ddn mezemi integralu.

1.2 Jednoznacnost

Primitivni funkce nenif ddna jednoznac¢né. Napifklad (z2)" = (2? + 1) = 2z,
a tedy ob¢ funkce Fi(z) = 2% i Fy(z) = 2% 4+ 1 jsou primitivnimi funkcemi
stejné funkce f(x) = 2x. Pro libovolné ¢islo ¢ je i funkce F(z) = Fi(x) + ¢
primitivni funkci funkce f, primitivnich funkei ma tedy funkce f nekonecné
mnoho. Cislo ¢ nékdy nazyvame integraéni konstantou a nékdy aditivni kon-
stantou. Rikdme pak, Ze je primitivnif funkce ddna jednoznacné az na aditivni
konstantu. Jind nejednoznacnost v pojmu primitivnimi funkce neni, jak tvrdi
nasledujici véta.

Véta. Necht jsou funkce Fy, F, primitivnimi funkcemi funkce f na intervalu
I. Pak existuje ¢islo ¢ € R takové, ze pro = € I plati Fi(z) = Fy(z) + c.

DUKAZ. Necht jsou Fy, F, primitivnimi funkcemi funkce f na intervalu I.
Pak z definice primitivni funkce plyne, ze pro x € [ plati Fj(x) = f(x),
Fi(x) = f(z). Odtud plyne Fj(x) = Fy(z).

Uvazujme funkei, kterd je rozdilem téchto dvou primitivnich funkci z —
Fi(x) — Fy(x). Z vyse uvedeného plyne, ze jeji derivace je rovna nule na
intervalu /. Odtud plyne, Ze je tato funkce na intervalu I zaroven neklesajici
i nerostouci (plyne z véty o monotonii a derivaci), a tedy je konstantni. A
odtud plyne dokazované tvrzeni Fy = F5 + c na [. O



1.3. EXISTENCE 7

Néasledujici pripad ukazuje, ze je ve vété podstatné uvazovat primitivni
funkce na intervalu. Obé funkce maji na R\ {0} derivaci rovnu 1/z a ptesto
se nelisi jen o konstantu.

log(z) x>0 log(z) x>0
f(2) :{ 105(_;3) r<0 9(z) :{ Qilog(—x) x <0

Vzorce typu [ % dz = log|z| + ¢ néktefl puritdnstéjsi matematici nemaji
prilis v lasce praveé kvuli nejasnosti definiéniho oboru a nejasnosti vyznamu
konstanty c. V tomto textu integrac¢ni konstantu c¢ zpravidla nebudeme uva-
det.

1.3 Existence

Ke spojitym funkcim existuje primitivni funkce, ale ne vzdy ji muzeme
vyjadiit pomoci elementarnich funkci. K takovym, pomoci elementarnich
funkef nevyjédiitelnym integralim, patif napiiklad [ exp(—2?)du.

Prikladem funkce, ktera neméd primitivni funkci je napriklad funkce sig-
num a obecné jakakoliv funkce s nespojitosti typu skok. Pokud by totiz pro
néjakou funkci F' platilo na okoli nuly F’(z) = sgn(z), pak by pro z > 0
bylo F'(z) = 1 a tedy i lim, ,o+ F'(z) = 1 a z véty 7.2.1 z [JV] by plynulo
F'(0) =1, coz je ve sporu s F’(0) = sgn(0) = 0.

Vétu o existenci primitivni funkce ke spojité funkci dokazeme pozdéji za
pomoci Riemannova integralu.

1.4 Zakladni vzorce

Nésledujici vzorce jsou primym dusledkem vzorcu pro derivace. Ovéite jejich
platnost zderivovanim.

Pron # —1: [2"dz = 2"

[ L dx =log|z| (jednim zépisem jsme pokryli intervaly kladnych i zépornych
¢isel)

[ sin(z) de = — cos(x)
J cos(z) da = sin(x)

[ = do = arctg(z)
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Proa>0: [ 2+a2
[ exp(z) dz = exp(z)

dz = Larctg(%)

1.5 Linearita integralu

Pro funkce f, g a ¢isla a, b plati (af +bg) = af’+bg’. Odtud plyne obdobny
vztah pro integral

/f()+bg /f dx+b/ (z) da (1.1)

/(x+1)2dx:/a:2+2x+1dx:%x3+x2+x

napiiklad

Pripomenme souvislost vztahu (1.1) s linedrni algebrou. Na levé strané je
integral z linearni kombinace dvou funkci a na pravé strané je linearni kom-
binace integralu. Integrovani je tedy operace, ktera zobrazuje linedrni kom-
binaci na linedrni kombinaci obrazu. Takové zobrazeni nazyvame linearnim
zobrazenim. V tomto smyslu je tedy integrovani linearni.

1.6 Ulohy na procviceni
1. Ovérte zderivovanim platnost vzorcu v kapitole zakladni vzorce.

Pro nésledujici funkce a intervaly naleznéte primitivni funkce a udélejte
zkousku.

2. flx) = f 1= (0, +o0)

3. flx) = — (0, +o0)

4 f(z)=3 cos( ) —2sin(z), I =R
f(z) =2 —3exp(x), [ = R

6. f(x) = (1+ VD), I = (0, +00)

7. f2) =25, [ =R



1.6. ULOHY NA PROCVICENI

Odpovézte na otazky a své odpovedi zduvodnéte:
8. Kolik maji funkce z tloh nahote primitivnich funkei?
9. M4 funkce f(z) = exp(—z?) primitivni funkci na R?

24z <1

10. Méfunkcef(x)_{ S5—xz v2>1

primitivni funkci na R?

24+ <1

11. M4 funkce f(ﬂf):{ 4—z x>1

primitivni funkci na R?

12. Jaky vyznam mé konstanta c ve vzorci [ 1dz = log|z|+ ¢?

13. Co znamena vyrok: ,Integrovani je linedrni operace.“?
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Kapitola 2

Linearni substituce

V jedné z dalsich kapitol vysvétlime metodu substituce pii vypoctu integralu.
V této kapitole vysvétlime jeji nejjednodussi variantu — pripad linearni sub-
stituce. Chceme naptiklad spocitat integral

/sin(2x +1)dz. (2.1)

Vime, ze [sin(y)dy = —cos(y) a tak si tipneme, Ze integréal (2.1) je roven
—cos(2z + 1). Zderivovanim zjistime (— cos(2z + 1))’ = 2sin(22 4 1). Odtud
nahlédneme, ze nas tip staci jen trochu opravit a dostaneme

1
/sin(2x +1)dx = ~3 cos(2z + 1)

vvvvvv

1. Zvolime substituci, v nasem piikladé y = 2z + 1.

2. Vypocéteme vztah mezi dr a dy: dy = ¢’ dz. V nasem piikladé dy =
2dz. Odtud vyjadiime dz = %dy. Obecné pro substituci y = ax + b je
de = Ldy.

3. Provedeme substituci v integralu, v nasem piikladé prevedeme integral
[ sin(2z + 1) dz na integrdl [ sin(y) dy.

4. Spocitame integral po substituci
/ 3 sin(y) dy = —3 cos(y)

11



12 KAPITOLA 2. LINEARNI SUBSTITUCE

5. Do vysledku vratime puvodni proménnou.
—3cos(y) = —3 cos(2x + 1)

6. Dostali jsme vysledek
/sin(2x +1)de = —5 cos(2z + 1)

7. Udélame zkousku zderivovanim vysledku

(—3 cos(2z + 1)) = sin(2z + 1)

Ukazeme nas postup na dalsim ptikladé. Chceme spocitat integral
/ V3r —4dx

Zvolime substituci y = 3x — 4, zderivujeme dy = 3dz, vyjadiime dx = %dy
a provedeme substituci. Dostaneme integral s proménnou y a spocitame ho

1 1 1 1 2 2
/3\@ Y /3y y=73 Yy oY oV

1+1/2

Na zavér provedeme zpétnou substituci a tim dostaneme vysledek
/\/3;5 —4dz = 24/(3z — 4)3
ktery zkontrolujeme zderivovanim

3r —4

/N
©OIN
—~
(V]
&
|
W
N—
w
N—
|
N\
eJl\V)
—~
w
&
|
N
N~—
Nl
N——
Il
OIN
N
w
—~
w0
&
|
W
N—
[N
I
—~
w
&
|
g
N~——
N[
I

vvvvvv

staneme se k tomu pii probirani funkef vice proménnych) a zZe jejich vyznam
zname z diferencidlniho poctu — jsou to ,nekoneéné malé* prirustky funkei.
Vime, ze derivace je podil takovych piirustku, tedy y' = % a odtud dosta-
vame vztah dy =y’ dx.



2.1. ULOHY NA PROCVICENI

2.1 Ijlohy na procviceni
Vypoctéte integraly a udélejte zkousku
1. [cos(2+ x)dx
2. [sin(2z)dx
3. [ cos(3z) dx
. [exp(—z)dx
. [exp(2z) dz

exp(x)+1
: f efc)p(lr) dz

[SATEENTEN

(=)

7. [ dx

3z—1

oo

) G da

. [z +1)°dx
10. [V2—zda
11. [{dz

Ne)

1
14. f$2+4:v+4 da

15. dx

| e
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Kapitola 3
Urcity integral

Na zacatku kapitoly definujeme wurcity integrdl, spocitame nékolik prikladu,
uvedeme jeho vlastnosti. U jedné vlastnosti — aditivité vzhledem k inte-
grac¢nimu oboru — budeme mit omezeni, kterého se muzeme zbavit modifikaci
definice urc¢itého integralu. To nés povede k definici Newtonova urcitého in-
tegralu.

3.1 Definice urcitého integralu

Necht a,b € R*, a < b, I = (a,b). Funkce F' necht je primitivni funkcf
k funkci f na intervalu I. Necht existuji limity

lim F(x) lim F(z)

z—at x—b~

a necht je definovan jejich rozdil

lim F(z) — lim F(x)

T—b~ z—at

Pak tento rozdil nazyvame wurcitym integralem funkce f na intervalu I a

znacime
b
[ ra)as

V pripadé, ze jsou obé limity konecéné, rikame, ze integrdal konverguje.

15



16 KAPITOLA 3. URCITY INTEGRAL

Poznamky.

1. Vime, ze primitivni funkce neni dana jednoznac¢né. Jak je to s urcitym
integralem? Prozkoumejme to: Jsou-li Fy, F» dvé primitivni funkce k f
na I, pak vime, ze existuje konstanta C, ze

Odtud dostaneme

lim Fy(z) — lim Fy(z) = lim (Fi(z)+C)— lim (Fi(z) +C)
x—b~ z—a™t x—b~ z—a™t
= lim Fi(z) — lim Fi(x)
x—b~ z—at

V posledni rovnosti jsme pouzili vétu o aritmetice limit, konstanta C'
se vzajemné odecetla.
Zéaveér: hodnota urcitého integralu nezavisi na vybéru primitivni funkce.

2. Funkce F' je zpravidla v bodech a, b spojita, v tom pripadé pocitame
limity jako funkéni hodnoty.

3. Vypocet urcitého integrélu zapisujeme bud

b
/ f(x)dz = F(2)|° = lim F(x) — lim F(x)

z—b— z—at

nebo zaménime ,svislitko“ za hranaté zavorky

F@)lg - [F@@)

a

nebo jesté vypiseme proménnou, pokud neni z kontextu ziejma

T—b— z—at

b
/ f(x)de = [F(2)]*Z% = lim F(z) — lim F(x)

4. Pokud je z kontextu jasna integra¢ni proménna, 1ze vynechat dz. In-
tegral pak zapiSeme!
b
[ 1@
a

Poznamenejme, ze nékteif, zvlasté fyzikové, toto zkracovani nemaji radi a povazuji je
za nekorektni.
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3.2 Piiklady

1. Chceme spocitat integral

4
| v
0
Pouzitim vzorce nejdiive spocitame primitivni funkci
4
| ve= e
0
a poté spoc¢itame limity (v tomto pfipadé funkéni hodnoty)
4
_12,3/214 _ 243/2 _ 203/2 _ 2q _ 16
/0\/5—[337 ]0_34 3077 =38=3

Zaver: integrél f04 vz mé hodnotu 16/3 a konverguje (jeho hodnota je
konecnd).

2. Chceme spocitat integral

1
/ r+ydy
-1

Vsimnéte si, Ze integrac¢ni proménna je y. Pokud neni z kontextu patrny
opak, povazujeme x za konstantu. Primitivni funkce je

1

1 — 1 1

| ety =lay g — e 51— (o 51D =20
—1

Zaver: integral f_ll x 4+ ydy ma hodnotu 2z zavislou na hodnoté para-
metru x a konverguje (jeho hodnota je konecénd).

3. Chceme spocitat integrél

Spocitame primitivni funkei

[ Lar = posto
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a limity

[log(x)]g = lim log(x) — lim log(z) =log(2) - (—=00) = +00

Zaver: integral fg% ma hodnotu 400 a nekonverguje (jeho hodnota
neni konecna).

. Chceme spocitat integral

400 1
/ L
o 1422

Spocitame primitivni funkci

400 1 N
/1 T2 dz = [arctg(x)]

a limity
+oo __

larctg(x)]]>° = lim arctg(z) — lim arctg(x) =

T—+00 z—1+

o 3
|

N
SN

. Chceme spocitat integral

/0 Jog(x) du

Primitivni funkci se nau¢ime pocitat v kapitole o metodé per partes

/0 log(x) dz = [(log(x) — 1))}

Dalsim tkolem je spocitat limity. Jednu z nich diky spojitosti jako
funkéni hodnotu

lim z(log(z) — 1) = 1(log(1) — 1) = —1

r—1—

Na druhou pouzijeme vétu o aritmetice limit

li 1 -1) = 1 1 — i
gy, wllogle) = 1) =y, wloslw) = i @
= lim xlog(z) — 0
z—07F

= 1 1
i, woga)
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a L’Hospitalovo pravidlo

_ . log(x) . 1/x
xllf?* $10g<~r> N xlif(l)lJr x1 n xllgh —x2
= lim —2?/r = lim —=x
z—07t z—07t
=0

Vysledny integral tedy je roven

/0 log(z) dz = [z(log(z) — D]} = —1 — (0— 0) = —1

3.3 Vlastnosti urcitého integralu

Nésledujici vlastnosti obsahuji rovnosti, které obvykle pouzivame k vypoctu.
Chceme spocitat jednu ze stran rovnosti a misto ni spocitame druhou. Proto
jsou dulezité i predpoklady o existenci, v nékterych ptripadech maji smysl
bud obé strany rovnosti nebo zadn4, v jinych miZe jedna strana mit smysl a
druhd nikoliv. Zajimava je v tomto ohledu vlastnost 2 — aditivita vzhledem
k intervalu, podrobnosti probereme v kapitole 3.5.

1. Linearita.

c € R, z konvergence pravé strany plyne konvergence levé strany, z exis-
tence pravé strany (muze tedy byt nekonecénd) plyne existence levé
strany. Vlastnost zpravidla pouzivame tak, ze chceme spocitat levou
stranu a misto ni spo¢itadme pravou stranu.

[ rwrow = s+ [ o (31)

IECEXING (32)

Vlastnost (3.1) nazyvame aditivitou, vlastnost (3.2) homogenitou.

Aditivita vzhledem k integracnimu oboru.
Je-li a < b < ¢ a existuje-li prava strana, pak existuje i leva strana a

plati .
[+ [ f@= [ s

2Tyto pojmy pravdépodobné znate z linedrni algebry.
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Vsimnéte si, ze vlastnost jsme nazvali aditivitou, stejné jako (3.1).
Vysvétlime tuto podobnost: V (3.1) je integrél ze souctu funkei ro-
ven souctu integralu. Zde je integral pres sjednoceni intervalu roven
souctu integral. Sjednoceni intervalu tedy v jistém smyslu odpovidéd
souctu funkei.

. Pozitivita integradlu.

Pokud je (Vz € (a.b))(f(x) > 0) a integral f: f(z) existuje, pak je
nezaporny.

. Monotonie integralu.

Pokud je (Vz € (a.b))(f(x) < g(z)) a existuji oba integrély fff(x),
Ji 9(x), pak plati [} f(z) < [} g(x).

Jesté vysvétleme, proc tuto vlastnost nazyvame monotonii. Zopakujme defi-
nici funkce h neklesajici na intervalu I:

(Vor, w9 € 1,01 < 29)(h(21) < h(w2))

Zde roli x1, xs maji funkce f, g, nerovnost f < g znamena

(Vo € (a.b))(f(z) < g(x))

Roli h(x1), h(x2) zde maji integraly

[ [

3.4 Dukazy vlastnosti

. Aditivita integrélu plyne z aditivity derivace (derivace sou¢tu je soucet

derivaci) a véty o aritmetice limit. Necht jsou F', G primitivn{ funkce
k f, g na (a,b). Pak
b~ z—at

b
/ flz)+g(x) = lim (F(x)+ G(x)) — lim (F(z)+ G(x))

= lim F(z)+ lim G(x) — < hm+ F(z)+ lim+ G(z)

x—b— rx—b— T—a T—a
= lim F(z)— lim F(z)+ lim G(z) — lim G(x)
b~ z—at b~ r—at

- [+ [

)
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Podobné homogenita plyne z homogenity derivace (derivace nasobku je
nasobek derivace) a z véty o limité ndsobku

b
/ cf(r) = lim (cF(x)) — lim (cF(x))

b~ r—a™t
= c ( lim F(z) — lim F(x))
Tz—b— r—a™t

_ c/abf@c)

2. Aditivita vzhledem k integraénimu oboru: necht je F' primitivn{ funkci
k f na (a,c). RozepiSeme levou stranu rovnosti

/ f(x)—k/jf(ac) = lim F(z) — lim F(z)+ lim F(z) — lim F(z)

T—b— r—a™t T—c™ z—bt

Protoze je b € (a,c), je F' v bodé b spojitd, a proto se jednostranné
limity rovnaji
lim F(z) = lim F(x)

z—b— z—bt

a ve vztahu vysSe se odec¢tou. Dostaneme

/ab f(x)Jr/bcf(x) — _ lim F(z)+ lim F(z)

z—at T—c™

[+ [r0= [ 1w

3. Porzitivita: je-li f nezdaporna na I, pak mé jeji primitivni funkce F' na
I nezédpornou derivaci a je tedy neklesajici. Proto je

a odtud

lim F(z) < lim F(x)

z—a™t T—b—

a odtud je
b
/ f(z) = lim F(z) — lim F(z)>0

T—b— z—at
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4. Monotonie: je-li f(z) > g(x) na I, pak je rozdil f(z) — g(x) nezaporny
na I. Odtud a z pozitivity plyne nezapornost integralu

JECRCEL

a odtud a z linearity integralu (vlastnosti 1 a 2) plyne nejdiive

[ 10~ [ o =0
IRCEIRE

3.5 Problém s aditivitou vzhledem k integracnimu
oboru

a po uprave

Problém vysvétlime na ptikladech. Chceme spocitat integraly

[t [

U obou se nabizi rozdélit integra¢ni obor na dva intervaly, na kterych umime
spocitat primitivni funkci a pouzit aditivitu

/Z|x| - / |x|+/|a:| /—x—l—/

= [—2?/2%, 4+ [22/22 = 0— (=2) +9/2 — 0 = 13/2

/_;sgn(x) = / —1+/

= [~2]’5+[z]j=-5+1=—4

Problém je s existenci spocitaného vysledku a tedy i korektnosti vypoctu.
Absolutni hodnota jako spojita funkce ma primitivni funkci a na zadaném
intervalu ma urc¢ity integrdl. Funkce signum na intervalu obsahujicim nulu
neni spojitd, ma zde nespojitost typu skok a primitivni funkci tedy nemé. To
nas vede k definici zobecnéné primitivni funkce a od ni odvozeného Newto-
nova integralu.
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3.6 Zobecnéna primitivni funkce a Newtonuv
integral
Definice. Funkci F' nazveme zobecnénou primitioni funkci funkce f na in-

tervalu I = (a,b), pokud je F' na I spojitd a existuje konetnd mnozina K
takova, ze

(Vo € I\ K)(F'(x) = f(z))

Piiklad. Funkce F(z) = |z| je zobecnénou primitivni funkei funkce signum

na R, protoze je spojitd a pro x > 0 plati |z|' = 2/ = 1 = sgn(z) a pro
x < 0 plati |z|" = (—z) = —1 = sgn(x). Staci tedy zvolit konetnou mnozinu
K ={0}.

Newtonuv integral pak definujeme stejné jako urcity integral, jen zaménime
primitivni funkci za zobecnénou primitivni funkei.

Definice. Necht a,b € R*, a < b, I = (a,b). Funkce F necht je zobecnénou
primitivni funkei k funkci f na intervalu I. Necht existuji limity

lim F(x) lim F(x)

z—at z—b—

a necht je definovan jejich rozdil

lim F(z) — lim F(x)

T—b— r—a™t

Pak tento rozdil nazyvdme Newtonovym (urcitym) integralem funkce f na
intervalu I a znac¢ime

) [ s

V pripadé, ze jsou obé limity konec¢né, fikame, ze Newtonuv integrdl konver-
qugje.

Poznamka. Zobecnénd primitivni funkce je ddana jednoznacéné az na aditivni
konstatntu. Hodnota Newtonova integralu nezavisi na vybéru této primitivni
funkce, konstanta se pii vypoctu od sebe odecte stejné jako u urcitého in-
tegralu vyse.

Pro zjednoduseni vypoctu se hodi dodefinovat Newtonuv integral i pro
piipad stejnych mezi, pripadné pro dolni mezi vétsi nez je horni mez.
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Definice. Pro a,b € R, a > b definujeme Newtonuv integral vztahy
) [ f@) =0
ab a
™) [ @) = = [ s

Priklady. Jsou-li meze stejné, nemusime pocitat primitivni funkci a muzeme
rovnou napsat vysledek

) [ et =0

Jsou-li meze ,,prohozené“ (dolni je vétsi nez horni), lze pocitat standardnim
zpusobem

(N)/:Qx:[x?}g)ZO—zL:—zl

jen si v ptipadé limit musime dat pozor, abychom je pocitali ,zevniti“ inter-
valu

(N) / == W) / 9 = 2V =

= lim —227Y2 - lim —227Y2 = —00 — (=2) = —00
z—07F z—1~

Plyne to pro b < a z

(N)/jf(x) - —UV)/:f(“")
- (lim F(z) — lim F(f@))

T—a~ z—bt
= — lim F(x)+ lim F(z)
T—a~ T—bT
= lim F(z) — lim F(x)
z—bt T—a—

3.7 Vlastnosti Newtonova integralu

7 vlastnosti ur¢itého integralu uvedenych v 3.3 zustava beze zmény aditivita
a homogenita vzhledem k integrované funkci a pozitivita a monotonie. Nize
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zformulujeme aditivitu pres interval, predpoklady o existenci nam umozni
efektingji tuto vlastnost pouzivat pti vypoctech.

Tvrzeni o aditivité. Necht je a,b,c € R. Pak plati (3.3), jakmile nékterd
ze stran konverguje

) [ = | )+ ) [ 1@ (3.3)

Poznamka. V tvrzeni je podstatné, ze z existence pravé strany plyne exis-
tence levé strany, protoze takto chceme (3.3) pouzit. Cheeme spocitat levou
stranu, neumime to piimo a misto ni spo¢itdme stranu pravou.

DUKAZ tvrzeni je zaloZen na rozboru piipadi. Provedeme pro nékteré z nich.
Pro a = ¢ jsou vyrazy na obou strandch rovny nule, jak plyne piimo z defi-
nice Newtonova integralu vyse (na levé strané je integral na (a, a), na pravé
se integraly 1is{ znaménkem).

Pro a < b < ¢ mame z existence pravé strany zobevnéné primitivni funkce
k f: na (a,b) funkci F,, a na (b, ¢) funkci Fy.. Z konvergence obou integréla
plyne konecnost limit téchto primitivnich funkci v bodé b. Muzeme je tedy
(obé nebo jednu z nich) zménit o konstantu a pak ,slepit” a ziskat tim spo-
jitou funkci. Ta pak bude zobecnénou primitivni funkei F' na (a,c). Déle
je dukaz analogicky jako vyse v 3.4 pro urcity integral. Rozepiseme pravou
stranu

b~ z—at T—sc™ z—bt

b c
(N)/ f(x)+(N)/b f(z) = lim F(z)— lim F(z)+ lim F(z)— lim F(x)

Ze spojitosti zobecnéné primitivni funkce F' v bodé b plyne rovnost jedno-
strannych limit v tomto bodé, limity se tedy odec¢tou a dostaneme

— lim F(z)+ lim F(z)

r—a™t T—c™

COZ je rovno .
™) [ 1ta)

Dalsi moznosti 1ze rozebrat nasledovné (udéldme pro ukazku jen pro jeden
pripad): Vztah pro a < b < ¢, ktery jsme pravé odvodili, upravime na

) [ @ - | ) = V) | i@
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znaménko minus zménime na plus, kdyz zaroven vyménime meze

) [ @) [ o= [ 5

Kdyz jesté na levé strané vyménime poradi

) [ 1@+ [ @ =) [ s

a prejmenujeme meze A = b, B = a, C' = ¢ dostaneme pro B < A < C

W [ sw e [C@=m [ s



Kapitola 4

Metoda per partes

4.1 Uvod

Metoda per partes, cesky po ¢astech, je odvozena od pravidla pro derivaci
soucinu

(fg) = fg+ fd

Zintegrovanim dostaneme

/(fg)’div = /f’g + fg'dx

Na levé strané se derivovani a integrovani vzajemné vyrusi a dostaneme
fo= [ Fo+sdda
Na pravé strané pouzijeme linearitu integralu
fg= /f’gdaj + /fg’d:v
Jeden z integralt nyni ze vztahu vyjadiime
[ rode=sg~ [ o (1)
Piiklad. Vypocteme metodou per partes integral

/ x cos(2z) do

27
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Nejdiive zvolime f, g tak, aby f’g = x cos(2z). Mame dvé moznosti
f'=x,9g=cos(2z) mnebo f =cos(2x),g==x

Dalsim krokem bude spocitat f a ¢’ a dosadit do (4.1). Funkci f ziskdme zin-
tegrovanim f’, funkci ¢’ zderivovanim g. Pro funkci kosinus nezdlezi na tom,
zda budeme integrovat nebo derivovat, v obou pripadech dostaneme nasobek
sinu. Pro polynom derivovanim jeho stupen snizime, zatimco integrovanim
zvysime. Proto ze dvou vyse zminovanych moznosti vybereme

f=cos(2z), g==x

dopocitame

f=1isin(2z), ¢ =1

dosadime do (4.1)
T . 1.
/xcos(2x) dz = B) sin(2zx) — / 5 sin(2z) dzx
Zbyva spocitat integrl na pravé strané'. Dostaneme
T . 1
/x cos(2z)dx = 5 sin(2z) + 1 cos(2x)

Na zévér udélame zkousku zderivovanim.

(£sin(22) + Lcos(22)) = Lsin(2z) + Z(cos(22))2 — 1 sin(27)2
= 1sin(2z) + zcos(2z)) — 5 sin(2x)
= xcos(2x)
Priklad.

/x2 exp(—z) dx

Zvolime (ze stejnych duvodu jako v minulém piikladé)

f'=exp(—z) g=2a"

Dopocitame
f=—exp(-z) ¢ =2

!Proto se metoda jmenuje po éastech: nejdiive integrujeme f’ a poté fg'.
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Dosadime do (4.1)

/x2 exp(—z) dr = —2% exp(—x) + /23: exp(—z) dx (4.2)

Zbyva spocitat integral na pravé strané. Vsimneme si jeho podobnosti s puvodnim
integralem a to nam napovi, ze mame metodu per partes pouzit jesté jednou,
tentokrat pro

f' = exp(—z) g=2z

f=—exp(-z) ¢ =2

Dostaneme
/2:1: exp(—z)dr = =2z exp(—z) + /Zexp(—x) dx

Nyni jiz integral na pravé strané spocitat umime

/Qx exp(—z)dr = —2zx exp(—z) — 2exp(—x) (4.3)
Zbyva dosadit (4.3) do (4.2)

/m2 exp(—r)dz = —2%exp(—x)+ /21: exp(—z)dz
= —z?exp(—x) — 2wexp(—x) — 2exp(—2)

Vysledek jesté upravime, vytkneme exponencialu

/x2 exp(—z)dr = (—2? — 22 — 2) exp(—2)

a udélame zkousku

/

((—2® =22 —2)exp(—2)) = (=22 —2)exp(—z) — (—2° — 2z — 2) exp(—2x)
= z?exp(—2)
4.2 Rekurentni formule

V minulém piikladé jsme spocitali integrél z 2% exp(—x) a pouzili jsme me-
todu per partes dvakrat. Pti vypoctu integralu

/x5 exp(2x) dx
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nas ¢eka pétinasobné pouziti. V tomto piipadé se vyplati odvodit tzv. reku-
rentni formuli pro integral

I, = /x” exp(2x) dx

Zvolime
[ =exp(2z) g=2a"
spocitame
f=3iexp(2z) ¢ =na
a dosadime do (4.1). Dostaneme

I, = /x” exp(2z) dz = 32" exp(2z) — / Lexp(2z)na™ " dx

Vsimneme si, ze na pravé strané po vytknuti konstanty n/2 z integralu do-
staneme [,,_;. Odvodili jsme tedy vztah

1 n
I, =—z" 20) — =1, 4.4
5% exp(2x) 5ot (4.4)
Nasim cilem je spocitat I5. Pouzitim (4.4) tento integral prevedeme na Iy, ten
dale na I3 ...az k I, ktery spocitame. Do (4.4) postupné za n dosazujeme
5,4,3,2,1

Iy = lrPexp(2z)— 214

= 12%exp(2z) — 2 (32" exp(22) — 113)

= %xf’ exp(2z) — g (%az:‘1 exp(2x) — % (%x?’ — %IZ))

= %x‘r’ exp(2z) — % (%334 exp(2z) — % (%x?’ — % (%.9:2 — [1) )

— L exp(2e) - § (bt exp(2e) — 4 (ba® - § (302 (b - 31)
Protoze

Iy = /xo exp(2z)de = /exp(Zx) dr = - exp(2x)

dostaneme

Is = %x5 exp(2z) — g (%m4 exp(2z) — 2 (%x?’ — % (le — (lx —1 exp(2x)))))

Zbyva odstranit zavorky.
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Ke vysledku se téz muzeme dostat od Iy opakovanym pouzitim (4.4)

Iy, = Lexp(2z)

I, = %x exp(2x) — 1]0 = %x exp(2zx) — 7 eXp (éw — ) exp 2$)

I~ Lrbeun(an) 1 ot ep(2e)— (- ) ) (b Lo 1) nplz
b= Mo -3h= - = (-3 do- Doz

I = Iztexp(2r) —2L;= - = (32" —2°+322° - 204 3) exp(22)

I; = Pexp(2r) - 5L = - = (32" 32"+ 52% — 2% 4 By 4 B exp(22)

4.3 Typické priklady na metodu per partes

Vyse uvedené priklady jsou typickymi integraly na pouziti metody per partes.
Obecné do této skupiny patii integrély ze soucinu polynomu P a exponencialy
nebo sinu ¢i kosinu

/ P(z) exp(az) dz / P(z) sin(az) dz / P(z) cos(az) dz

V téchto ptipadech vzdy polynom derivujeme a exponencidlu ¢i sinus, ko-
sinus integrujeme. Metodu per partes pouzijeme tolikrat, jaky m&a polynom
P stupen. Ve vSech tiech pripadech je mozné odvodit a pouzit rekurentni
vzorec.

Dalsimi typickymi piiklady jsou souciny polynomu a logaritmu nebo nékteré
z cyklometrickych funkei.

/ P(x) log(z) do / P(z) arcsin(z) dz / P(x) arccos(x) da / P(x) arctg(x) da

V tomto pripadé naopak polynom integrujeme a logaritmus atd. derivujeme.

Piiklad. Mame spocitat integral

/:p log(x) dz

f'=x g=log(z)

Zvolime

spocitame
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dosadime do (4.1)

1 1,1
/xlog(a:) dz = 5:52 log(z) — / 5952— dz

upravime a dopocitame

1 1
/xlog(x) dr = =2 log(z) — ~2?
2 4
a provedeme zkousku
(11og(o) - 3a)' = wloglo) + 3a% - 20
= wzlog(z) + 32 — 3z
= xlog(z)

Metodou per partes 1ze fesit i priklady, kde funkce neni soucinem jako je
nasledujici

Priklad. Vypoctéte integral

zvolime
dopocitame

dosadime do (4.1)

/1 log(z) dz = 7 log(z) — /xi do

upravime a dopocitame

/log(x) de = zlog(x) — x
pripadné jesté vytkneme x pred zavorku

/log(x) dz =z (log(x) — 1)

a udélame zkousku

(z (log(z) — 1))’ = log(z) — 1+ 22 = log(x)
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4.4 Dalsi rekurentni vzorec

Odvodime rekurentni vzorec pro integrél

I, = /sin"(x) dz

Zvolime
f =sin(z) g¢=sin""'(2)

Dopocitame
f=—cos(z) ¢ = (n—1)sin" ?(x)cos(z)

dosadime do (4.1)

I, = — cos(z) sin™ ! (z) + /(n — 1) sin"?(z) cos®(x) dz
Upravou cos?(z) = 1 — sin?(z) dostaneme

— cos(z) sin"!(x) + /(n —1)sin" 2(z)(1 — sin*(x)) dz
dalsi upravou

—cos(z)sin" ! (z) + (n — 1) /(sinn_z(:p) —sin"(z))dx

a odtud
I, = —cos(x)sin" ' (z) + (n — 1) (L2 — 1))
odkud postupné vyjadiime I,, prevedenim ¢lenu na levou stranu
I, + (n — 1)1, = — cos(z) sin" *(z) + (n — 1)1,_5
a vydélenim rovnosti n

1 -1
I, = ——cos(x) sin" ' (x) + n
n

[n72

Priiklad. Chceme vypocitat

/sinG(x) dz

33

(4.5)
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Pouzijeme (4.5) a protoze je exponent 6 je sudy, zaéneme vypoctem Ij.

Iy = /sino(x) de =2

Dale pouzijeme (4.5) pron = 2,4,6

I = —jcos(z)sin(z) + o
Iy = —%cos(z)sin’®(z) + 2 (-3 cos(z) sin(z) + 3x)
= —1cos(z)sin®(z) — £ cos(z) sin(z) + 2z
Iy = —3icos(z)sin®(z) + 2 (—1 cos(z)sin®(z) — 2 cos(z) sin(z) + )
= —Zcos(z)sin’(z) — & cos(z)sin®(z) — = cos(z) sin(z) + S

4.5 Urcity integral

Véta. Pokud vyraz na pravé strané existuje (tj. existuje primitivni funkce,
limity i aritmetické operace), pak plati

/ab flg=1fal - /ab fg (4.6)

Piiklad. Vztah (4.6) pouzijeme na (4.5)

w/4 _q x/4
| s (@) = (= eos(oysin [ s )
0 n 0

Dosadime sin(r/4) = cos(r/4) = 1/4/2, sin(0) = 0 a pro n > 2 dostaneme

w/4 1 n—1 w/4
sin”(x) = — + sin" 2(z
/0 @)= -+ / ()

Pro dalsi meze dostaneme pro n > 2

w/2 -1 /2
/ sin"(z) = n / sin" % ()
0 n 0
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4.6 Ijlohy na procviceni

/ sin®(z) d
0

2. Odvod'te rekurentni vzorce pro integrély

1. Vypoctéte

S, = /x" sin(z) dzx
C, = /w” cos(z) dx

a pouzijte je k vypoctu

z* cos(r) d
3. Odvod'te rekurentni vzorec pro integral

I, = /Cos”(x) dz

a pouzijte ho k vypoctu

/Cos4(9c) dz /07r cos®(z) da

/01 Vv log(z) dx

4. Vypoctéte

5. Vypoctéte
0
/ (2% — 3z + 2) exp(37) dz

-1
6. Vypoctéte
2 2
1—
/ < dz
o exp(2z)
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Kapitola 5

Integrace racionalni funkce

5.1 Zakladni pojmy
Ptipomeneme na piikladech vybrané pojmy: polynom (mnohoclen), raciondl-
ni funkce, ryze lomend raciondlni funkce, parcidlni zlomek.

Raciondlni funkce je naptiklad

33’5

rd—1

Vydeélenim dostaneme soucet polynomu a ryze lomené funkce — ta ma v cita-
teli polynom nizstho stupné nez ve jmenovateli.

x® N
=z
4 —1 4 —1

Parcialnimi zlomky pak v tomto piipadé jsou

1 1 1 T
r+1 z—1 2241 2241

Parcidlni zlomky budeme rozlisovat podle kofenu jmenovatele — podle
toho, zda jsou koreny redlné nebo komplexni a zda jsou jednonasobné ¢i
vicenasobné.

1. Jednondsobny realny kofen: ——
zr+a

2. Vicendsobny redlny kofen s nésobnosti n € N, n > 1: m

37
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3. Jednonasobné komplexni koreny: PR

4. Vicenasobné komplexni kofeny s nésobnosti n € N, n > 1: ot
V pripadé komplexnich kofenu je standardné v citateli parcidlniho zlomku
bud 1 nebo z. My ukéZeme, Ze je mozné ¢itatele volit vhodnéji s ohledem na
snazsi vypocet integralu.

5.2 Integrace parcialnich zlomku

Napiseme nékolik vzorcu. V kapitole iloh na procviceni pak nechame ctenari
vzorce zderivovanim oveérit.

1. [ —=dz=log|z +a

1 — —1
2. [ T der = Tyt Pron € N,n>1

3. J mdx pro jmenovatele bez realnych kofenu. Jmenovatele do-
dy. Viz

plnime na ¢tverec a substituci pfevedeme na integral [

priklad dole.

1
y2+a2

4. [ Iff;;iq dz = log(2? + px + q) pro jmenovatele bez redlnych kotrent

Poznamka. V piipadé 4 lze vzorec pouzit i pro piipad s redlnymi koteny ve
jmenovateli, pokud dame logaritmovany vyraz do absolutni hodnoty. V pfi-
padé 3 také muzeme postup pouzit s redlnymi kofeny ve jmenovateli, ale
dojdeme k integralu f - a2 dy.

Priklad na doplnéni na ¢tverec. Chceme spocitat integral

1
—d
/x2+3x+4 o

Doplnime na ¢tverec vyraz ve jmenovateli 22 + 3x = (z + 3/2)% — 9/4 do-
sadime do integrdlu a pritom secteme —9/4+4. Dostaneme [ m dx.
Nyni pouzijeme vzorec fﬁdy = %arctg% pro a = /7/4 = /7/2 a se
substituci y = = + 3/2. Dostaneme vysledek (ktery muzeme zkontrolovat
zderivovanim)

/ 1 1 2 o 2w+3
—————— dr = —= arctg ———
22 + 3z + 4 VA
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Jesté zbyva probrat piipad nasobnych komplexnich kofenu ve jmenova-
teli. Nasobnost téchto korenu oznacime n, n > 2. Chceme spocitat integral

Az + B
5 ndx
(22 + px +q)

Podobné jako v predchozim prikladé doplnime kvadraticky vyraz ve jmeno-
vateli na ¢tverec a substituci prevedeme integral na

/ Ay + B

=2 dy

(y2 + 712)n

Pro prvni integral ziskdme substituci ¢t = y? + r? vzorec

_ —1
5. [ oty W = smgrreT

Druhy oznacime K,

1
K,= | —5———dy,
/(y2+7“2)” !

pro n = 1 pouzijeme vzorec
6. [ _y241rr2 dy = Larctg ¥

a pro n > 2 pouzijeme k vypoctu tzv. rekurentni vzorec (formuli)?!

2n —1
Yy n K

K, =
+ 2m’2(y2—|—r2)"+ 2nr?

(5.1)

Priiklad na pouziti rekurentni formule. Vypocteme integral

Rekurentni formuli (5.1) pouzijeme nejdiive pro n = 1

1 T 1
K=[ ——dt=—r +°K
2 /(x2+2)2 T2 Tat

N4vod na odvozeni rekurentni formule je v tiloze 5 v kapitole 5.6.
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dosadime ze vzorce 6 za K; a dostaneme

T " 1
422 +2) 42

Déle pouzijeme rekurentni formuli pro n = 2

1 T 3
K=[—de=—" 12K
3 /(x2+2)3 TR r2e 8

T
arctg —.

Ky = 7

a dosadime z predchoziho za K5. Dostaneme

K x N 3 ( x N 1 o & )
=t = arctg —
ST 8122 s\4@2+2) a2 A
a po uprave

T 3z

3 T
8(x2 + 2)2 + 32(22 + 2) - 322

arctg —

K3 = NG

Priklad. Vypocteme integral

/ 3r —6 da
(@75 2y

Integrél rozdélime na linearni kombinaci integralt

x 1
Y -6 ]———d
3/<x2+2)3 ) 6/<x2+2)3 "

prvni integral vypocteme bud substituci ¢ = 22 + 2 nebo pomoci vzorce (5)

/L dr = et S
(22 42)3 7 4(2? +2)¥

druhy jsme spocitali vyse. Zkompletovanim vysledku (a pokréacenim zlomku)
dostaneme

/(3x—6 de — 3 3z 9z

9 T
22+ 2) 42422 432422 16(2+2)  16v2

arctg —

V2
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5.3 Rozklad na soucet parcialnich zlomku

Pfipomeneme na prikladu rozklad na soucet parcidlnich zlomku. Vezmene
funkci z ivodni kapitoly a vyjadiime ji jako linearni kombinaci parcialnich
zlomku

z A B C Dz

x4—1:a:+1+3:—1+a:2+1+9:2+1

Nasim ukolem je nyni spocitat takové hodnoty cisel A az D, aby se vyrazy
rovnaly pro vSechna realnd x mimo kofeny jmenovatele. Roznasobime spo-
lecnym jmenovatelem a dostaneme rovnici

r=Alx - 1)(2*+1)+ Bz +1)(z*+ 1) + C(2* — 1) + Dz(2* — 1)
Po tpravé — roznasobeni zavorek a vytknuti koeficientu A az D — dostaneme
r=A" -2+ -1+ B@*+2*+2+1)+C@* - 1)+ D@ — 1)

Pfipomenme, ze hledame hodnoty ¢isel A az D takovych, ze dand rovnice
je splnénd pro nekonec¢né mnoho x. To je mozné jen pokud se vSechny cleny
na levé a pravé strané odec¢tou a po tupravé vyjde rovnice 0 = 0. Odtud
dostaneme rovnice pro A az D — porovname koeficienty u stejnych mocnin
na levé a pravé straneé.

0 = A+B+D
0 = -A+B+C
1 = A+B-D
0 = -A+B-C
Soustavu vytesime nékterou metod linearni algebry a dostaneme A = %L,

_ 1 _ 1
B=3C=0,D=—3.
nodussich vyrazu.
x° 1/4 1/4 —x/2

x4—1:x+x+1 r—1 2241

5.4 Proc rozklad na parcialni zlomky funguje

Detailni analyza by byla rozsahla, proto jen uvedeme hlavni myslenku pro
konkrétni pripad jmenovatele. Zvolime ho ptfitom dostatecné obecné, aby bylo
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vidét, jak postupovat v jinych piipadech.

P(x)

B = ooy

(5.2)

Stupen jmenovatele je osm, proto je stupen polynomu P v citateli nejvyse
sedm a obsahuje osm parametru

P(x) = ag + a1z + apx”® + azx® + agr* + asz® + agx® + aza”
Racionalni funkci R muzeme vyjadiit jako linedrni kombinaci osmi funkei.
Pro zkréceni zdpisu oznacime jmenovatel J(z) = (z — 1)*(z* + 5)3

D N N LA R L L L (5.3)

J)  J@)  J@) @) J=) J@) JE@)  J(=@)

Uloha. Ukazte, ze vySe uvedenych osm funkci je linedarné nezavislych.

Rozklad na parciadlni zlomky odpovida vyjadieni funkce R jako linearni
kombinace funkei

1 1 1 T 1 T 1 T
z—1 (z—1)%2 2245 2245  (2245)? (2245)2  (2245)3  (22+5)3

(5.4)

Uloha. Ukazte, ze kazdou funkci z (5.4) je mozné vyjadrit jako linedrn
kombinaci funkef z (5.3).

Formulace problému. Pii otazce v zahlavi kapitolky nas zajima, zda je
mozné kazdou funkei z (5.2) vyjadiit jako linedrni kombinaci funkei z (5.4).

Uloha. Rozmyslete si, ze k odpovédi ano na zformulovany problém staci
ukézat, ze funkce z (5.4) jsou linedrné nezavislé.

Poznamka. Dukaz linedrni nezdvislosti zminované v iloze délat nebudeme.

5.5 Integrace s a bez rekurentni formule

Na ptikladé ukazeme integraci s pouzitim rekurentni formule a alternativni
postup bez rekurentni formule. V zavéru budeme diskutovat, jak a proc¢ tento
postup funguje v obecném pripadé.

Priklad. Rozlozime na parcidlni zlomky a nésledné zintegrujeme vyraz

472
(24 1)2
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Standardni parcidlni zlomky jsou

A n Bzx n C n Dx
22+1 2241 (22+41)2  (22+41)2

(5.5)

Vypocet dd A=4, B=0,C = -4, D =0, tedy

422 4 4
(22+1)2 2241 (22 +1)2

Prvni integrél je

4
/ o 4 arctg(x)

druhy spocitdéme pomoci rekurentni fomrule (5.1)

4 x 1 2z
= 4K =4 ——+ =K1 | = 2 arct
/ (22 + 1)2 ? <2(x2 1) 2 1) 7y 2ate()

Vysledek pak je

4 2x
/ e = 4darctg(z) — <x2 1 +2 arctg(a:))

/ 42 2 arctg(x) 2z
— 5 — zaIC xTr) —
(4 1)2 BT e

a po uprave

Alternativni postup je uvédomit si, ze

(33211)/:% (xzil)/:% (5.6)

a pouzit pri rozkladu na parcialni zlomky jinou bézi

4 A Bz —2Cx D(1 —z?%)

(x2—|—1)2_x2+1+x2+1+(x2+1)2+ (22 +1)?

Standardnim postupem jako pii rozkladu na parcidlni zlomky dostaneme
A=2 B=0,C=0,D = -2 a odtud dostaneme

4 2 —2(1 — 2?)

(x2+1)2_x2+1+ (22 +1)2
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a zintegrovanim (zde je podstatné, ze k druhému zlomku mame integral bez
vypoctu, staci se podivat na (5.6))

4a? 2z
/mdx = 2arctg(z) — o

Jesté se zamysleme nad tim, jak a pro¢ takovy postup bude fungovat
v obecném ptipadé. Vratme se k bazim (5.3), (5.4). Zde bychom pouzili
parcialni zlomky

1 1 1 z 1y z ! x !
z—1 (z—1)2 z245 x245 (:v2+5) (m2+5) <(a;2-}-5)2> <(;v2+5)2> (57)

Prvni, co je dobré si uvédomit, je, ze derivaci zlomku s korenem nasobnosti n
ve jmenovateli dostaneme zlomek s kofenem nasobnosti n + 1. Pak je vidét,
ze zlomky v (5.7) lze vyjadrit jako linedrni kombinaci zlomku z (5.3). Zbyva
dokézat, ze jsou zlomky v (5.7) linedrné nezavislé (a ze jich je spravny pocet
— stejny, jako je dimenze prostoru). Odtud plyne, Ze tvoii bazi linedarniho
obalu (5.3), a tedy je mozné je ispésné pouzit na rozklad funkce (5.2).

Nésledujici dlohy procvicuji linedrni zavislost /nezavislost funkei.
Uloha. Ukazte, ze funkce vy, vg, v3, v4 jsou linearné zavislé

vi(@) = (z—1)% w(z)=(r-2)% wv@)=(-3)" wu)= (-4
zatimco funkce uy, ug, usz, uyg jsou linearné nezavislé

u(@) = (- 1% wz(r) = (2 -2, us(z) =(2-3)°, wl2)=(r-4)°
a rozhodnéte, zda jsou linedrné zavislé funkce s, so, s3, S4

s1(z) =sin(x —1), so(x) = sin(z —2), sz(z) = sin(x — 3), s4(x) = sin(z —4)

5.6 Ulohy na procviceni
1. Ukazte platnost vzorcu 1, 2, 4 z kapitoly 5.2.
2. Napiste vzorce 5, 6 z kapitoly 5.2 (tj. spocitejte derivace v integralu).

3. Naleznéte primitivni funkci k f(z) = Urcete interval k této

primitivni funkci.

1
22 —6x+12"



5.6. ULOHY NA PROCVICENI

4. Urcete primitivni funkei k f(z) = > na (—2,2).

5. Urcete primitivni funkci k f(z) = ﬁ na R.

*6 Odvod'te rekurentni formuli (5.1).
Navod: pocitejte K, metodou per partes a zvolte f/ = 1.

45
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Kapitola 6

Z. doby Newtona a Leibnize

6.1 Derivace jako podil diferenciali

Vratime se do doby Newtona a Leibnize, ktefi budovali pojmy derivace a in-
tegralu pomoci nekonecné malych veli¢in (piirustki) dz, dy, které nahrazuji
pojem limity:

d
Derivaci funkce y = f(z) vyjadiime jako podil d_y = f'()
T

S témito nekonecné malymi prirustky pracovali jako s béznymi veli¢inami.

Terminologicka poznamka. Nekoneéné malé veliciny budeme nazyvat di-
ferencialy.

Poznamka: Derivace a pifma tmérnost. Vztah % = f'(z) vyjadiuje

piimou imeérnost prirustku.
6.2 Derivace slozené funkce

Ukéazeme, jak pomoci diferencialu odvodime pravidlo pro derivaci slozené
funkce. Vyjadiime derivaci vnitini funkce ¢ a vnéjsi funkce f jako podil
dy

diferencialu
y=g(r) =4
2=fly) £ =1

47
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a vynasobenim vztahu dostaneme (vyraz dy se zde zkrati)
dz dz dy
de  dy dz

znamy vzorec pro derivaci slozené funkce.

6.2.1 Priklad

Vyse vylozeny vztah derivace a diferencialu i pravidlo pro derivaci slozené
funkce budeme demonstrovat na ptikladu. Zvolili jsme kombinaci geometrie
a fyziky.

Zadani. Tézky predmét je podlozen deskou ¢tvercového tvaru o strané a.
Zajima nas, jak se zméni tlak této desky na jeji podlozi, pokud zménime
stranu ¢tverce o Aa.

Reseni. Nejdifve spocitdme, jak se zméni plosny obsah desky. Pivodné byl
S = a?, po zméné je S+ AS = (a + Aa)?, odkud dostaneme AS = (a +
Aa)? — a* = 2aAat

Podobné uréime pifristek tlaku? bud elementdrné

F
p=—7 pPTAp=

S S+AS
N __F _F__FAS . FAS
P= S TAS ST S(S+AS) &

nebo pomoci derivace?

Ap (E\ __F
AS \S) 52

Na zaver dosadime za AS z predchoziho

F F

Odkud dostaneme pravidlo pro derivaci slozené funkce?
Ap ApAS  2aF < 2F>

Aa AS Aa 52 a’
!Nakreslete étverec a z obrazku vykoukejte obdélniky o celkovém obsahu AS.
2Uvazujeme pouze vahu predmétu, proto je sila F konstantni, zménu vahy desky za-
nedbame.
3Z4porné znaménko znamend pokles tlaku. Rozmyslete si, ze to tak je v porddku.
4Posledni tprava je dosazeni S = a?, nenf podstatné, uvddime jen pro doplnéni.
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6.3 Integral jako soucet nekonec¢né malych veli¢in

Pomoci bodu a = 2y < 21 < -+ < ,, = b rozdélime interval (a,b) na dilky
(viz obrézek) a pomoci dil¢ich prirustku vyjadiime celkovy prirustek

F(b) - Fla) = (F(
F(

= D (Fl(zen) = F(zy))

) — F(2n1)) + (F(n_1) — F(2n_2)) + - +
Ty) — F(x1)) + (F(zy) — F(x))

Ay = F(x1) — F(xn)

‘ro=a a1 b ‘ro=a x1 x2 x5 x4 a5 T=020

Rozdily F(xj.1) — F(z;) vyjadifme pomoci derivace®

F(xpy1) — F(ag) = F'(xr) (g1 — x1) (derivace)

Sec¢tenim pak dostaneme

n—1

F(b) = Fa) =Y F'(wy)(wh41 — 1)

k=0

Pokud zvysujeme n — pocet délicich bodu intervalu, dostaneme v limité soucet
nekonecné mnoha nekonecné malych velic¢in, kterou znacime integrélem

F(b) — F(a) = / F'(z)dz ~ ZF'(x)Ax = iF’(wk)(ka — Tg)
k=0

a

5Zakladni vztah matematické analyzy, mél by vam pii jeho spatfeni naskoéit automa-
ticky obrazek s grafem.
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6.3.1 Priklad

Zadani. Odvodime vzorec pro drahu rovnomérné zrychleného pohybu — to
je pohyb, v némz se rychlost zvétsuje piimo tmeérné casu: v(t) = at.
Reseni. Vyjdeme ze vztahu pro okamzitou rychlost: je to podil drahy a casu
pro kratky ¢asovy (nekonecné maly) usek

ds

Vyjadrime tsek ds
ds =wo(t)dt
Celkovou drahu dostaneme sectenim — zintegrovanim — jednotlivych tseku
t t t 1 )
s = As = dSZ/Utdt:/atdt:—at
Z /t\o to ( ) 0 2

t,

6.4 Substituce v integralu

Rozdil F(b) — F(a) vyjadiime pomoci derivace F’ = f

FO) - F@) = [ 5)de =Y f)ann -

Nyni dosadime = = ¢(t), x; = g(t) a rozdil x4, — x), nahradime

Tyt — T = ¢ (1) (bpr1 — th) (derivace)

Dostaneme
FO)— Fla) = 3 flg(te)g (t) (tier — )
k=0

Pravou stranu vyjadiime jako integrdl, meze ziskdme ze vztahu a = g(«),

b=g(B)°
B
F) - Fla) = Flg(8)) - Flgla)) = [ Flal0)g'(0)at

= 37 Aoty () (tess — 1)

3
—

i

Spifpadné pomoci inverzn{ funkce a = g=1(a), B = g~1(b)



Kapitola 7

Metoda substituce

Princip substituce vysvétlime na nasledujicim piikladu. Rovnici (7.1) neu-
mime vytesit piimo, a tak ji v A pfevedeme na kvadratickou rovnici, kterou
vytesit umime. Zpétnou substituci se pak v C od kofent kvadratické rovnice
dostaneme ke kofenum rovnice (7.1).

47— 2" 412 =0 (7.1)
A. Substituci ¢t = 2* pievedeme rovnici (7.1) na kvadratickou rovnici
=8t +12=0
B. Vyftesime kvadratickou rovnici: dostaneme t; = 2, t, = 6.
C. Vratime se k puvodni rovnici: feseni x1, £ vypocCteme ze vztahu
21 =92 2=
Dostaneme z; = 1, xo = log 6/ log 2.

U integralu je mechanismus obdobny: integral, ktery neumime spocitat pti-
mo, prevedeme substituci na integrél, ktery spoc¢itat umime a pak se zpétnou
substituci vratime k vysledku puvodniho integralu.

7.1 Schéma substituéni metody

Substituce v integrédlu je zalozena na derivaci slozené funkce a prevadi jeden
z problému hledani primitivni funkce na druhy:

F'(x) = f(z)
(Flg(®)" = fla(t)g' () (7.2)

o1
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Pri substituci v integralu postupujeme v krocich:
1. Zvolime substituci v jednom z tvart z = g(t), t = g~ (x).

2. Rozhodneme se, ze kterého z téchto tvaru spocitame derivaci a vztah
mezi diferencidly dz, dt.

3. Spocitame vztah mezi diferencidly, vyjadiime dz a dosadime do in-
tegralu. Do integralu téz dosadime za x. Po substituci se v integralu
bude nachéazet jen nova integra¢ni proménna.

Vztah (7.2) 1ze pouzit obéma smeéry, dostaneme tak dvé schémata substituce.
Vsimnéte si, ze v jednom potiebujeme k substitué¢ni funkci inverzni funkci,
ve druhém nikoliv.

1. Integrél f f ) dz prevedeme substituci x = g(¢) na integrél
[ f(g dt ktery spoc¢itdme. Vysledek oznac¢ime G( ) a dosadime
do neJ zpetnou substituci ¢ = ¢g~!(z). Dostaneme G(g~'(x)). Symbo-
licky cely proces zapiSseme

/ﬂ@mwij}@wmwmwﬁawfiew*@»

2. Integral [ f(g(z))g'(x)dz pievedeme substituci ¢ = g(z) na integral
[ f(t)dt, ktery spocitdme. Vysledek oznacime F(t) a dosadime do n¢j
zpétnou substituci. Dostaneme F'(g(z)). Symbolicky cely proces zapi-
seme

[ Ho@ngads = [ r@a L Fo) 2 Plo()

7 uvedenych dvou metod budeme vybirat podle typu prikladu, zpravidla
se hodi jen jedna. Pro ilustraci spocitame integral, pro ktery muzeme zvolit
oba zpusoby.

Priklady.

1. Chceme spocitat integral

exp(x)
/ 1+ exp(z) de
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Zvolime substituci t = exp(x), vyjadiime x = log(t) a spoc¢itame vztah
mezi diferencidly dz = (log(t))’ dt = } dt. Dosadime do integralu

t 1
/ exp(e d S / ———dt
1+ exp(x 1+t
Upravime a zintegrujeme

/ —dt = log(l +t)

1+tt

Na zavér provedeme zpétnou substituci

log(1 + t) =5 log(1 + exp(x))

zapiseme vysledek

exp(7) c
/mdx = log(1 + exp(x))

a pripadné udélame zkousku zderivovanim vysledku.

Ukazeme druhy zpusob vypoctu. Vztah mezi diferencidly spocitame
jinak: dt = (exp(z))’ dz = exp(x)dz. Nyni si véimneme, ze vyraz za
integralem [ lze zapsat jako soucin

1

—_— d
1 + exp(z) exp() dz

kde druhy vyraz je roven dt a do prvniho dosadime ze substituce.

Dostaneme
—dt
i

Dalsi postup je stejny jako vyse, tedy spocitame integral a dosadime
t = exp(x). Dostaneme vysledek

exp() c
/mdx = log(1 + exp(z))

2. Chceme spocitat integral
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PouZijeme substituci t = \/z, vyjaddifme inverzni vztah z = t? (zde je
potfeba pridat podminku ¢ > 0) a spocitdme vztah mezi diferencidly:
dx = (t*)' dt = 2t dt. Provedeme substituci

| ; 1
d —— otdt
/1+\/§ $_>/1+t

upravime a zintegrujeme

9t 2t +1)—2 9 .
LI PR Bl U N B M ) WS VR A VG Noes
1+¢ / 1+t / 1+t og(1 +1)

provedeme zpétnou substituci a zapiSeme vysledek

1 c
/1+\/de = 2y/x —log(1 + v/z)

pripadné jesté udélame zkousku zderivovanim.

7.2 Substituce v urcitém integralu

Véta o (monotonni) substituci. Necht o, € R, a < 8, g necht je
rostouci a spojitd na I = (a, 8) a ma na I derivaci. Necht je

a= lim g(x) b= lim g(z) (7.3)

z—at z—B~

Necht existuje jedna ze stran rovnosti. Pak existuje i druh4 a plati
b B
| twan= [ flo@)g ) da (7.4)

Poznamky.

1. Klesajici funkce: Véta plati ve stejném znéni i pro g klesajici na I.
Pro meze v integralu na levé strané rovnosti v tomto ptipadé plati
a > b. Takovy integral jsme definovali vztahem

tway=— [ )y
/ /



7.2. SUBSTITUCE V URCITEM INTEGRALU 55

2. O derivaci a spojitosti: Podminka spojitosti plyne z existence deri-
vace, pokud je derivace konecné (a v tomto piipadé je v predpokladech
prebytecnd). Uvazujme vSak substituci y = g(z) = /z, zde ma funkce
g v bodé nula nevlastni derivaci, odtud spojitost neplyne a podminka
spojitosti je pro platnost véty podstatna.

PouziTi: Vétu pouzivame dvojim zpusobem.

1. Integral mame ve tvaru pravé strany rovnosti (7.4). Zvolime vhodné
g, dopocitéme a = g(«a), b = g(p) (v piipadé spojitosti, v obecném
piipadé pocitame limity (7.3)), spocitame integral na levé strané. Vy-
sledek je roven integralu na pravé straneé.

2. Mame zadané f, a, b. Zvolime g, dopocitame o = g~'(a), B = g (b)
(v ptipadé spojitosti, limity v obecném pripadé), ¢’ a integral na pravé
strané. Vysledek je roven integralu na levé straneé.

Priiklad. Mame spocitat integral
4
1
dz
/0 14+ vz

1. Integrdl mame ve tvaru levé strany (7.4) a prevedeme ho na pravou
stranu substituci t = /z, x = > dz = (t?)'dt = 2tdt, a = v/0 = 0,
f=+4=2:

Ukazeme oboji pouziti véty.

2 9

4
1
——dzr = —dt
/0 1+ x o 1+t

/_dt — /QMdt:[Qt—log(lﬂ)]ﬁ

14+t 14+t
= 4 —1log(3) — (0 —log(1)) = 4 — log(3)

4
1
dz = 4 — log(3
/01+\/§ ! °8(3)

2. Pouzijeme stejnou substituci ¢ = y/z, odvodime vztah mezi diferencialy

dt = 4
SN
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a upravime integral do tvaru vhodného pro substituci

/4 2v/r 1 q
—————dx
0o 1+ Vz2yx

Nynf mame integral ve tvaru pravé strany (7.4). Zbyva spocitat a = /0,
b = /4 a dosadit
2 2t
/ 2 g
o 1+t
Dalsi vypocet je stejny jako vyse.

Vyse jsme uvedli integral, ve kterém je mozné udélat substituci dvéma
ruznymi zpusoby. V dalsim piikladé je mozny pouze jeden zpusob.
Priklad.

57/6
/ sin?(z) cos(x) dz
0

Zde se nabizi substituce ¢ = sin(x), dt = cos(z)dz. Integrél je ve tvaru
pravé strany (7.4), meze pro levou stranu jsou sin(0) = 0, sin(57/6) = 1/2.
Po substituci dostaneme 1o
/ 2 dt
0

Substituce je v poradku, prestoze nemuzeme pouzit vétu o substituci piimo,
protoze funkce g(x) = sin(z) neni na intervalu (0, 57/6) ani rostouci ani kle-
sajici. Muzeme, ale integral rozlozit na soucet dvou integralu, pro které vétu
pouzit muzeme (intervaly jsme zvolili tak, Ze je na nich funkce g monotonni)

57/6 /2 5m/6
/ sin?(z) cos(r) dz = / sin?(x) cos(z) dz + / sin?(x) cos(z) dz
0 0 /2

Dostaneme po substituci

1 1/2
/ 2 dt +/ 2 dt
0 1

integral, ktery lze upravit pomoci aditivity integralu vzhledem k integracnimu

oboru na
1/2
/ t2dt
0



7.3. DUKAZY VET O SUBSTITUCI 57

Uvedeny postup zformulujeme do véty.

Véta o (obecnéjsi) substituci. Necht o, 3 € R, a < 3, g necht m4 derivaci
na I = («, 8) anecht je na I spojitd, f necht mé kone¢ny integral na intervalu
g(I) ={g(z) : x € I'}. Oznacme

a= lim g(x) b= lim g(z)

z—at z—B~

Pak existuji oba integraly a rovnaji se.
b B
| twan= [ flo)g () da (75)
Pouziti: Je stejné jako v prikladu vyse. Je tieba v zadaném integralu

B
/ f(9(2))g (z) dz

spattit sou¢in slozené funkce s derivaci vnitini funkce, zvolit g, dopocitat a,

b a integral na levé strané (7.5). Vysledek je roven integralu na pravé strané.
Kromé vyse uvedeného je dédle potieba ovérit definicni obor a integrova-

telnost funkce f. Jinak muzeme dostat nesmysl jako v pripadé integralu

4
/ 2xvVx? — hdx
-3

ktery substituci t = 22 — 5 pievedeme na integral

11
/ Vidt
4

Pfitom integral pied substituci neni definovan!, zatimco integrél po substi-
tuci ano.

7.3 Diukazy vét o substituci

Nejdiive dokazeme prvni vétu, kterou jsme nazvali vétou o monotonni sub-
stituci. Pro zjednoduseni budeme predpokladat, ze obé strany 7.4 konverguji

Pro z € (—v/5,V5) C (=3, 4) je pod odmocninou zdporné &islo.
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(tj. jsou konecné). Necht je F' funkce primitivn{ k f na intervalu (a, b). Pak

Jje

/ fly)dy = lim F(y) — lim F(y)

y—b— y—at

Déle je pro y € (a,b) je F'(y) = f(y), a z véty o derivaci slozené funkce
plyne(F(g(x)))" = f(g9(z))g'(z) pro z € (a, 8). Odtud plyne

B
/ f(9(2))g'(x) dz = lim F(g(z)) — lim F(g(x))

B z—at

Z véty o limité slozené funkce pak plyne

lim F(g(x)) = lim F(y)
x—pB~ y—b—
lim F(g(x)) = lim F(y)
z—at y—a™t

a odtud plyne 7.4. [J

Dokazeme vétu, kterou jsme nazvali o obecnéjsi substituci. Pro zjed-
noduseni budeme predpokladat, ze interval I = («, 3) lze rozdélit bodem
v € I na intervaly («,7), (7, 3) tak, ze je funkce g rostouci na (a, ) a kle-
sajici na (v, #). Na kazdém intervalu pouzijeme vétu o monotonni substituci

a(v)

/ g (2) de = £(y) dy

a
b

B8
/ flo@)d @ dz = [ fy)dy

a(v)

Sectenim a pouzitim aditivity urcitého integralu vzhledem k intervalu

¥ B B
/ F(9(2))g/ () da + / f(g(2))g (z) dz = / F(9(x))g/ () de
9(7) b b
d dy = d
/a £(y) dy + /gmf(y) y / f(y) dy

dostaneme (7.5). OJ
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7.4 Priklady na obé substitu¢ni metody

Spocitame nékolik prikladu a ukdzeme na nich pouziti obou substitucnich
metod. V dalsich kapitolach pak uvedeme piiklady, které lze spocitat jen
jednou z uvedenych metod.

Priklad.
Chceme spocitat integral

exp(3z) + 1
/ exp(2z) + 1 de (76)

Pouzijeme substituci ¢ = exp(x) — zde je podstatné, ze exp(2x) = t* a po-
dobné lze upravit exp(3x). Pomoci inverzni funkce vyjadiime = = log(t) a
zderivujeme: dz = 1 dt. Dosadime do integralu (7.6)

tB+11
/ LY (7.7)

241t

Dostali jsme integral z racionalni funkce — vydélime a rozlozime na parcialni
zlomky (uvddime vysledek, vypocet nechdme na ¢tenéii)

3 4+1 1 1 t

CE R |

zintegrujeme (jeden z integralu najdete v kapitole 7.6, priklad 2, pfipadné
v kapitole o integraci raciondlni funkce)

1 1 t c 1
1+-— — dt = ¢+ log(t) — arctg(t) — = log(#* + 1
[ iy -t &t log(t) - anctg(t) — 5 log(e + 1)

a dosadime zpét ¢ = exp(z). Dostaneme

1
/exp(Sx)—l— q &

exp(27) + 1 exp(x) + = — arctg(exp(z)) — %log(exp(Qg:) +1)

Chceme-li udélat zkousku, zderivujeme vysledek a upravime.

Substituci ¢ = exp(x) provedeme jesté druhym zpusobem. Nebudeme
pocitat inverzni funkei, vztah mezi deferencialy je tentokrat dt = exp(x)dz.
Integral upravime do tvaru vhodného pro substituci — rozsitime vyrazem

() (3x) +1
exp(3x
/ (exp(2z) + 1) exp(z) exp(z) dz
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3+ 1
/;dt
(12 + 1)t

Vidime, ze jsme dostali stejny integral jako pii pouziti predchozi metody,
viz (7.7). To neprekvapuje, protoze substituce je stejnd, lis{ se jen zpusobem
provedeni. Proto i vysledek bude stejny

a provedeme substituci

/ % dz £ exp(x) + x — arctg(exp(z)) — %log(exp(2x) +1)

Srovnani metod. V prvni metodé jsme potrebovali inverzni funkci k sub-
stituci. Provedeni substituce bylo primocaré. Ve druhé jsme nepotrebovali
inverzni funkci k substituci. Pfed provedenim substituce jsme integral upra-
vili.

Za zminku stoji, ze v jedné metodé derivujeme starou proménnou podle
nové a ve druhé novou proménnou podle staré.

Zduraznéme, ze je potieba ovladat obé metody, protoze nékteré integraly
je mozné spocitat jen jednou z nich. Takové ptiklady uvedeme v dalsich
kapitolach. Zde jesté zintegrujeme jednu funkci obéma metodami.

Priklad.
Chceme spocitat integral

/1 : ﬁ da (7.8)

K odstrannéni odmocniny pouZzijeme substituci x = #2, ze které odvodime
dx = 2t dt, prepocitame meze, dosadime do integralu a upravime

3 t2 3 2t3
—Qtdt:/ dt 7.9
/1 Ve T+ (7.9)

Poznamenejme, Ze jsme upravili V2 na ¢ (tj. pro kladné ¢, viz poznamka pod
piikladem). Dostali jsme integrél z raciondlni funkce. Vydélenim dostaneme

213 2
=22 % +2— ———
1+t + 1+t

a zintegrovanim
3 2 2 3
/ 2% — 2t 42— ——_dt = §t3—t2—|—2t—210g(1—|—t)
1

1+t .
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Dosazenim mezi a upravou dostaneme
5 40
15 —2log(4) — <§ — 2log(2)> =3~ log(4)

Poznamenejme, Ze jsme v tomto prikladé mohli vyjadtit ¢ jinak, a sice
t = —/z. Pak bychom v (7.9) upravili v#2 = —t. Dostali bychom integrl

-3 2t3
/ at
L1t

ktery vyjde stejné jako vyse (z cviénych duvodu spoctéte a ovérte).

Jesté ukdzeme druhy zpusob provedeni substituce Zderivujeme ¢t = \/x,

dostaneme dt = ﬁi dx. Pted substituci integral upravime — rozsitime vyrazem

2Vx
/9 20T 1 q
AN

3 9,2
2t°t
/ dt
Y

Dalsi vypocet je stejny jako nahote a vede ke stejnému vysledku.

a provedeme substituci

7.5 Ijlohy na procviceni

1. Naleznéte primitivni funkeci k funkci

1 3
o) = LT

Vypocet provedte dvakrat — substitucemi y = /x, z = —+/z. Sub-
stituci proved'te metodou podle svého vybéru (mozné jsou obé). Po
vypoctu udélejte zkousku.

2. Naleznéte primitivni funkci k funkci

1

Jw) = 1+ exp(x)

Substituci proved'te obéma metodami. Po vypoétu udélejte zkousku.
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3. Zvolte substituci tak, abyste se zbavili odmocnin, tj. pieved'te integral
substituci na integral z racionalni funkce. Integrdl poté spocitejte a
udélejte zkousku.

NAvVOD: pouzijte substituci = y™ pro vhodné zvolené n.

7.6 Substituce bez inverzni funkce

U tohoto druhu substituce je potieba ziskat cit pro volbu substituce. Budeme
proto vysvétlovat, co nas k jeji volbé vede.

1. Spocitdme integrél [ xexp(—z?)dz.
Zvolime substituci y = 2. Pro¢ je vhodné zvolit zrovna tuto substituci
vysvétlime pozdéji, nejdiiv integral spocitame. Zderivujeme substituci
dy = 2z dx, upravime integrél tak aby obsahoval vyraz 2z dx, za ktery
dosadime dy a dosadime i y za 2

/xexp(—xQ)dm:/%exp(—xQ)Qxdx 5 /%exp(—y) dy

Zintegrujeme (pouzijeme piitom linedrni substituci)

/%eXp(—y) dy £ —Lexp(—y)

Zpétnou substituci ziskame vysledek

/xexp(—xQ)dx £ —Lexp(—2?)

Zderivovanim vysledku udélame zkousku.

P0zNAMKA: Integral jsme mohli spoéitat i substituci t = —a2, dostali
bychom integral z exp(t) a usetfili si linedrni substituci. Pii vybéru
substituce je podstatné, ze integrujeme soucin vyrazu, z nichz jeden
obsahuje 22 (snadno do néj za x? dosadime) a druhy je derivaci 22, az
na faktor 2, ktery snadno ziskame tpravou. Stejna substituce by byla
mozné i v piipadé, Ze by pod integralem bylo 2% misto x

1
/:U3 exp(—z?)dz = / 53:2 exp(—2?) 2z dx S, %/yexp(—y) dy
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Integral po substituci bychom spocitali metodou integrace po castech
(per partes). Misto 23 by mohla byt jakdkoliv mocnina s lichym ex-
ponentem. Pro mocninu se sudym exponentem naopak substituce neni
vhodna. Po tpravé bychom dostali

/x2 exp(—2?)dz = /%xexp(—xQ)Q:z:dx

Zde by ndam délalo problém dosazeni za x. Sice by bylo mozné sub-
stituci dokoncit volbou x = ,/y, ptipadné x = —,/y podle toho, na
jakém intervalu primitivni funkci hledame, ale dostali bychom integral
obsahujici odmocninu, ktery neumime spocitat

/%xexp(—xQ)Qxdx S, %/\/@GXP(_Q) dy

2. Spocitdme integral [ -5 dz.

Stejné jako v predchozim prikladé mame soucin dvou vyrazu, kde jeden

obsahuje 22 a druhy snadno muzeme upravit na 2z, tedy derivaci x2.

Zvolime proto substituci stejné jako v piedchozim pifkladé: v = a2,

dy = 2x dz. Upravime integral a provedeme substituci

x 1 1
" de= ) 2pde= [ ————d
/x2+1 ! /2(x2+1> e /2(y+1> Y

Zintegrujeme (opét za pomoci linedrni substituce, kterou provedeme
zpaméti)
1 c
/—dy € Lllogly+1

2(y+1)
Zpétnou substituci ziskame vysledek

T
/w2+1dx < Llog(a® + 1)

Opét provedeme zkousku zderivovanim.

POZNAMKY:

Mohli jsme pouzit substituci ¢+ = 22 + 1 a vyhnuli bychom se linedrni
substituci.

Také jsme tento integral mohli spoc¢itat dosazenim do vzorce z kapitoly
o integraci parcialnich zlomku. Zde jsme vypocet provedli kvuli pro-
cviceni.

OTAZKA: Pro¢ jsme mohli vynechat ve vysledku absolutni hodnotu?
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5 3
T

d

/0 2245

I zde je vhodn4 substituce t = 22 + 5, dt = 2z dx, protoZe po lpravé

dostaneme
5 72
/2—2xdx
o 2(22+5)

a zde lze provést substituci dosazenim z? = ¢ — 5 (nebudeme tedy mit
v integréalu odmocninu)
30 t—5
|
5 2t
Integrél spocitame

30 _ . 30 5
/ =5 {- - §1og(t)] =300 10e(30)— (2= 2 log(5)) = 22— 1og
5

3. Spocitame integral

2 2

2

. Spocitdme integrdl [ —F— dx.

6

F1

Vsimneme si, Ze 22 je aZ na faktor 3 derivaci x
do tvaru vhodného pro substituci za z3

/ g —/ CR Y
S1 T ) 3@yt

Po substituci y = 2® dostaneme integral

1
/3(y2 +1) %

3 a ze 2° snadno upravime

Spocitame ho

1 c
/3(y2——|—1)dy = %arctg(y)

Zpétnou substituci ziskame vysledek

2
/x6x+1dx < 5 arctg(az?)
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Zderivovanim udélame zkousku.
PozNAMKA: Kdybychom si nev§imli moznosti substituce, mohli by-
chom integral spocitat rozkladem na parcidlni zlomky. Zacali bychom
rozkladem jmenovatele na soucin

1= (2P +1= "+ D" -2 +1)

= (2 + 1)[(@* +1)* - (V32)]

= @24+ D@2 +V3z+1)(2® —V3z+1)
Pak bychom provedli rozklad

x? _A$+B+ Cx+ D Ex+ F
04+1  22+1  224Br4+1 a2—+Br+1
a spocitali A =0, B=-1/3,C=0,D=1/6, E =0, F =1/6. Dva
zlomky bychom doplnili na ¢tverec
1 B 1
224+3Br+1  (x£+3/2)2+1/4

a zintegrovali (integrace je jen dosazeni do vzorcu, upravy typu %712 =
sa(z+ V3/2)/(1/2) = 2z + /3 nechdme na Gtendii)

z? c
/ e dz = —3arctg(z) + 5 arctg(2z + V3) + 5 arctg(2z — V'3)

Vysledek se na prvni pohled lisi od vysledku nahote. Z jednoznacnosti
integralu plyne, ze se lisi maximdalné o konstantu. Dosazenim x = 0
a pouzitim toho, ze arkustangens je lichd funkce, tedy arctg(—v/3) =
— arctg(\/ﬁ) dostaneme hodnotu této konstanty — zjistime, ze je rovna
nule a vysledky se tedy rovnaji.

Oveérit, ze se rovnaji, muzeme naptiklad pouzitim souc¢tového vzorce
pro tangens tg(z +y) = (tg(z) +tg(y))/(1 — tg(z) te(y)) a z n&j odvo-

zeného vztahu arctg(X) + arctg(Y) = arctg(25%)

5. Spocitdme integral [ a?vat+ 1da.
Vsimneme si zase, Ze 2 je aZ na faktor 4 rovno derivaci z*. Muzeme
tedy integral upravit na

/x?’\/x4+1dx:/%\/x4+14x3dx
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a provést substituci y = x*

/i\/x4+14x3da::/i\/y+1dy

Integral spocitame linearni substituci

C
/i\/y+1dy:§/(y+1)l/2 = B+ =5y + 1)

Zpétnou substituci ziskame vysledek
/373\/374 T1dr & £V (@t +1)3

Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
P0zZNAMKA: Mohli jsme pouzit substituci ¢t = z* + 1.

6. Spocitame integral f a dx.

og +1)
Viimneme si, ze faktor X ~ je derivact logaritmu, a tedy po tprave

1 1 1
/ z(log(z) + 1) do = / log(z) + 1 de

lze udélat substituci y = log(x), dy = l

/log( —i—lx /

Integral spocitame linearni substituci

/—dy = log |y + 1]

Zpétnou substituci dostaneme vysledek

1 e ol
/de—lg“ﬂwu

7. Spocitdme integral [(sin(z))®dz.
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V predchozich piikladech byla volba substituce intuitivni, tady tomu
tak neni. To, Ze nize uvedend substituce funguje, je zalozeno na uprave

(sin(z))® = (sin(z))*sin(z) = ((sin(z))?)?sin(z) (7.10)
= (1 —(cos(x))?)?sin(x)

Zde si v§imneme, zZe sinus je az na znaménko derivaci kosinu, a tedy lze
provést substituci y = cos(z), dy = —sin(x) dx

Jisin@)? == (1= (cos(@)? (= sino)) do = = [ (132 dy
Pred integraci umocnime zavorku
—/(1—y2)2dy= —/1—2y2+y4dy= —y+ 3y — 4y
a zpétnou substituci ziskdme vysledek
/(sin(aj))5 dz £ —cos(z) +

Pokud bychom chtéli udélat zkousku, tak vysledek zderivujeme a pak
upravime podobné jako v (7.10).

(cos(z))® —

(cos(x))?

[SV ] )
S

P0ozZNAMKA: Mocniny goniometrickych funkei se obvykle zapisuji takto

/sin5(:v) dr £ — cos(z) + 2 cos®(z) — 1 cos’(x)

Tento zapis je prehlednéjsi, takze ho doporucujeme pouzivat. Zapis
typu (sin(x))? jsme zde zvolili proto, Ze vyznam obvyklého zépisu sin?(z)
by mohl téZ znamenat zkratku zapisu sin(sin(z)) a nechtéli jsme ¢tendie

mast.
/ cos’ () dx

V predchozim ptikladu bylo podstatné, Ze sinus byl umocnén na li-
chou mocninu, ipravou (7.10) jsme dostali sudou mocninu a do té jsme
snadno dosadili ze vzorce cos?(x) = 1 —sin*(x). Zde mame lichou moc-
ninu kosinu a nabizi se analogicka tprava

8. Spocitame integral

4

cos’(z) = cos®(z) cos(x) = (1 — sin*(x))* cos(x) (7.11)
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a tedy substituce y = sin(x), dy = cos(z) dz

/COSg(iL’) dz = /(1 —sin?(x))* cos(x)dz = /(1 — ) dy
Pred integraci umocnime dvojclen v zavorce
/(1—y2)4dy = /1—4y2+6y4—4y6+y8 dy < y—3y*+ 8"~ 4y + 1y’
Vysledek ziskdme zpétnou substituci

/cosg(a:) dz £ sin(z) — 4 sin®(z) + &sin®(z) — £sin"(z) + § sin®(z)

Zkousku provedeme zderivovédnim vysledku a tpravou (7.11).

7.7 leohy na procviceni

1
T
——d
/0 @+27 "

1 1_3
/0 (24 2)3 dz

3. Naleznéte primitivni funkci k funkeci f a udélejte zkousku

1. Vypoctéte integral

2. Vypoctéte integral

f(z) = sin*(x) cos®(z) dw

4. Vypoctéte integral
T sin(z)

0 /2 —cos(z)

5. Naleznéte primitivni funkei k funkeci f a udélejte zkousku

dx

~ log(z) +1
) = gy — 1)

(*6) Ukazte, ze vysledky piikladu 4 v kapitole 7.6 jsou stejné.
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7.8 Eulerovy substituce

Ukazeme pouziti substituéni metody na nasledujicich integralech. Volba sub-
stituce je intuitivni jen v prvnim pripadé, v dalSich ptipadech je dana zku-
Senosti starsich generaci matematiku. Podstatné je, ze vSechny substituce
vedou na integrdl z raciondlni funkce, ktery umime pocitat. Cilem tohoto
odstavce neni umeét zvolit substituci, budeme se soustiedit jen na to, jak sub-
stituci provést.

O tom, jak zvolit substituci, pojedname na konci kapitoly.

7.8.1 Priklady na neurcity integral

Spocitame nasledujici integrély.

/ x—'—ldx /\/1+4x2dx /;dx /;de
V1i—=z 2 + cos(x) 1 + sin®(x)

1. Spocitdme integrdl [ /% da.

Pouzijeme substituci y = %

Vyjadiime inverzni funkci (podrobnosti nechdme na ¢tenafi) z = -t
y2+1
Spocitdme derivaci (podrobnosti jsou opét na ¢tendii) dz = @24%)2 dy.

Provedeme substituci

z+1 S 4y
/Vl—xdxH/y(y“l)Qdy

Spocitame integral (podrobnosti v kapitole 5.5, kde je tento integral
spo¢itan dvéma ruznymi zpusoby)

4y? c 2y
—————dy = 2arct —
[ gty € st = 25

Provedeme zpétnou substituci

r+1  2¢/(z+1)/(1 —z)
e e Y (S T
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a upravime na (opét podrobnosti nechdme na ¢tenari)

1
2 arctg —;f_*— — V1 — 22
—x

Dostaneme tak vysledek

1 1
ST e € 2aetg [T - vI=
1—2z 11—z

Piipadnou zkousku provedeme zderivovanim a tpravou.

2. Méme spocitat integral [ v/1 + 422 dz.

Pouzijeme substituci

Yy =2x+V1+ 422 (7.12)

Upravami vyjadiime inverzni funkci

(7.13)

4

dx = (711 + ﬁ) dy a po upraveé zpatky na zlomek dx = y:;;l dy

Spoc¢itame derivaci, vztah je vhodné upravit na z = ¥ — ﬁ, pak je

Nyni potfebujeme provést substituci. To muzeme udélat mechanicky

) 2
a pak si uzit upravu vyrazu. Dalsi moznosti je vSimnout si, ze ze vztahu

(7.12) lze vyjadiit odmocninu v422 4+ 1 = y — 2z a na pravé strané
dosadit z (7.13). Po upravé dostaneme

2
V1+4ﬁ::¢1+4(y

—1
4y

21 u2—(2—-1 241
4y 2y 2y

Provedeme substituci

24 1y24+1
/\/4x2+1dxi>/y royt dy

2y 4y?
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Spocitame integral

(y* + 1) /y4+2y2—|—1 /y 1 1
M T qy = T T o qy= [ 24+ =+ _——4d
/8y3 Y 8y? Y 8+4y+8y3y
2
c Y 1 1
£ L4 —
16 7198 ~ 15,2

Provedeme zpétnou substituci

(22 ++V4xz2 + 1) 1 1
+ —log(2z + v4a2 +1) —
16 1108 ) 16(27 + /422 + 1)?

Vysledek je jesté mozné upravit. VSimneme si, ze plati — Gprava zndma
z vypoctu limit —

1 2% — VA2 11 2% — VA2 ¥ 1
v T T R R/ P |

2% + VA2 11 Ax? — (4a? £ 1) 1

Pomoci této ipravy je mozné upravit

1
(2z+V4a? + 1)*— e VIR (20+V422 + 1)2—(—22-+V422 + 1)

a posléze s pouzitim vzorcu (a + b)* — (a — b)? = 4ab
(27 + VAr2 +1)* — (=22 + Vda2 + 1) = davdr? + 1

Dosazenim do vysledku integralu dostaneme

1 1
/\/4:62 Fldz £ 52VAx? + 1+ Zlog(2e + Via? +1)

Chcete-li si procviéit derivovani a tpravu vyrazi, provedte zkousku.

3. Spocitdme integral [ 2++S(x)d:c.

Pouzijeme substituci y = tg(x/2) a vztahy

2 1—g?
sin(x) = i cos(x) = T y2
Y

= 14
y?+1 (7.14)

Spocitame inverzni funkci k substituci. Tady je dobré poznamenat, ze
integrovana funkce je definovana na R, ale na tomto intervalu nemé
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zvolend substituce inverzni funkci. Inveryni funkce: x = 2arctg(y) je
jen pro x € (—m, 7). Z inverzni funkce pak vyjadiime dz = y22+1 dy a
provedeme substituci

/ 1 d i>/ 1 24
— dX
2 1 cos(x) 24 (1)) 2 +1°7

upravime (Upravy nechdme na Ctendfi) a zintegrujeme (zde jen do-
sadime do vzorce)

— arctg E

/ 1 2 4 _/ 2 4, C 2
21 (1-)/0+)2+1 7" ) 213 T B

Vysledek dostaneme zpétnou substituci

1 2 tg(x/2)
/—2 T cos(a) dr = % arctg 73

Jesté poznamku k intervalu pro x: V tvodni kapitole jsme zavadeéli
primitivni funkci na intervalu, ale vétsinou jsme se o néj pii vypoctu
nestarali. Tady jsme nasli primitivni funkci na intervalu daného substi-
tuci, tedy na (—m, 7). Integrovand funkce je spojitd na R, a ma tedy na
R primitivni funkci. VSimneme si, zZe je integrovand funkce periodicka
a nas vysledek snadno pouzijeme i na dalsi intervaly. Primitivni funkci
na R pak ziskdme ,slepenim® primitivnich funkci pfes jednotlivé in-
tervaly. Pozor ale na rychly a nespravny zaveér, ze vysledna primitivni
funkce bude také periodicka.

TODO: VYSVETLIT _LEPENI“ PRIMITIVNICH FUNKCI, ASI V SA-
MOSTATNE KAPITOLE.

[Q

. Spocitame integrél

1
1 + sin®(z)

Mohli bychom pouzit substituci stejnou jako v minulém piikladé a do-
stali bychom integral

/ 1 2 d
T+ /P + )21+

ktery bychom nejdifve rozsiiili vyrazem 1 + 32, vydélili a zintegrovali

2y% + 2 2 8 1 c 2 8/5
dy= [ 2+~ a4y € Zy+ 22 arcta(yVp
/5y2+1 Y /5+25y2—|—1/5 y = S+ 55 arctayv)
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Zpétnou substituci bychom dostali

/;dx g %tg(m/Q) + 8V5 arctg(V/5 tg(z/2))

1 + sin?(x) 25
V tomto piipadé je mozné pouzit i substituci ¢ = tg(x) a vztahy

t 2
sin*(z) = Lf)
1+ tg*(x)

1

2 _
cos“(z) = T+ te2(7)
t

sin(x) cos(x) = L?
1+ tg*(z)

Integral po substituci potom bude

1 1
[
14 L5142

1+¢2

1
dt
/1+%2

po integraci (vytkneme polovinu a dosadime do vzorce)

1/ 1 c V2

po upravé

m dt = 7 arctg(\/ét)

2

a po zpétné substituci

/;dx c gamtgmtg(x))

1 + sin®(x)

73

(7.15)

Primitivni funkei jsme nasli na intervalu (—m /2, 7/2). Na R ji rozsitime

podobné jako v predchozim prikladé.

Zkousku opét udélame zderivovanim a tpravou.

7.8.2 Priklady na urcity integral

K neurcitym integralum z minulé kapitoly spocitame integréaly urcité.

1 x4+ 1 1 3m/2 1 2m 1
/ du / VIT A2 dz / R N / 1
G V1—x 0 o 2+ cos(x) _x 1 +sin®(z)

dx
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1
1
/ [x + da
4 V1I—2x

prevedeme substituci y = 4/ % na integral

/—I—OO 4y2
o (P+1)?

1. Integral

ktery spocitame

2y oo

= |2arct -

|: g(y) y2 + 1:| 0
B ‘ 2y . 2y
= ygrfoo (2 arctg(y) — 2+ 1) - yli>r(r)1+ <2 arctg(y) — Y2+ 1)
= W—O_(O_O):ﬂ-

2. Integral
1
/ ViFi2de
0

prevedeme substituci y = 2x + v/1 + 422 na integral

245 /.2 2
+1
/ (y 3) dy
1 8y

ktery spocitame

[y L W) 1 1%tV
— 16 1 Y T 62
(2+v5)? 1

1
- 2 Lo vE) -

— 0
16 16(2 + V/5)2
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a upravime pomoci 1/(2 + \/5) — —2++5na

B (2+\/‘) 1

_ = Z1og(2+\f) TP EWE
2+v5)*,  (—2+V5)?

- T AT Zlg(ﬂ\ﬂ
45  —45

16 16 +Zl 8(2+ V5)
V5

= ——i—llog(Z—i—\/g)

2 4
3r/2 1
/ R N
o 2+cos(x)

chceme spocitat substituci y = tg(x/2).

3. Integral

Nejde to pfimo, substituce prevadi interval x € (—m,7) na interval
y € (—o0, +00)?, proto muzeme udélat substituci jen pres interval (0, )

/'71‘ 1 dx B /+OO 2 d
o 2+4cos(z) Sy y2+3 Y

Vyjde

2w T

arctg

[f Am:ﬁa—o V3

K vypoctu integralu v mezich (0, 37w/2) rozdélime interval na dvé ¢asti

(0,37/2) = (0,7/) U (xw/,3m/2)

spocCitame integral pres kazdou ¢ast a pouzijeme aditivitu integrélu
vzhledem k integra¢nimu oboru

3m/2 1 s 1 3r/2 1
——dr= [ ———d ———dx (7.16
/0 2 + cos(x) ’ /0 2 + cos(x) x—{—/ﬂ 2 + cos(x) z (7.16)

2Nakreslete graf y = tg(x/2) pifpadné z = 2 arctg(y)!
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Pro vypocet integralu v mezich (7, 37/2) vyuzijeme to, ze je kosinus
periodickd funkce, odkud plyne (posuneme interval o jednu periodu)

3r/2 1 —7/2 1
——dr = —d
/7r 2 + cos(x) v /_7r 2 + cos(x) ‘

Pouzitim stejné substituce jako vyse pak dostaneme

[ [ 2
. 2+ cos(z) o Y23

a dale
,1/\/5

- ]

= \/_ arctg — \/_ \/_

Dosazenim do (7.16) dostaneme vysledek

1 2
NARRYPL

arctg —

ro |

T 1 too 2 2 1
/ ——dr = / ——dy arctg —
o 2+ cos(x) o Y243 \/§ \/6 \/3

27 1
_» 14sin®(x)

. Integral

chceme spocitat substituci ¢ = tg(z), kterd prevadi interval z € (—7/2,7/2)

na interval ¢ € (—o00,00). Proto opét rozdélime interval na dily, ten-
tokrat ctyti

(—m,2m) = (—m, —7/2) U (=7 /2,7/2) U (7/2,37/2) U (31/2, 27)

spocitame integraly pfes jednotlivé intervaly a pouzijeme aditivitu in-
tegralu

—7'('/2 1 —+o00 1 1 \/_ +oo T
—  dz= 4t = |—arctg(v2t)| =
/,r 1t sin’(z) /0 112 {\/ﬁam &l >]0 22
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Podobné ptes dalsi intervaly

/‘7‘(/2 1 1 /371'/2 1 4 /-l-oo 1 " T
_p2 14 sin®(z) <2 1+ sin®(z) oo 1 42t2 V2

2 1 0 1 T T
——dx = ——dt=0—-(———%) = —=
/37r/2 1 + sin®(z) /_oo 1+ 2t2 ( \/E) 22

Sec¢tenim vysledku (tj. pouzitim aditivity uréitého integrélu vzhledem
k intervalu) dostaneme

2 1 T T T T 3
— e —dt= et =t =t ==

1+ sin’(z) 22 V2 V2 22 V2

Poznamka k prikladim 3, 4: Pouzita aditivita je lépe vidét na Rieman-
nove integralu periodické funkce.

7.8.3 Poznamky k substitucim

Pouzité substituce nazyvame Eulerovy. Na integraly obsahujici vyraz s od-
mocninou z kvadratického vyrazu vax? + bzx + ¢ je mozné pouzit substituce

y = vax + Vax? + bz + ¢ v pifpadé a > 0 (7.17)
yx ++/c = Vax? + bx + c v pifpadé ¢ > 0 (7.18)

y =/ (z —x1)/(x — x3) v piipadé, ze mé vyraz (7.19)

az?® + bx + ¢ dva redlné kofeny 1, zo

My jsme pouzili substituci (7.17) na piiklad 1 a substituci (7.19) na priklad
2.

Substituce za tg(x/2) je spolu se vztahy (7.14) univerzalni substituce
pro integréaly obsahujici goniometrické funkce. Substituci za tg(x) je vhodné

pouzit v pripadé, ze neni nutné ve vztazich (7.15) odmocnovat. Takovym byl
i priklad 4.

7.9 leohy na procviceni

1. Naleznéte primitivni funkci k f(x) = \/;UITI—I a udélejte zkousku.
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(*2) Odvod'te vztahy (7.14) a (7.15).
V textu jsme spocitali primitivni funkei k f(z) = 1/(2 + cos(z)) na
intervalu (—, 7). Popiste primitivn{ funkci na R.

3. Naleznéte primitivni funkci k funkci f. Na jakém intervalu jste primi-
tivni funkei nalezli? Ma funkce f primitivni funkci na vétsim intervalu?

. 1
@) = s e

4. Prevedte integral vhodnou substituci na integral z raciondlni funkce.
Na jakém intervalu ma integrovand funkce funkci primitivni a na jakém
ji vami zvolenou substituci vypoctete?

/ sin(z) cos?(z)

sin?(x) + cos(x) + 2




Kapitola 8
leohy na procviceni

1. Integral
1
/ arcsin(z) dz
0
vypocteéte

(a) metodou per partes, soucin vyrobte vlozenim jednicky,

(b) substituci ¢ = arcsin(z).

/1 Nog(a) da

vypoctéte substituci i metodou per partes (podobné jako v minulém
prikladeé).

2. Integral

3. Integral X
/ V1—22dz
-1
vypoctéte substituci x = sin(t).
4. Integral 1
/ V1 —22dx
-1
vypoctéte

(a) substituci t =1 — z?,

79
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(b) substituci z = sin(t)
5. Proc¢ neni substituce t = 1 — 2 vhodnd k vypoctu integralu v tloze 37

6. Vypoctéte integrél
/ \/4x+

x—i—l

7. Vypoctéte integral

2

/ sinv/z dz
0



Rejstrik
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