Minimalni kostra v grafu
Jarnikuv algoritmus s haldou/listem

VSTUP:

Souvisly graf G = (V, E), ohodnoceni hran w(e) pro e € E.

VYSTUP:

Kostra grafu (tj podgraf (V| E’), ktery je stromem a kde E' C F) s co
nejmensim souc¢tem ohodnoceni hran, tj. s minimalnim souctem X.cpw(e).

PSEUDOKOD Jarnikova algoritmu s haldou:

Ke kazdému vrcholu si budeme udrzovat stav:
nepripojeny, v haldé, ptripojeny.

Do haldy budeme vkladat trojice: (u,v,w(uv)), kde u je pfipojeny, v je
nepripojeny.

Kostru stavime z vrcholu vy (ten lze zvolit libovolné).
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prov eV
stav v = nepfipojeny
stav vy = pripojeny
vytvor prazdnou haldu H
vytvor prazdnou kostru K
pro vgs € E
vloz (vg, s, w(vgs)) do haldy H
stav s = v halde
Dokud je halda H neprazdna
odeber z H trojici (u,v,w(uv)) s miniméalni hodnotou w(uwv)
stav v = pripojeny
vloz do K trojici (u,v, w(uv))
provs € E
pokud stav s = v haldé s hodnotou hrany w(e) a zéroven w(vs) < w(e)
zmensi v haldé hodnotu na w(vs) — zmén trojici na (v, s, w(vs))
jinak pokud stav s = nepripojeny
vloz do haldy (v, s, w(vs))
stav s = v halde
vystup algoritmu: kostra K

Za zminku stoji podobnost Jarnikova algoritmu s Dijkstrovym algoritmem

na hledani nejkratsi cesty. Staci nahradit vahu hrany w(uv) délkou cesty



[(vov). V pseudokddu na tadceich 14, 15, 18 nahradime w(vs) souctem I(vys) =
l(vov) + w(vs) a na Ffadku 14 hodnotu w(e) dosavadni hodnotou [(vys).

CASOVA SLOZITOST:
Oznaé¢ime n = |V| pocet vrcholu, m = |E| pocet hran, stupen vrcholu deg(v)
znaci pocet hran, které vrchol v obsahuji. Soucet stupna > _., deg(v) = 2m,
protoze kazdé hrana obsahuje dva vrcholy.
Urcime, kolikrat se provedou cykly v algoritmu:
For cyklus na tadcich 1 — 2 se provede n-krat.
For cyklus na fadcich 6 — 8 se provede deg(vg)-krat.
Vrcholy postupné projdou stavy: neptipojeny, v haldé, piipojeny. Kazdy
vrchol vlozime do haldy jen jednou. While cyklus na tadcich 9 — 19 se tedy
provede n-krat.
For cyklus na tadcich 13 — 19 se provede deg(v)-kréat. Celkem se tedy tento
cyklus ve while cyklu provede >~ ., . deg(v).
Pridame-li pocet cyklu na fadcich 6 — 8, dostaneme, ze v algoritmu se provede
celkem ) deg(v) = 2m-krat piiddni prvku do haldy/zmenseni hodnoty
v haldé a n-krat odebrani minimalniho prvku z haldy.

veV

Vsechny tti operace — pridani prvku, odebrani minimalniho prvku, zmenseni
hodnoty prvku maji pro haldu velikosti n stejnou ¢asovou slozitost O(log(n)).
Misto haldy lze pouzit list délky n: na pozici s indexem s si ulozime stav
vrcholu s a trojici (v, s, w(vs)).

Nésledujici tabulka shrnuje operace, jejich ¢asovou slozitost pro haldu/list a
kolikrat se operace v algoritmu vykona:

casovd sloZitost
operace | pocet halda list
odebrani minimalntho prvku | n log(n) O(n)
vlozeni/zmenseni hodnoty prvku | 2m log(n) O(1)
za cely algoritmus O((n+m)log(n)) | O(n*+m)
po tprave O(mlog(n)) O(n?)

Vysvétleni tabulky:
n, 2m ve sloupci pocet uvadi, kolikrat se dana operace provede béhem celého
algoritmu. Ve sloupci casovd slozitost jsou na prvnich dvou fadcich casové
slozitosti jedné operace, na dalsich radcich pak vynasobenim poctem operaci
dostaneme casovou slozitost za cely algortimus.

TYPY GRAFU - POCTY HRAN - VYSVETLENI UPRAVY

Obecné plati m < (5) = ”("271), rovnost nastane pro tzv. tplny graf, odtud




dostaneme O(n? + m) = O(n?).
Pro strom plati: m = n — 1 a pro souvisly graf plati: m > n — 1. Odtud
dostaneme pro souvisly graf O((n + m)log(n)) = O(mlog(n))

POROVNANT LISTU S HALDOU
Pro husty graf, kde je m fadové n? je vyhodnéjsi list.
Pro grafy s po¢tem hran m = O(n) je vyhodnéjsi pouziti haldy. Takovymi
grafy jsou napiiklad rovinné grafy.



