
Požadavky k ústńı zkoušce z AN1E

20. ledna 2017

Definice, věty bez d̊ukaz̊u:

1. Třináct axiomů (vlastnost́ı) reálných č́ısel. Racionálńı č́ısla maj́ı prv-
ńıch dvanáct, nemaj́ı vlastnost suprema (např. množina {q ∈ Q : q2 <
2} nemá v množině racionálńıch č́ısel supremum.

2. Definice monotonńı funkce. Definice Darbouxovy vlastnosti funkce (tj.
vlastnosti nabýváńı mezihodnot). Tři zp̊usoby řešeńı nerovnic: grafické,
úpravami a použit́ım vlastnosti nabýváńı mezihodnot [3ZP].

3. Okoĺı bodu a definice limity funkce vlastńı/nevlastńı ve vlastńım/ne-
vlastńım bodě. Demonstrace těchto definic na př́ıkladech: log v bodě
nula zprava a v nekonečnu; exponenciálńı funkce v plus a mı́nus ne-
konečnu; x 7→ 1

x
v plus a mı́nus nekonečnu a v nule zprava a zleva;

arctg v plus a mı́nus nekonečnu.

4. Odvozeńı základńı limity sin x/x→ 1 pro x→ 0 z nerovnost́ı ploch na
jednotkové kružnici.

5. Nerovnost exp x ≥ 1 + x a jej́ı demonstrace na grafu exponenciálńı
funkce (graf exponenciálńı funkce se základem e

.
= 2.71828 je nad

př́ımkou y = 1 + x a dotýká se j́ı v bodě [0, 1]).
Odvozeńı základńı limity (expx − 1)/x → 1 pro x → 0 z této nerov-
nosti.
Odvozeńı limit log(1 + x)/x → 1 pro x → 0 a log y/(y − 1) → 1 pro
y → 1.

6. Definice derivace funkce f v bodě x0 jako limita pod́ılu (f(x0 + h) −
f(x0))/h pro h → 0. Geometrický význam tohoto pod́ılu (směrnice
př́ımky procházej́ıćı body [x0, f(x0)] a [x0 + h, f(x0 + h)]). Derivace
funkce v bodě x0 a rovnice tečny (y = f ′(x0)(x − x0) + f(x0)). Tečna
jako graf lineárńı funkce, která dobře aproximuje funkci f v okoĺı bodu
x0.
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7. Př́ıklad funkce, která je definovaná na R, má na R derivaci, která neńı
spojitá (viz následuj́ıćı funkce). Výpočet derivace funkce v bodě nula

x 7→
{

x 7→ x2 sin 1
x

x 6= 0
0 x = 0

8. Lemma 5.2.13 o souvislosti lokálńıho extrému s nulovou derivaćı. Př́ı-
klad funkce, která v bodě, ve kterém má extrém, nemá derivaci (např.
x 7→ |x| a bod 0). Př́ıklad funkce, která nemá extrém v bodě, ve kterém
má nulovou derivaci (např. x 7→ x3 a bod 0).

9. Weierstrassova věta 4.3.31 o existenci extrémů spojité funkce na uzavře-
ném intervalu. Př́ıklad spojité funkce, která nemá na intervalu extrém
(např. x 7→ x na (−1, 2)). Př́ıklad funkce, která nemá na uzavřeném
intervalu extrém (např. interval [0, 2] a funkce, která č́ıslu x ∈ [0, 1)
přǐrad́ı č́ıslo x + 2, č́ıslu 1 přǐrad́ı č́ıslo 2 a č́ıslu x ∈ (1, 2] přǐrad́ı č́ıslo
x− 1 – nakreslete graf).

Tvrzeńı i s d̊ukazy:

1. Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem 1.3.28, d̊ukaz
stač́ı pro pr̊uměr ze dvou, čtyř, osmi a sedmi č́ısel a náznak, jak se dělá
pro jiné počty č́ısel.

2. Posloupnosti

(a) Lemma 2.1.2 o jednoznačnosti limity.

(b) Poznámka 2.1.13 o limitě konstantńı posloupnosti.

(c) Věta 2.1.19 o limitě monotonńı omezené posloupnosti. Složitěǰśı
d̊ukaz než u 2a, 2b, 2d, zato hodně d̊uležitá věta.

(d) Lemma 2.1.21 o omezenosti konvergentńı posloupnosti.

(e) Věta 2.1.22 o limitách a aritmetických operaćıch. Z d̊ukazu jen
vztahy (2.5), (2.6), definici limity a pov́ıdáńı o tom, které veličiny
jsou malé a proč.

(f) Limita geometrické posloupnosti v závislosti na hodnotě kvocien-
tu q. Znát (nebo úvahou z grafu funkce n 7→ qn odvodit) jej́ı
hodnotu a ukázat př́ımo z definice, že je správná (věnovali jsme
tomu skoro celou přednášku).

3. Derivace
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(a) Věta 5.1.10 o spojitosti funkce majj́ıćı konečnou derivaci a př́ıklad
5.1.11 o nespojité funkci maj́ıćı nekonečnou derivaci a př́ıklad
5.1.12 o spojité funkci nemaj́ıćı derivaci.

(b) Věta 5.2.1 o derivaci součtu a rozd́ılu.

(c) Věta 5.2.5 o derivaci součinu a pod́ılu.

(d) Př́ıklad 5.2.10 o ekvivalentńı definici derivace.

(e) Rolleova věta o středńı hodnotě 5.2.16.

(f) Lagrangeova věta o středńı hodnotě 5.2.18.

(g) Věta 5.2.22 o monotonii a derivaci.

(h) Důsledek 5.2.23 a poznámka 5.2.24.

(i) Druhá věta o monotonii a derivaci (v [JV] neńı, hod́ı se na funkce
typu x 7→ x3 která je na R rostoućı přestože má v bodě nula
nulovou derivaci).

Reference
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