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1. Stručný pr̊uvodce po č́ıselných oborech pro zopakováńı a uvědoměńı si
souvislost́ı.

a. Přirozená č́ısla – označuj́ı množstv́ı. Jsou abstrakćı.

Je nula přirozené č́ıslo?

b. Celá č́ısla: k přirozeným č́ısl̊um přidáme nulu (pokud jsme ji za přirozené č́ıslo
nepovažovali). Nula je neutrálńı prvek pro operaci sč́ıtáńı: n+ 0 = n. Dále přidáme
opačná č́ısla přirozených č́ısel. Pro opačné č́ıslo o k č́ıslu n plat́ı n+o = 0, opačné č́ıslo
o znač́ıme −n a slouž́ı k nové operaci: odč́ıtáńı (odečteńı n je totožné s přičteńım
−n) a ta slouž́ı k řešeńı rovnice: a + x = b, x = b + (−a) = b − a. (Podobně je to
s geometrickými vektory: chcete-li je odeč́ıst, pak bud’ přič́ıtáte opačný vektor nebo
hledáte řešeńı rovnice.)

Proč je (−1)×(−1) = 1? Obecněji: proč je součin dvou záporných č́ısel kladné č́ıslo?

c. Racionálńı č́ısla – zlomek s celoč́ıselným čitatelem i jmenovatelem a nenulovým
jmenovatelem. Slouž́ı k děleńı na obecný počet d́ıl̊u (třeba kořisti nebo koláč̊u). Na
abstraktńı úrovni slouž́ı k řešeńı rovnic ax = b: x = b/a.

Původně se racionálńı č́ısla použ́ıvala jako poměry, nikoliv jako č́ısla (např́ıklad
kvinta je akord dvou tón̊u o frekvenćıch v poměru 3:2; trojúhelńık o stranách s ve-
likostmi v poměru 5:4:3 je pravoúhlý).

d. Jakou má velikost úhlopř́ıčka čtverce o straně velikosti jedna? Je možné ji vyjádřit
jako pod́ıl dvou celých č́ısel? Neńı to možné, proto pro popis takových délek ne-
vystač́ıme s množinou racionálńıch č́ısel. Potřebujeme větš́ı množinu, jej́ıž prvky
nazýváme reálnými č́ısly. Definovat přesně množinu reálných č́ısel je obt́ıžné, proto
to nebudeme dělat. Vystač́ıme s dvěma představami: dekadickým rozvojem a č́ısel-
nou osou. Vı́ce viz odstavec 2.

Reálná č́ısla jsou často mezńı, limitńı, hodnotou. Jako třeba v následuj́ıćım př́ıkladě:
Vypočtěte obvod kruhu o jednotkovém poloměru bez znalosti hodnoty č́ısla π.
Použijte vepsaný mnohoúhelńık a vzorce pro goniometrické funkce (viz úkol č. 6).

e. Rovnice x2 + 1 = 0 nemá v reálném oboru řešeńı, proto zavád́ıme komplexńı
č́ısla. Zaj́ımavé je, že v oboru komplexńıch č́ısel maj́ı kořeny všechny mnohočleny
s reálnými koeficienty (i ty s komplexńımi).

2. Dekadický rozvoj reálných č́ısel a č́ıselná osa. Dekadický (desetinný) rozvoj č́ısla
π je 3.1415 . . . . Vyjadřujeme j́ım odhady přesné hodnoty č́ısla π: dolńı odhad π ≥ 3.1415
a horńı odhad π ≤ 3.1416. Každé reálné č́ıslo má dekadický rozvoj, některá reálná č́ısla
maj́ı dva r̊uzné rozvoje (0.9 = 1). Vı́ce viz [1], poznámka 1.4.30.

Geometricky znázorňujeme reálná č́ısla na č́ıselné ose: zvoĺıme obraz č́ısel nula a jedna
a v poměru zvolené jednotky pak zobrazujeme (zobrazeńı je matematický termı́n, připo-
meňme zobrazeńı bod̊u v rovině jako je posunut́ı, otočeńı a osová symetrie) daľśı č́ısla.
Přitom každý bod č́ıselné osy odpov́ıdá právě jednomu reálnému č́ıslu a každé reálné č́ıslo
odpov́ıdá právě jednomu bodu na č́ıselné ose.

1



Všimněte si rozd́ılu: Když zobrazujeme č́ısla na body na č́ıselné ose, tak každému č́ıslu
odpov́ıdá právě jeden bod a dvě r̊uzná č́ısla se zobraźı na r̊uzné body. Takové zobrazeńı
nazýváme vzájemně jednoznačné. Zobrazeńı č́ısel na jejich desetinné rozvoje neńı vzájemně
jednoznačné (některá č́ısla maj́ı dva r̊uzné rozvoje, viz výše uvedený př́ıklad 0.9 = 1).

A ještě odbočka do logiky. Rozmyslete si, zda následuj́ıćı výroky ř́ıkaj́ı jinými slovy
totéž: Dvě r̊uzná č́ısla se zobraźı na dva r̊uzné body. Každý bod č́ıselné osy odpov́ıdá
právě jednomu č́ıslu.

3. Poč́ıtáńı s nepřesnými č́ısly. V praktických výpočtech málokdy poč́ıtáme s přesný-
mi č́ısly. Nepřesnost je do výpočt̊u vnášena jednak vstupńımi hodnotami, které zpravidla
źıskáme měřeńım a to neńı nikdy naprosto přesné, a dále zaokrouhlováńım během výpočtu.

Interval (x0 − ε, x0 + ε) pro malou kladnou hodnotu ε, např́ıklad ε = 0.01, obsahuje
č́ısla, která se od č́ısla x0 lǐśı o méně než ε. Na č́ıselné ose maj́ı tato č́ısla od č́ısla x0
vzdálenost menš́ı než ε a jejich dekadický rozvoj má počátečńı cifry stejné, přitom počet
stejných cifer záviśı na hodnotě ε.

Odchylku vypočtené hodnoty od přesné hodnoty budeme nazývat chybou. (Přitom
tato chyba bud’ plyne z nemožnosti poč́ıtat s přesnými č́ısly, jako jsou např́ıklad zmı́něné
naměřené hodnoty, nebo z našeho rozhodnut́ı zjednodušit si výpočet. O takovémto zjed-
nodušováńı bude v́ıce později.) Např́ıklad použit́ım č́ısla 3.14 mı́sto přesné hodnoty č́ısla
π zaneseme do výpočtu chybu o velikosti zhruba jedné setiny. Použit́ım přesněǰśı hodnoty,
např́ıklad 3.14159265, chybu zmenš́ıme na zhruba 10−8.

Bude nás zaj́ımat, jak se vstupńı a zaokrouhlovaćı chyby š́ı̌ŕı výpočtem. O č́ıslech
lež́ıćıch v intervalu (x− ε, x+ ε) budeme ř́ıkat, že reprezentuj́ı (nebo zadávaj́ı, nahrazuj́ı)
č́ıslo x s přesnost́ı (toleranćı, chybou) ε a budeme si pokládat následuj́ıćı otázky:

a. Máme-li č́ıslo x zadané s přesnost́ı ε, s jakou přesnost́ı jsme schopni spoč́ıtat x2?
Např́ıklad uvažujme x = 1.2, ε = 0.1, což znamená, že x ∈ (1.1, 1.3), fyzikové
obvykle ṕı̌śı x = 1.2± 0.1. Pak je x2 ∈ (1.12, 1.32) = (1.21, 1.69)

.
= (1.2, 1.7) a tedy

x2 = 1.45± 0.25. Vid́ıme, že chyba se zvětšila asi dvaap̊ulkrát.

b. Je možné z č́ısla x źıskat č́ıslo x2 se zadanou přesnost́ı ε? Jaká přesnost č́ısla x je
k tomu potřeba?

Např́ıklad uvažujme č́ıslo x = 3.1 a ε = 0.2. Označme přesnost č́ısla x symbolem δ.
Tedy x ∈ (3.1− δ, 3.1 + δ). Později si ukážeme, že přesnost ε źıskáme vynásobeńım
přesnosti δ a derivace funkce x 7→ x2 v bodě x a ta je rovna 2x. Odtud: ε = 2xδ,
tedy δ = ε

2x
, č́ıselně: δ = 0.1

6.2

.
= 0.016.

Mı́sto použit́ı slov přesnost, tolerance můžeme ř́ıct rozlǐsovaćı schopnost: dostatečně bĺızké
body na č́ıselné ose mohou být pro naše oko nerozlǐsitelné. Žádné z těchto slov neńı
matematickým termı́nem (pojmem) a my je budeme použ́ıvat k vysvětleńı matematických
pojmů (termı́n̊u) okoĺı bodu, limita a spojitost.

4. Racionálńı č́ısla jsou hustá v reálných č́ıslech. Libovolné reálné č́ıslo můžeme
s libovolně malou chybou nahradit č́ıslem s konečným desetinným rozvojem (tedy ra-
cionálńım č́ıslem). Např́ıklad: chceme-li odmocninu ze dvou nahradit s chybou nepřevyšu-
j́ıćı 10−5, stač́ı vźıt jej́ı desetinný rozvoj s pěti ciframi za desetinnou čárkou, tedy 1.41421.
Chyba, které se t́ımto nahrazeńım dopust́ıme je nejvýše 0.00000999999 . . . , tedy je menš́ı
než 0.00001 = 10−5. Tuto vlastnost racionálńıch č́ısel vyjadřujeme slovy v názvu odstavce.

5. Operace, relace, vlastnosti. Reálná č́ısla jako struktura (R,+, ·, 0, 1, <).
Horńı, dolńı odhad (závora) množiny. Maximum, minimum. Supremum (nejmenš́ı

horńı odhad). Infimum (největš́ı dolńı odhad).
Vlastnost suprema odlǐsuje množinu reálných č́ısel od množiny racionálńıch č́ısel.
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Zdroje: [1], 1.3, str. 20 – 26.

6. Intervaly. Uzavřený interval budeme značit jinak než na středńı škole: množinu č́ısel
větš́ıch než a a menš́ıch nebo rovných než b budeme značit (a, b]. Toto značeńı použ́ıvá
většina matematické literatury. Vı́ce viz [1], označeńı 1.3.12.

7. Absolutńı hodnota. Definice a vlastnosti (nezápornost, absolutńı hodnota součinu,
absolutńı hodnota součtu – trojúhelńıková nerovnost).

Geometrický význam absolutńı hodnoty: |x| je vzdálenost obrazu č́ısla x na č́ıselné ose
od počátku (budeme ř́ıkat vzdálenost bodu x od bodu 0); |x− y| je vzdálenost bodu x od
bodu y.

Interval (x0 − ε, x0 + ε) zmiňovaný v odstavci 3 budeme nazývat okoĺı bodu x0. Roz-
myslete si, že x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) plat́ı právě když je |x− x0| < ε.

Zdroje: [1], 1.3.13, 1.3.14., definice 2.1.4.

8. Úkoly.

1. Načrtněte dva geometrické vektory a k nim jejich rozd́ıl dvěma zp̊usoby: jednak
přičtěte opačný vektor a pak hledejte vektor, který po přičteńı k prvńımu vektoru
dá druhý vektor.

2. Zvolte si racionálńı č́ıslo ve tvaru pod́ılu dvou přirozených č́ısel a vypočtěte jeho
desetinný rozvoj. Budete-li dobře poč́ıtat, dostanete periodický rozvoj. Zamyslete
se nad t́ım, proč to tak vždy vyjde, proč maj́ı všechna racionálńı č́ısla periodický
rozvoj.

Poznámka: konečný rozvoj také považujeme za periodický, např. 1.0.

3. Napǐste periodický desetinný rozvoj, označte ho x a převed’te ho na pod́ıl dvou
celých č́ısel.

Návod: vynásobeńım x vhodnou mocninou deseti dostanete č́ıslo s
”
podobným“

rozvojem a odečteńım x od tohoto násobku dostanete bud’ celé č́ıslo nebo č́ıslo
s konečným rozvojem.

4. Ukažte, že odmocnina ze dvou neńı racionálńı č́ıslo.

Návod: předpokládejte opak, tedy existenci přirozených č́ısel m,n takových, že(
m
n

)2
= 2 a ukažte, že obě č́ısla m i n jsou sudá. To je spor s t́ım, že každé ra-

cionálńı č́ıslo je možné vyjádřit v pokráceném tvaru (čitatel a jmenovatel nemaj́ı
společného dělitele větš́ıho jak jedna).

5. Vyhledejte desetinný rozvoj č́ısla π a napǐste č́ıslo x s konečným desetinným rozvo-
jem, které se od č́ısla π lǐśı o méně než 10−12.

6. Načrtněte kružnici a vepǐste do ńı pravidelný šestiúhelńık. Jakou velikost má obvod
tohoto šestiúhelńıku? Poč́ıtejte v jednotkách poloměru kružnice.

Do stejného obrázku načrtněte část pravidelného dvanáctiúhelńıku, stač́ı jedna nebo
dvě hrany. Spoč́ıtejte velikosti úhl̊u a velikosti úseček v tomto obrázku. Jakou veli-
kost má obvod tohoto pravidelného dvanáctiúhelńıku?

Vyjádřete obvod pravidelného n-úhelńıku vepsaného do jednotkové kružnice pomoćı
vhodného úhlu o velikosti 2π/n nebo π/n. Kde tyto úhly v n-úhelńıku naleznete?

Zvětš́ıme-li počet stran vepsaného n-úhelńıku dvakrát, tak se zmiňované úhly dva-
krát zmenš́ı. Odtud dostanete vztah, kterým spoč́ıtáte obvod 2n-úhelńıku ze známé
hodnoty obvodu n-úhelńıku.
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Výsledek můžete vyjádřit v rozličných tvarech, jedna z možnost́ı je

ϕ6 = π
3

cosϕ6 = 1
2

ϕ12 = ϕ6

2
cosϕ12 =

√
1+cosϕ6

2

ϕ24 = ϕ12

2
cosϕ24 =

√
1+cosϕ12

2

...

O6 = 6
O12 = O6

cosϕ24

O24 = O12

cosϕ48

...

Druhá možnost je vyjádřit stranu pravidelného 2n-úhelńıku a2n pomoćı an a poté
spoč́ıtat obvod On = nan. Vyjde

a2n = an/2/

√
(1 +

√
1− a2n/4)/2

O2n = On/

√
(1 +

√
1− a2n/4)/2

7. Určete infimum a supremum množiny M = {1/n : n ∈ N, n ≥ 1}. Má množina M
maximálńı a minimálńı prvek?

Poznámka: {1/n : n ∈ N, n ≥ 1} znač́ı množinu všech hodnot 1/n pro n ∈ N, n ≥ 1,
tedy množinu {1, 0.5, 0.3, 0.25, 0.2, . . . }.

8. Určete infimum a supremum množiny O = {On : n ∈ N, n ≥ 3}, kde On je ob-
vod pravidelného n-úhelńıku vepsaného do kružnice o poloměru velikosti jedna. Má
množina O maximálńı a minimálńı prvek?

9. Které z vlastnost́ı množiny reálných č́ısel 1 – 13 z [1] nemá množina racionálńıch
č́ısel?

10. Které z vlastnost́ı množiny reálných č́ısel 1 – 13 z [1] nemá množina celých č́ısel?

11. Které z vlastnost́ı množiny reálných č́ısel 1 – 13 z [1] nemá množina přirozených
č́ısel?

12. Dokažte, že pro každou dvojici reálných č́ısel x, y plat́ı |x+ y| ≤ |x|+ |y|.
Návod: odstraňte absolutńı hodnotu – rozdělte rovinu na části podle znaménka
výraz̊u x, y, x+ y, na každé části vyjádřete výraz |x|+ |y| − |x+ y| bez absolutńıch
hodnot a ukažte, že je nezáporný.

9. Pomocné úlohy.

1. Načrtněte pravoúhlý trojúhelńık a odvod’te vzorec sin2α+cos2α = 1 z Pythagorovy
věty.

Návod: Vyjádřete výraz sin2α + cos2α pomoćı stran trojúhelńıku a pak použijte
Pythagorovu větu k úpravě.

2. Načrtněte rovnostranný trojúhelńık s jednou jeho výškou. Použijte Pythagorovu
větu k odvozeńı hodnot goniometrických funkćı úhl̊u π

3
a π

6
.

3. Načrtněte rovnoramenný ostroúhlý trojúhelńık ABC. Vrchol, v němž se prot́ınaj́ı
ramena, označte C. Z vrcholu A spust’te výšku a jej́ı patu označte A′. Ukažte, že
velikost úhlu A′AB je polovina velikosti úhlu ACB.
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4. V př́ıkladu 3 zvolte velikost ramene rovnu jedné a velikost úhlu ACB označte γ.
Pomoćı úhlu γ a jeho goniometrických funkćı postupně vyjádřete velikosti úseček
AA′, CA′, A′B, AB. Odtud pak vypočtěte cos γ

2
jako pod́ıl velikost́ı úseček AA′ a

AB.

5. Odvod’te graficky Pythagorovu větu: načrtněte čtverec o straně velikosti a+ b a do
každého jeho vrcholu přikreslete pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami velikosti a, b.
Nakreslete je tam tak, aby jejich přepony tvořily čtverec. Obsah p̊uvodńıho (větš́ıho)
čtverce vyjádřete dvěma zp̊usoby, jednak jako (a+ b)2 a dále jako c2 + 4ab

2
.
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