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1. Strucény pruvodce po ¢iselnych oborech pro zopakovani a uvédoméni si
souvislosti.

a. Prirozend ¢isla — oznacuji mnozstvi. Jsou abstrakei.

Je nula ptirozené c¢islo?

b. Celd ¢isla: k prirozenym cislum priddme nulu (pokud jsme ji za prirozené &islo
nepovazovali). Nula je neutrdlni prvek pro operaci s¢itani: n + 0 = n. Déle pridame
opacnd cisla ptirozenych ¢isel. Pro opacné ¢islo o k ¢islu n plati n4+o0 = 0, opacné ¢islo
o znac¢ime —n a slouzi k nové operaci: odéitani (odecteni n je totozné s pri¢tenim
—n) a ta slouzi k feseni rovnice: a +x = b, x = b+ (—a) = b — a. (Podobné je to

hledéte Feseni rovnice.)

Proc je (—1) x (—1) = 17 Obecnéji: proc¢ je soucin dvou zapornych ¢isel kladné ¢islo?

c. Raciondlni ¢isla — zlomek s celociselnym citatelem i jmenovatelem a nenulovym
jmenovatelem. Slouzi k déleni na obecny pocet dilu (tfeba kofisti nebo kolacu). Na
abstraktni drovni slouzi k feSeni rovnic ax = b: x = b/a.

Puvodné se raciondlni ¢isla pouzivala jako pomeéry, nikoliv jako ¢isla (napfiklad
kvinta je akord dvou tontu o frekvencich v poméru 3:2; trojihelnik o strandch s ve-
likostmi v poméru 5:4:3 je pravouihly).

d. Jakou ma velikost thlopticka ctverce o strané velikosti jedna? Je mozné ji vyjadrit
jako podil dvou celych ¢isel? Neni to mozné, proto pro popis takovych délek ne-
vystacime s mnozinou racionalnich ¢isel. Potfebujeme vétsi mnozinu, jejiz prvky
nazyvame redlngmsi ¢isly. Definovat presné mnozinu redlnych cisel je obtizné, proto
to nebudeme délat. Vystacime s dvéma predstavami: dekadickym rozvojem a cisel-
nou osou. Vice viz odstavec 2.

Realna cisla jsou casto mezni, limitni, hodnotou. Jako tieba v nasledujicim prikladé:
Vypoctéte obvod kruhu o jednotkovém poloméru bez znalosti hodnoty cisla .
Pouzijte vepsany mnohoihelnik a vzorce pro goniometrické funkce (viz kol ¢. 6).

e. Rovnice 22 +1 = 0 nemd v redlném oboru feSeni, proto zavddime komplexni
¢isla. Zajimavé je, ze v oboru komplexnich ¢isel maji kofeny vSechny mnohocleny
s redlnymi koeficienty (i ty s komplexnimi).

2. Dekadicky rozvoj realnych &isel a ¢iselna osa. Dekadicky (desetinny) rozvoj ¢isla
mje 3.1415. ... Vyjadiujeme jim odhady piesné hodnoty cisla 7: dolni odhad m > 3.1415
a horni odhad 7 < 3.1416. Kazdé realné cislo ma dekadicky rozvoj, néktera redlna cisla
maji dva rizné rozvoje (0.9 = 1). Vice viz [1], pozndmka 1.4.30.

Geometricky znazornujeme redlna ¢isla na éiselné ose: zvolime obraz ¢isel nula a jedna
a v pomeéru zvolené jednotky pak zobrazujeme (zobrazeni je matematicky termin, pfipo-
menme zobrazeni bodu v roviné jako je posunuti, otoceni a osové symetrie) dalsi ¢isla.
Pritom kazdy bod ¢iselné osy odpovida praveé jednomu realnému ¢islu a kazdé realné ¢islo
odpovida pravé jednomu bodu na ¢iselné ose.



Vsimnéte si rozdilu: Kdyz zobrazujeme ¢isla na body na ¢iselné ose, tak kazdému ¢islu
odpovida pravé jeden bod a dvé ruzna ¢isla se zobrazi na ruzné body. Takové zobrazeni
nazyvame vzdjemneé jednoznacné. Zobrazeni ¢isel na jejich desetinné rozvoje neni vzajemneé
jednoznacné (néktera ¢isla maji dva riizné rozvoje, viz vyse uvedeny pifklad 0.9 = 1).

A jesté odbocka do logiky. Rozmyslete si, zda nasledujici vyroky tikaji jinymi slovy
totéz: Dveé ruzna cisla se zobrazi na dva ruzné body. Kazdy bod ¢iselné osy odpovida
pravé jednomu cislu.

3. Pocitani s nepresnymi ¢isly. V praktickych vypoctech malokdy pocitame s presny-
mi Cisly. Nepfesnost je do vypoctu vnasena jednak vstupnimi hodnotami, které zpravidla
ziskdme méfenim a to neni nikdy naprosto presné, a déle zaokrouhlovanim béhem vypoctu.

Interval (zg — €, 29 + €) pro malou kladnou hodnotu e, napiiklad € = 0.01, obsahuje
¢isla, kterd se od cisla xp 1isi o méné nez €. Na ¢iselné ose maji tato ¢isla od cisla xg
vzdélenost mensi nez € a jejich dekadicky rozvoj ma pocatecni cifry stejné, pritom pocet
stejnych cifer zavisi na hodnoté ¢.

Odchylku vypoctené hodnoty od presné hodnoty budeme nazyvat chybou. (Ptitom
tato chyba bud plyne z nemoZnosti poéitat s piesnymi ¢isly, jako jsou napifklad zminéné
naméfené hodnoty, nebo z naseho rozhodnuti zjednodusit si vypocet. O takovémto zjed-
nodusovani bude vice pozdéji.) Napiiklad pouzitim ¢isla 3.14 misto presné hodnoty ¢isla
7 zaneseme do vypoctu chybu o velikosti zhruba jedné setiny. Pouzitim piesnéjsi hodnoty,
napifklad 3.14159265, chybu zmensime na zhruba 1078.

Bude nas zajimat, jak se vstupni a zaokrouhlovaci chyby §it{ vypoctem. O cislech
lezicich v intervalu (z — e,z + €) budeme fikat, ze reprezentuji (nebo zaddvaji, nahrazuji)
¢islo x s presnosti (toleranci, chybou) € a budeme si pokladat nésledujici otdzky:

a. Mame-li ¢fslo 2 zadané s presnosti €, s jakou pfesnosti jsme schopni spocitat x2?
Napiiklad uvazujme z = 1.2, ¢ = 0.1, coz znamend, ze v € (1.1,1.3), fyzikové
obvykle pisi = 1.2 + 0.1. Pak je 2% € (1.1%,1.3%) = (1.21,1.69) = (1.2,1.7) a tedy
2% = 1.45 £ 0.25. Vidime, 7e chyba se zvétsila asi dvaapulkrét.

b. Je mozné z éisla x ziskat &fslo 22 se zadanou presnosti €? Jakd piesnost &isla  je
k tomu potieba?

Napfiiklad uvazujme ¢islo z = 3.1 a € = 0.2. Oznacme pfesnost cisla x symbolem §.
Tedy x € (3.1 —6,3.1+ ). Pozdéji si ukdzeme, ze piesnost ¢ ziskdme vyndsobenim
ptesnosti ¢ a derivace funkce x +— 2% v bodé z a ta je rovna 2z. Odtud: € = 2z4,
tedy 0 = =, éiselné: 6 = 2 = 0.016.

Misto pouziti slov pfesnost, tolerance muzeme fict rozliSovaci schopnost: dostatecné blizké
body na éiselné ose mohou byt pro nase oko nerozlisitelné. Zadné z téchto slov neni
matematickym terminem (pojmem) a my je budeme pouzivat k vysvétleni matematickych
pojmu (terminu) okoli bodu, limita a spojitost.

4. Racionalni cisla jsou husta v realnych ¢éislech. Libovolné realné c¢islo muzeme
s libovolné malou chybou nahradit ¢islem s koneénym desetinnym rozvojem (tedy ra-
cionalnim ¢islem). Napiiklad: chceme-li odmocninu ze dvou nahradit s chybou neptrevysu-
jici 1072, stacf vzit jeji desetinny rozvoj s péti ciframi za desetinnou édrkou, tedy 1.41421.
Chyba, které se timto nahrazenim dopustime je nejvyse 0.00000999999. .., tedy je mensi
nez 0.00001 = 1075, Tuto vlastnost racionalnich &isel vyjadiujeme slovy v ndzvu odstavce.

5. Operace, relace, vlastnosti. Redlna cisla jako struktura (R, +,-,0,1, <).

Horni, dolni odhad (zdvora) mnoziny. Maximum, minimum. Supremum (nejmensi
horni odhad). Infimum (nejvétsi dolni odhad).

Vlastnost suprema odlisSuje mnozinu realnych ¢isel od mnoziny racionalnich éisel.



Zdroje: [1], 1.3, str. 20 — 26.

6. Intervaly. Uzavieny interval budeme znacit jinak nez na stiedni skole: mnozinu ¢isel
vétsich nez a a mensich nebo rovnych nez b budeme znacit (a,b]. Toto znaceni pouziva
vétsina matematické literatury. Vice viz [1], oznaceni 1.3.12.

7. Absolutni hodnota. Definice a vlastnosti (nezdpornost, absolutni hodnota soué¢inu,
absolutni hodnota sou¢tu — trojihelnikova nerovnost).

Geometricky vyznam absolutni hodnoty: |z| je vzdélenost obrazu ¢isla x na ¢iselné ose
od pocatku (budeme fikat vzdalenost bodu = od bodu 0); |x — y| je vzdélenost bodu x od
bodu y.

Interval (xg — &, 20 + €) zminovany v odstavci 3 budeme nazyvat okoli bodu xy. Roz-
myslete si, ze © € (zg — €,z + €) plati prave kdyz je |z — xo| < €.

Zdroje: [1], 1.3.13, 1.3.14., definice 2.1.4.

8. [jkoly.

1.

Nacrtnéte dva geometrické vektory a k nim jejich rozdil dvéma zpusoby: jednak
pri¢ctéte opacny vektor a pak hledejte vektor, ktery po pricteni k prvnimu vektoru
da druhy vektor.

Zvolte si racionalni ¢islo ve tvaru podilu dvou prirozenych cisel a vypoctéte jeho
desetinny rozvoj. Budete-li dobie pocitat, dostanete periodicky rozvoj. Zamyslete
se nad tim, pro¢ to tak vzdy vyjde, pro¢ maji vSechna racionalni ¢isla periodicky
rOZVvOj.

Pozndmka: koneény rozvoj také povazujeme za periodicky, napi. 1.0.

Napiste periodicky desetinny rozvoj, oznacte ho z a pievedte ho na podil dvou
celych cisel.

Névod: vynasobenim x vhodnou mocninou deseti dostanete ¢islo s ,podobnym*
rozvojem a ode¢tenfim x od tohoto nasobku dostanete bud celé ¢islo nebo &fslo
s konecnym rozvojem.

Ukazte, ze odmocnina ze dvou neni racionalni ¢islo.

Néavod: predpokladejte opak, tedy existenci prirozenych cisel m,n takovych, ze
(%)2 = 2 a ukazte, ze obé ¢isla m i n jsou suda. To je spor s tim, ze kazdé ra-
ciondlni ¢islo je mozné vyjadrit v pokraceném tvaru (Citatel a jmenovatel nemaji

spole¢ného délitele vétsiho jak jedna).

. Vyhledejte desetinny rozvoj ¢isla 7 a napiste ¢islo x s koneé¢nym desetinnym rozvo-

jem, které se od ¢isla 7 lisf o méné nez 10712

Nac¢rtnéte kruznici a vepiste do ni pravidelny Sestitithelnik. Jakou velikost ma obvod
tohoto Sestitthelniku? Pocitejte v jednotkach poloméru kruznice.

Do stejného obrazku nacrtnéte ¢ast pravidelného dvandctitihelniku, staci jedna nebo
dvé hrany. Spocitejte velikosti ihlu a velikosti tisecek v tomto obrazku. Jakou veli-
kost méa obvod tohoto pravidelného dvanactitihelniku?

Vyjadiete obvod pravidelného n-ihelniku vepsaného do jednotkové kruznice pomoci
vhodného tihlu o velikosti 27 /n nebo 7/n. Kde tyto thly v n-ihelniku naleznete?

Zvétsime-li pocet stran vepsaného n-thelniku dvakrat, tak se zminované thly dva-
krat zmensi. Odtud dostanete vztah, kterym spocitdate obvod 2n-ihelniku ze znamé
hodnoty obvodu n-tihelniku.



10.
11.

12.

Vysledek muzete vyjadrit v rozlicnych tvarech, jedna z moznosti je

Y6 = 3 COSS%:% O = 6

__ Y6 _ 1+cos we Og
= = COS = — s =
P12 3 P12 \/ 5 O19 e
14-cos Ogy = —12—
Poa = T COSpyy =/ 5 24 Cospas

Druhd moznost je vyjadrit stranu pravidelného 2n-ihelniku as, pomoci a, a poté
spocitat obvod O,, = na,. Vyjde

an/2/\ (L + /T = a2 ]4) 2
O,/ (1+V/T—a2]d)/2

Urcete infimum a supremum mnoziny M = {1/n : n € N,n > 1}. Ma mnozina M
maximalni a minimalni prvek?

Q2n

O2n

Poznamka: {1/n:n € N,n > 1} zna¢i mnozinu v8ech hodnot 1/n pron € N;n > 1,
tedy mnozinu {1,0.5,0.3,0.25,0.2,... }.

Urcete infimum a supremum mnoziny O = {O,, : n € N,n > 3}, kde O, je ob-
vod pravidelného n-ihelniku vepsaného do kruznice o poloméru velikosti jedna. Ma
mnozina O maximélni a minimalni prvek?

Které z vlastnosti mnoziny redlnych ¢isel 1 — 13 z [1] nema mnozina racionalnich
¢isel?

Které z vlastnosti mnoziny redlnych ¢isel 1 — 13 z [1] nemd mnozina celych ¢isel?
Které z vlastnosti mnoziny redlnych ¢isel 1 — 13 z [1] nema mnozina pfirozenych
cisel?

Dokazte, ze pro kazdou dvojici redlnych éisel x,y plati |z + y| < |z| + |y|.

Navod: odstrante absolutni hodnotu — rozdélte rovinu na ¢asti podle znaménka
vyrazu x, y, « + y, na kazdé ¢dsti vyjadiete vyraz |z|+ |y| — |x + y| bez absolutnich
hodnot a ukazte, Ze je nezaporny.

9. Pomocné tlohy.

1.

Naértnéte pravouhly trojihelnik a odvod'te vzorec sin®a + cos?a = 1 z Pythagorovy
vety.

Névod: Vyjadiete vyraz sina + cos’a pomoci stran trojihelniku a pak pouzijte
Pythagorovu vétu k uprave.

. Nac¢rtnéte rovnostranny trojuhelnik s jednou jeho vyskou. Pouzijte Pythagorovu

s

vétu k odvozen{ hodnot goniometrickych funkef thli  a &

Nacrtnéte rovnoramenny ostrouhly trojuhelnik ABC'. Vrchol, v némz se protinaji
ramena, oznacte C. Z vrcholu A spustte vysku a jeji patu oznacte A’. Ukazte, Ze
velikost tthlu A’ AB je polovina velikosti ihlu AC'B.



4. V ptikladu 3 zvolte velikost ramene rovnu jedné a velikost ihlu AC'B oznacte 7.
Pomoci ihlu v a jeho goniometrickych funkci postupné vyjadiete velikosti usecek
AA', CA', A'B, AB. Odtud pak vypoctéte cos 3 jako podil velikosti tsecek AA" a
AB.

5. Odvod'te graficky Pythagorovu vétu: naértnéte ¢tverec o strané velikosti @ + b a do
kazdého jeho vrcholu prikreslete pravouhly trojihelnik s odvésnami velikosti a, b.
Nakreslete je tam tak, aby jejich prepony tvorily ¢tverec. Obsah puvodniho (vétsiho)
ttverce vyjadiete dvéma zplsoby, jednak jako (a + b)? a déle jako ¢? + 4%,

Reference

[1] J. Vesely. Zéklady matematické analyzy.
www.karlin.mff.cuni.cz/~jvesely/mal1-12/MA_I/ppma.pdf.



