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1. Ze stiedni skoly znate ptiklady zobrazeni v roviné jako je posunuti, otoc¢eni, osové syme-
trie. Bodu, ktery nazyvame vzor ptitazujeme jeho obraz. Ptedmétem naseho zajmu budou
zobrazeni, ve kterych jsou vzory i obrazy realna ¢isla. Takova zobrazeni nazyvame funkce.
V tomto textu probereme obecné vlastnosti zobrazeni (tedy ty, u nichz nepouzivame
specidlni vlastnosti redlnych ¢isel — operace séitani, nasobeni a relaci uspotradéni).

2. Terminologie a znaceni. Proménné (tj. vzory a obrazy) i samotné zobrazeni budeme
zpravidla znacit malymi pismeny. Vzor budeme ¢asto nazyvat bodem, realné ¢islo si pro
ten piipad muzete predstavit jako bod na realné ose. Obraz bodu x v zobrazeni f budeme
znacit f(z). V pripadé funkei pouzivame casto pro obraz vyraz funkcéni hodnota.

Samotné zobrazeni budeme znacit f : x +~ f(z). Napifklad f : z — 23. Pokud
nepotiebujeme zobrazeni pojmenovat, tak jen x — 3.

Spravné bychom méli psat f : z — f(z),z € D, kde mnozina D je definiéni obor
zobrazeni f. Napiiklad = + 2,2 € R. Definiéni obor budeme vynechévat v pifpadé, Ze
je roven mnoziné ¢isel x, pro néz ma vyraz f(x) smysl. Napfiklad napiseme jen z — logx
misto x — logz,x € (0,400). Musi byt v tom piipadé jasné z kontextu, z jaké zakladni
mnoziny body x bereme. V nasem piipadé to budou redlnd ¢isla, ale muzeme si predstavit
situaci, ze bychom pracovali v oboru celych ¢isel nebo komplexnich ¢isel.

Zobrazeni je vzdy zadano jako dvojice: definiéni obor a predpis. Dvé zobrazeni se
stejnym predpisem, ale odlisnym definicnim oborem nejsou totozna. Naptiklad zobrazeni
r +— logx?, r +— 2logz nejsou totoznd, ani x +— (22 —1)/(x — 1), x — = + 1 nejsou
totoznd, zatimco x +— log+\/x a x — %log:p totoznd jsou.

Pokud budeme chtit vyjadrit, ze definicni obor funkce f je mnozina X a obrazy jsou
prvkem mnoziny Y, napiSeme: f : X — Y a budeme fikat, ze zobrazeni f zobrazuje
mnozinu X do mnoziny Y. Napftiklad parametrické rovnice primky: x = 1 — 2ty =
2+t,t € R jsou vlastné zobrazenim R do R2. Nazveme-li toto zobrazenim p, budeme psat
p:RoR*ap:t— (1-26,2+1),t€R.

Jesté k terminologii: napiiklad zobrazeni x — 2 zobrazuje mnoZinu redlnych ¢&isel do
mnoziny redlnych ¢isel, ale zobrazeni g : x — +/x nikoliv. Bud fikdme, 7Ze g zobrazuje
interval (0, +00) do mnoziny realnych ¢isel nebo také fikame, ze g je zobrazeni z R do R.
Vidime, ze v pfesném vyjadifovani matematiki maji nékdy vyznam i predlozky.

Grafem zobrazeni f : X — Y je mnozina usporadanych dvojic [z, y] € X XY takovych,
ze v € X,y = f(x). Matematickymi symboly zapséno G = {[z,y] € X XY :x € X,y =

f(x)}.

3. Dalsi pojmy. V [1] najdete dalsi pojmy, které budeme pouzivat.

V poznamkach 1.4.2 si prectéte o zuZeném a rozsireném zobrazeni.

V oznaceni 1.4.3 si prectéte o obrazu a vzoru mnoZiny (v dalsim odstavci uvedeme
priklad). Obor hodnot je specidlnim piripadem obrazu mnoziny, je to obraz defini¢niho
oboru.

V definici 1.4.6 si prectéte o konstantnim zobrazeni a identickém zobrazeni.

V definici 1.4.8 si pfectéte o zobrazeni X na Y, prostém zobrazeni a vzdjemné jedno-
znacném zobrazeni.

Definice sloZeného zobrazeni je v 1.4.11, piiklad slozeného zobrazeni v prikladu 1.4.14.



4. Obraz mnoziny. V [1], 1.4.3 je obraz mnoziny A v zobrazeni f definovan jako mnozina
obsahujici obrazy f(z) pro x € A. Symbolicky zapsano f(A) = {f(z) : x € A}.

Postup ziskdni obrazu mnoziny ukdZeme na pifkladu: f : z — 22, A = (1,2]. Na-
kreslete si graf funkce a na ném sledujte nasledujici ivahy. Staci spocitat obrazy krajnich
bodt intervalu A: f(1) = 1, f(2) = 4. Protoze pro x mezi 1 a 2 je x? mezi 1% a 2?2 je
f(A) C (1,4]. Obrézek nas navic ubezpecuje, ze plati rovnost f(A) = (1,4]. Zatim se spo-
kojime s tvrzenim, ze je to tak a ze je to dusledek axiomu supréma. Pozdéji se pokusime
zpochybnit samoziejmost této rovnosti.

V piipadeé stejné funkce f a mnoziny B = (—1, 3) takto postupovat nemuzeme, protoze
pro z € (—1,1) je f(x) mensi nez obrazy (—1)? i 3% a nenf tedy prvkem intervalu (1,9).
Obraz f(B) urc¢ime piimo z grafu: f(B) = [0,9). Poznamenejme, Ze interval B je sjedno-
cenim dvou intervalu B = (—1,0] U [0,3) a pro kazdy tento interval lze jeho obraz urcit
uvahou jako u intervalu A.

5. Vzor mnoziny. V [1] je vzor mnoziny A v zobrazeni f : X — Y definovan jako
mnozina obsahujici z € X, jejichz obrazje prvkem mnoziny A. Symbolicky zapsano
1A ={zeX: f(z) e A}.

Konkrétni priklady najdete v tloze 5. Pokud je mnozina A interval, odpovidd vztah
f(z) € A jedné nebo vice nerovnicim. Napiiklad pro A = [1,2) je f(x) € A ekvivalentni
se soustavou nerovnic f(z) > 1, f(z) < 2. Pro A = (1,+00) je f(z) € A ekvivalentni
s nerovnici f(z) > 1.

Dalsf pifklady jsou v tloze 8. Pocitdme v ni f~1({y}), tedy vzor jednoprvkové mnoziny
{y}.

Ze stiedni skoly znate pojem inverzni funkce: inverzni funkce k funkci f : X — Y
pritazuje bodu y € Y bod z € X splaujici f(x) = y za predpokladu, ze takové z existuje
praveé jedno. Pokud pro nékteré y € Y je takovych x vice nez jedno, pak inverzni zobrazeni
neexistuje.

V pripadé existence inverzniho zobrazeni f=! je vzor f~'(A) totozny s obrazem A
v tomto inverznim zobrazeni. Vzor f~1(A) m4 ale vyznam i v piipadeé, Ze inverzn{ zobra-
zeni neexistuje.

6. Poznamka k rozdilu mezi obrazem a zobrazenim. Casto mluvime napiiklad o
funkci sin z. Spravné bychom méli mluvit o funkei sin a vyraz sin x pouzivat pro funkéni
hodnotu. V nékterych ptipadech je toto terminologické rozliSovani obtizné, napiiklad u
funkce x ~ 2. Mohli bychom v tom pifpadé mluvit o funkci id* (identita na druhou),
ale mélokdy se to pouziva. Z téchto duvodu nebude vadit, kdyz budete mluvit o funkci
,X na druhou*, ale vzdy byste méli védét, zda zluvite o funkci nebo o funkéni hodnoteé.

7. Poznamka o vzijemné jednoznaéném zobrazeni. V anglicky psané literature se
pouziva termin one-to-one; tim se vyjadiuje myslenka jeden vzor a jeden obraz.

V matematice je vzajemné jednoznacné zobrazeni velmi rozsitenym pojmem. Uvedeme
nékolik piikladu. Bod v roviné a jeho soufadnice [z, y]. Raciondlni ¢islo a mnozina zlomku,
které maji po pokraceni stejny tvar. Realné ¢islo a jeho obraz na ¢iselné ose. Casto mezi
vzorem a obrazem piili§ nerozliSujeme. Naptiklad mluvime o bodu [z, y|. Je to jako byste
misto jmen pouzivali prezdivky.

Ukol: vyjmenujte dalsf priklady.

8. Ukoly.

1. Nakreslete ktivky zadané rovnicemi a urcete, zda jsou grafem zobrazeni se vzorem
r € R a obrazem y € R.

(a) 2 +y* =1



(b) z+y=1
(c) 22 +y=0
(d) z4+y*=0

2. Ktera z nésledujicich mnozin je grafem funkce (se vzory na vodorovné ose a obrazy

na svislé ose)?

(a)

ST

3. Nacrtnéte grafy funkci f, g. Které z nich je ztizenim druhého? Na jakou mnozinu?

Které z nich je rozsitenim druhého? Na jakou mnozinu?

(a)

f:x— 4loga® g:x— 3loga?

(b)
xt—4

2+ 2

g x—z?—2

firx—

4. 7 grafu funkce f zjistéte pocet kotenu rovnice y = f(x) s nezndmou z a parametrem

y v zavislosti na hodnoté parametru y.

(a)

froe—a®—4x+3
(b)
20+ 3

DT
Jfrw r— 2




(¢) U nasledujici funkce uvazujte pouze kofeny na intervalu [0, 27].
frxz—sinx

5. Krivka na obrazku je grafem funkce f. Na osu x vyznacte body x, pro které plati

(a) f(z)=a

(b) f(z)=a

(c) flz) =0

(d) f(z) <b

(e) f(z) € [a,b)
Déle na osu x vyznacte mnozinu M = {z € R : f(z) < b} a vzor f~!(I) intervalu
I = [a,00).

Pokud to dokéazete udélat prehledné, muzete mnoziny zakreslit do jednoho grafu. V
opacném pripadé si graf vytisknéte vicekrat.

6. Nacrtnéte graf funkee f a graficky urcete obraz I; = f(I) intervalu I = [0, 3) a vzor
L= fH(L).

(a)

froma®—22
(b)
r—1
T+ 2

frx—

7. Reste pocetné rovnici s nezndmou z € R a parametrem y € R a diskutujte pocet
feSeni v zavislosti na hodnoté y. Vysledky vypoctu znazornéte grafem.
Névod: pokud si s feSenim nevite rady, feste nejdiive pro konkrétni ¢iselnou hodnotu
y a pak v obecném pfiipadé postupujte obdobné.

y=12°—31r+5

B 3—=x
2 +5

Y

y = log(2z — 1)

y = 101—3J1

4



(e)

Yy = 1071

8. Pro nasledujici elementarni funkce urcete jejich definiéni obor a obor hodnot a déle
urcete, které z nich jsou prosté. Vysvétlete, jak souvisi vysledky tohoto a predchoziho
prikladu.

(a)

fix—a* =3z +5
(b)
3—x
2v+1

frx—
fx—log(2x — 1)
fox— 10
f:x»—)l()x%“l

9. Naleznéte slozend zobrazeni fo f, fog, go f, gog (vcetné jejich defini¢nich oboru).

4 . ;. . . 4 24x 9
Které z nich ma predpis ;75— a které 575°7

Friae 24z

ST
2+x g
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