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1. Ze středńı školy znáte př́ıklady zobrazeńı v rovině jako je posunut́ı, otočeńı, osová syme-
trie. Bodu, který nazýváme vzor přǐrazujeme jeho obraz. Předmětem našeho zájmu budou
zobrazeńı, ve kterých jsou vzory i obrazy reálná č́ısla. Taková zobrazeńı nazýváme funkce.
V tomto textu probereme obecné vlastnosti zobrazeńı (tedy ty, u nichž nepouž́ıváme
speciálńı vlastnosti reálných č́ısel – operace sč́ıtáńı, násobeńı a relaci uspořádáńı).

2. Terminologie a značeńı. Proměnné (tj. vzory a obrazy) i samotné zobrazeńı budeme
zpravidla značit malými ṕısmeny. Vzor budeme často nazývat bodem, reálné č́ıslo si pro
ten př́ıpad můžete představit jako bod na reálné ose. Obraz bodu x v zobrazeńı f budeme
značit f(x). V př́ıpadě funkćı použ́ıváme často pro obraz výraz funkčńı hodnota.

Samotné zobrazeńı budeme značit f : x 7→ f(x). Např́ıklad f : x 7→ x3. Pokud
nepotřebujeme zobrazeńı pojmenovat, tak jen x 7→ x3.

Správně bychom měli psát f : x 7→ f(x), x ∈ D, kde množina D je definičńı obor
zobrazeńı f . Např́ıklad x 7→ x3, x ∈ R. Definičńı obor budeme vynechávat v př́ıpadě, že
je roven množině č́ısel x, pro něž má výraz f(x) smysl. Např́ıklad naṕı̌seme jen x 7→ log x
mı́sto x 7→ log x, x ∈ (0,+∞). Muśı být v tom př́ıpadě jasné z kontextu, z jaké základńı
množiny body x bereme. V našem př́ıpadě to budou reálná č́ısla, ale můžeme si představit
situaci, že bychom pracovali v oboru celých č́ısel nebo komplexńıch č́ısel.

Zobrazeńı je vždy zadáno jako dvojice: definičńı obor a předpis. Dvě zobrazeńı se
stejným předpisem, ale odlǐsným definičńım oborem nejsou totožná. Např́ıklad zobrazeńı
x 7→ log x2, x 7→ 2 log x nejsou totožná, ani x 7→ (x2 − 1)/(x − 1), x 7→ x + 1 nejsou
totožná, zat́ımco x 7→ log

√
x a x 7→ 1

2
log x totožná jsou.

Pokud budeme cht́ıt vyjádřit, že definičńı obor funkce f je množina X a obrazy jsou
prvkem množiny Y , naṕı̌seme: f : X → Y a budeme ř́ıkat, že zobrazeńı f zobrazuje
množinu X do množiny Y . Např́ıklad parametrické rovnice př́ımky: x = 1 − 2t, y =
2+ t, t ∈ R jsou vlastně zobrazeńım R do R

2. Nazveme-li toto zobrazeńım p, budeme psát
p : R → R

2 a p : t 7→ (1− 2t, 2 + t), t ∈ R.
Ještě k terminologii: např́ıklad zobrazeńı x 7→ x2 zobrazuje množinu reálných č́ısel do

množiny reálných č́ısel, ale zobrazeńı g : x 7→ √
x nikoliv. Bud’ ř́ıkáme, že g zobrazuje

interval (0,+∞) do množiny reálných č́ısel nebo také ř́ıkáme, že g je zobrazeńı z R do R.
Vid́ıme, že v přesném vyjadřováńı matematik̊u maj́ı někdy význam i předložky.

Grafem zobrazeńı f : X → Y je množina uspořádaných dvojic [x, y] ∈ X×Y takových,
že x ∈ X , y = f(x). Matematickými symboly zapsáno G = {[x, y] ∈ X × Y : x ∈ X, y =
f(x)}.

3. Daľśı pojmy. V [1] najdete daľśı pojmy, které budeme použ́ıvat.
V poznámkách 1.4.2 si přečtěte o zúženém a rozš́ıřeném zobrazeńı.
V označeńı 1.4.3 si přečtěte o obrazu a vzoru množiny (v daľśım odstavci uvedeme

př́ıklad). Obor hodnot je speciálńım př́ıpadem obrazu množiny, je to obraz definičńıho
oboru.

V definici 1.4.6 si přečtěte o konstantńım zobrazeńı a identickém zobrazeńı.
V definici 1.4.8 si přečtěte o zobrazeńı X na Y , prostém zobrazeńı a vzájemně jedno-

značném zobrazeńı.
Definice složeného zobrazeńı je v 1.4.11, př́ıklad složeného zobrazeńı v př́ıkladu 1.4.14.
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4. Obraz množiny. V [1], 1.4.3 je obraz množiny A v zobrazeńı f definován jako množina
obsahuj́ıćı obrazy f(x) pro x ∈ A. Symbolicky zapsáno f(A) = {f(x) : x ∈ A}.

Postup źıskáńı obrazu množiny ukážeme na př́ıkladu: f : x 7→ x2, A = (1, 2]. Na-
kreslete si graf funkce a na něm sledujte následuj́ıćı úvahy. Stač́ı spoč́ıtat obrazy krajńıch
bod̊u intervalu A: f(1) = 1, f(2) = 4. Protože pro x mezi 1 a 2 je x2 mezi 12 a 22 je
f(A) ⊆ (1, 4]. Obrázek nás nav́ıc ubezpečuje, že plat́ı rovnost f(A) = (1, 4]. Zat́ım se spo-
koj́ıme s tvrzeńım, že je to tak a že je to d̊usledek axiomu supréma. Později se pokuśıme
zpochybnit samozřejmost této rovnosti.

V př́ıpadě stejné funkce f a množiny B = (−1, 3) takto postupovat nemůžeme, protože
pro x ∈ (−1, 1) je f(x) menš́ı než obrazy (−1)2 i 32 a neńı tedy prvkem intervalu (1, 9).
Obraz f(B) urč́ıme př́ımo z grafu: f(B) = [0, 9). Poznamenejme, že interval B je sjedno-
ceńım dvou interval̊u B = (−1, 0] ∪ [0, 3) a pro každý tento interval lze jeho obraz určit
úvahou jako u intervalu A.

5. Vzor množiny. V [1] je vzor množiny A v zobrazeńı f : X → Y definován jako
množina obsahuj́ıćı x ∈ X , jejichž obrazje prvkem množiny A. Symbolicky zapsáno
f−1(A) = {x ∈ X : f(x) ∈ A}.

Konkrétńı př́ıklady najdete v úloze 5. Pokud je množina A interval, odpov́ıdá vztah
f(x) ∈ A jedné nebo v́ıce nerovnićım. Např́ıklad pro A = [1, 2) je f(x) ∈ A ekvivalentńı
se soustavou nerovnic f(x) ≥ 1, f(x) < 2. Pro A = (1,+∞) je f(x) ∈ A ekvivalentńı
s nerovnićı f(x) > 1.

Daľśı př́ıklady jsou v úloze 8. Poč́ıtáme v ńı f−1({y}), tedy vzor jednoprvkové množiny
{y}.

Ze středńı školy znáte pojem inverzńı funkce: inverzńı funkce k funkci f : X → Y
přǐrazuje bodu y ∈ Y bod x ∈ X splňuj́ıćı f(x) = y za předpokladu, že takové x existuje
právě jedno. Pokud pro některé y ∈ Y je takových x v́ıce než jedno, pak inverzńı zobrazeńı
neexistuje.

V př́ıpadě existence inverzńıho zobrazeńı f−1 je vzor f−1(A) totožný s obrazem A
v tomto inverzńım zobrazeńı. Vzor f−1(A) má ale význam i v př́ıpadě, že inverzńı zobra-
zeńı neexistuje.

6. Poznámka k rozd́ılu mezi obrazem a zobrazeńım. Často mluv́ıme např́ıklad o
funkci sin x. Správně bychom měli mluvit o funkci sin a výraz sin x použ́ıvat pro funkčńı
hodnotu. V některých př́ıpadech je toto terminologické rozlǐsováńı obt́ıžné, např́ıklad u
funkce x 7→ x2. Mohli bychom v tom př́ıpadě mluvit o funkci id2 (identita na druhou),
ale málokdy se to použ́ıvá. Z těchto d̊uvod̊u nebude vadit, když budete mluvit o funkci

”
x na druhou“, ale vždy byste měli vědět, zda zluv́ıte o funkci nebo o funkčńı hodnotě.

7. Poznámka o vzájemně jednoznačném zobrazeńı. V anglicky psané literatuře se
použ́ıvá termı́n one-to-one; t́ım se vyjadřuje myšlenka jeden vzor a jeden obraz.

V matematice je vzájemně jednoznačné zobrazeńı velmi rozš́ı̌reným pojmem. Uvedeme
několik př́ıklad̊u. Bod v rovině a jeho souřadnice [x, y]. Racionálńı č́ıslo a množina zlomk̊u,
které maj́ı po pokráceńı stejný tvar. Reálné č́ıslo a jeho obraz na č́ıselné ose. Často mezi
vzorem a obrazem př́ılǐs nerozlǐsujeme. Např́ıklad mluv́ıme o bodu [x, y]. Je to jako byste
mı́sto jmen použ́ıvali přezd́ıvky.

Úkol: vyjmenujte daľśı př́ıklady.

8. Úkoly.

1. Nakreslete křivky zadané rovnicemi a určete, zda jsou grafem zobrazeńı se vzorem
x ∈ R a obrazem y ∈ R.

(a) x2 + y2 = 1
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(b) x+ y = 1

(c) x2 + y = 0

(d) x+ y2 = 0

2. Která z následuj́ıćıch množin je grafem funkce (se vzory na vodorovné ose a obrazy
na svislé ose)?

(a)

✲

✻

(b)

✲

✻

(c)

✲

✻

3. Načrtněte grafy funkćı f , g. Které z nich je zúžeńım druhého? Na jakou množinu?
Které z nich je rozš́ı̌reńım druhého? Na jakou množinu?

(a)
f : x 7→ 4 log x3 g : x 7→ 3 log x4

(b)

f : x 7→ x4 − 4

x2 + 2
g : x 7→ x2 − 2

4. Z grafu funkce f zjistěte počet kořen̊u rovnice y = f(x) s neznámou x a parametrem
y v závislosti na hodnotě parametru y.

(a)
f : x 7→ x2 − 4x+ 3

(b)

f : x 7→ 2x+ 3

x− 2
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(c) U následuj́ıćı funkce uvažujte pouze kořeny na intervalu [0, 2π].

f : x 7→ sin x

5. Křivka na obrázku je grafem funkce f . Na osu x vyznačte body x, pro které plat́ı

(a) f(x) = a

(b) f(x) ≥ a

(c) f(x) = b

(d) f(x) < b

(e) f(x) ∈ [a, b)

Dále na osu x vyznačte množinu M = {x ∈ R : f(x) ≤ b} a vzor f−1(I) intervalu
I = [a,∞).
Pokud to dokážete udělat přehledně, můžete množiny zakreslit do jednoho grafu. V
opačném př́ıpadě si graf vytiskněte v́ıcekrát.

✲

✻

a

b

6. Načrtněte graf funkce f a graficky určete obraz I1 = f(I) intervalu I = [0, 3) a vzor
I2 = f−1(I1).

(a)
f : x 7→ x2 − 2x

(b)

f : x 7→ x− 1

x+ 2

7. Řešte početně rovnici s neznámou x ∈ R a parametrem y ∈ R a diskutujte počet
řešeńı v závislosti na hodnotě y. Výsledky výpočtu znázorněte grafem.
Návod: pokud si s řešeńım nev́ıte rady, řešte nejdř́ıve pro konkrétńı č́ıselnou hodnotu
y a pak v obecném př́ıpadě postupujte obdobně.

(a)
y = x2 − 3x+ 5

(b)

y =
3− x

2x+ 5

(c)
y = log(2x− 1)

(d)
y = 101−3x
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(e)

y = 10x
2+1

8. Pro následuj́ıćı elementárńı funkce určete jejich definičńı obor a obor hodnot a dále
určete, které z nich jsou prosté. Vysvětlete, jak souviśı výsledky tohoto a předchoźıho
př́ıkladu.

(a)
f : x 7→ x2 − 3x+ 5

(b)

f : x 7→ 3− x

2x+ 1

(c)
f : x 7→ log(2x− 1)

(d)
f : x 7→ 101−3x

(e)

f : x 7→ 10x
2+1

9. Nalezněte složená zobrazeńı f ◦f , f ◦ g, g ◦f , g ◦ g (včetně jejich definičńıch obor̊u).
Které z nich má předpis x

4+3x
a které 2+x

2+3x
?

f : x 7→ x

2 + x
g : x 7→ 2 + x

x
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