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Jazyk matematiky

Budeme pouzivat dva jazyky: jazyk matematiky a bézné pouzivany jazyk.
Matematicky jazyk je na rozdil od bézného jazyka presny — nepfipousti ne-
jednoznacné vyznamy.

Budeme pouzivat matematické pojmy: nékolik méalo pojmu budeme cha-
pat intuitivné, ostatni definujeme matematickym jazykem pomoci diive za-
vedenych (definovanych) pojmu. Toto pravidlo o pouziti pouze diive defino-
vanych pojmu pii definovani novych dnes porusime (a pokud jej porusime
nékdy pristé, upozornime na to). Dnes se budeme zabyvat pojmy z logiky
a teorie mnozin a vétsinou je budeme zavadét intuitivnim zpusobem. Na
piikladu pojmu mnozina si ukazeme tuskali intuitivniho chapani pojmu.

Vztahy mezi pojmy budeme zpocatku formulovat matematickym i béz-
nym jazykem (nez si na matematicky jazyk zvyknete) a formulace mate-
matickym jazykem budeme oznacovat jako véty a lemmata (prvni pad jed-
mocna tvrzeni jako lemmata. Tvrzeni ve vétach a lemmatech zpravidla zfor-
mulujeme jako implikace sklddajici se z predpokladu a zévéru (predpoklad
= zavér; slovné: jestlize plati predpoklad, pak plati zaver). Kazdd véta (i
lemma) ma svuj dukaz. Bez dukazu neni vétou, ale pouze domnénkou (hy-
potézou).

Shrnuti

Definicemi zavadime nové pojmy — vymezujeme jejich obsah. Korektni defi-
nice smi pouzivat jen jiz diive definované pojmy. Abychom mohli né¢im zacit,
chapeme prvni pojmy pouze intuitivné, tedy rezignujeme na jejich korektni
definici. I pozdéji budeme nékteré pojmy, jejichz korektni definice by pro nas
byla prilis nadrocnd, zavadét pouze intuitivné. Vzdy na to upozornime.

Vztahy mezi definovanymi pojmy budeme formulovat v matematickych
vetdch a lemmatech. Kazda véta i lemma ma svuj dukaz.

Zaklady vyrokové a predikatové logiky

Virok je jeden z pojmi, ktery budeme chapat intuitivné jako (gramatickou)
vétu, pro niz ma smysl uvazovat, zda je pravdiva nebo nepravdiva. O prav-
divém vyroku budeme tikat: plati, je spinén pripadné je platny, je pravdivy.
O nepravdivém: neplati, neni spinén, neni platny, neni pravdivy.



Pro rychlejsi vyjadifovani se nau¢ime vyroky zapisovat pomoci matema-
tickych symbolu a z takovychto vyroku pak budeme vytvaret slozitéjsi vyroky
pomoci logickych operaci: binarni konjunkce A, disjunkce V, implikace =,
ekvivalence < a unarni negace —.

Vsechny tyto operace znate ze stfedni skoly a s nékterymi z nich, konkré-
tné s konjunkei (a zdroven), s negaci a s ekvivalenci pravdépodobné neméte
problémy. Nejvétsi problém déla studentum implikace, proto se ji budeme po-
drobnéji vénovat v nasledujicim odstavci. K disjunkci feknéme to, ze spojka
nebo, kterd ji vyjadiuje, ma v hovorové fec¢i dva ruzné vyznamy, které jsou
v psané teci rozliSené pritomnosti nebo absenci carky. V matematickém ja-
zyce ma spojka nebo jen jeden vyznam — pripousti platnost obou vyroku.
Viz nésledujici tabulka.

A 1 1 0
B 1 0 1
AvB 1 1 1

o O O

Proménnda je symbol, za ktery dosazujeme. Musi byt vzdy jasné, jaké
objekty lze za symbol dosazovat.

Vyrokovd forma je gramatickd véta obsahujici proménné, kterd se stane
vyrokem bud po dosazeni za symbol nebo po kvantifikaci. Termin (pojem)
predikdt z matematické logiky zhruba odpovidd nasemu terminu vyrokova
forma.

Prilis abstraktni a malo srozumitelné? Snad to napravime piikladem vy-
rokové formy: Redlné c¢islo x je vétsi nez 2. Pomoci matematickych symbola
tuto vyrokovou formu zapiseme: x € R, x > 2, piipadné jen: z > 2, pokud je
z kontextu jasné, ze x je realné ¢islo.

Dosazenim = = 4 dostaneme z nasi vyrokové formy pravdivy vyrok.

Kvantifikaci (Vz € R)(z > 2) — ¢teme: pro kazdé redlné cislo « plati, ze
je vétsi nez 2 — dostaneme nepravdivy vyrok.

Kvantifikaci (3z € R)(z > 2) — ¢teme: existuje redlné ¢islo x takové, ze
je vétsi nez 2 — dostaneme pravdivy vyrok.

Shrnuti

S pojmy vyrok a proménnd asi problém mit nebudete, navic je znéte ze
stfedni skoly. O vyrokovych formach staci, kdyz si zapamatujete, ze pro
kazdou mnozinu M, tteba M = (0,1) U (2,4), je z € M vyrokova forma
s proménnou z. A naopak k vyrokové formé s jednou proménnou, tieba k
22 —2x—3 = 0, piifazujeme mnozinu prvki z, po jejichz dosazeni do vyrokové
formy dostaneme pravdivy vyrok. V nasem piripadé mnozinu ziskdme vyte-
Senfm rovnice a dostaneme dvouprvkovou mnozinu {—1, 3}.
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Implikace

Jak jsme psali vyse, pochopit spravné implikaci je celkem obtizné. Ukazeme
zde dvé hlavni askali. Prvni tskali je ve slovnim vyjadreni — implikaci zpravi-
dla formulujeme jestlize ..., pak ..., ale v bézné tec¢i touto formulaci nékdy
vyjadiujeme implikaci a nékdy ekvivalenci. V matematickém jazyce formu-
lujeme ekvivalenci slovy prdvé kdyz pripadné kdyZ a jen kdyzZ nebo tehdy a
jen tehdy.

Druhé uskali jsou dvé ,tvare“ implikace — jeji predpoklad a zavér spolu
zpravidla souvisi, ale neni to nutné.

1. Pokud spolu vyroky A, B nesouvisi, ur¢ime pravdivost implikace A =
B pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

Priklad: Jestlize ... (doplnte vyrok dle své fantazie), tak jsem ¢insky papez.
Vsimnéte si, ze implikace A = B je ekvivalentni s disjunkci AV B. Déle
si v8imneéte, ze negace (A = B) je ekvivalentni s konjunkei A A —B.
2. Nés budou zajimat piipady, kdy A(z), B(x) jsou vyrokové formy s pro-
ménnou x, tyto vyrokové formy spolu souvisi a umime dokéazat, ze plati

(Vz)(A(x) = B(x)).

Pak z platnosti A(z) a implikace A(z) = B(z) vyvodime platnost B(z).
Tento zpusob vyvozeni se v logice nazyva modus ponens.

Jako pifklad uved'me: M4-li funkce f na intervalu I kladnou derivaci, pak
je f na I rostouci. Funkce f ptifadi vzoru € R obraz 2, tedy f : z — 2°
a jeji derivace je f' : # — 322. Protoze vime, ze funkce f’ je na R kladn4,
usoudime odtud, ze f je na R rostouci.

A nazyvame predpokladem implikace A = B, B jejim zdvérem. Dale
fikame: A je postacujici podminka B, B je nutnd podminka A. Pokud plati
ekvivalence A < B, fikame, ze A je nutnd a postacujici podminka B.

Priklad: pro uspésné absolvovani predmétu ANTE musite nejdiive ziskat
zapocet, pak teprve budete moci jit ke zkousce. Rikdme, ze ziskan{ zapoctu
je nutnou podminkou k tuspésnému slozeni zkousky, ale neni podminkou
postacujici. Plati implikace: ma-li student zkousku, ma i zapocet, ale nemusi
platit: ma-li student zapocet, ma i zkousku. Z faktu, ze ma nékdo uspésneé
slozenou zkousku, muzeme odvodit, ze ma i ziskany zapocet — z tohoto hle-
diska je zkouska postacujici podminka pro zapocet.



Cviceni: Mame rozhodnout, zda je pravdivy vyrok V:
VzeR)(z>1=z>1).

Pruni zpusob: Uvahou uréime, ze pro kazdé realné ¢islo x plati: je-li x
veétsi nez jedna, plati pro néj, ze je vétsi nebo rovno jedné. Vsimnéte si, ze
pro x < 1 je implikace

x > 1 = jakykoliv vyrok
pravdiva. Vyrok V tedy muzeme ekvivalentné prepsat
(Vx> 1)(z>1)

a ¢teme jej: pro kazdé x vétsi nez jedna plati, ze x je vétsi nebo rovno jedné.
Druhjgj zpusob: Neni-li nam vysSe uvedend uvaha jasnd, pomuzeme si pie-
vedenim implikace
r>1=x>1

na disjunkci
r<1VvVzx>1,

ktera je pravdiva pro kazdé redlné x. Odtud usoudime, ze vyrok V' je prav-
divy.

Na procviceni vyse uvedeného vysvétlete, pro¢ jsou nasledujici vyroky
ekvivalentni

(Vo €R)(z >2=2°> 72> —172),  (Vz € (2,+00))(2z® > Ta? — 17x)
a rozhodnéte, zda jsou pravdivé vyroky

(Vz € R)(z € 0 = 2* < 0), (Vo € 0)(2* < 0).

Shrnuti

Implikace A = B je v matematice zajimava jen v piipadé, ze jeji platnost
umime dokazat ze souvislosti mezi vyroky A a B. Pak z jeji platnosti a
z platnosti vyroku A vyvodime platnost vyroku B.

Nez se naucite s implikaci pracovat, bude pro nas mozna tézké souvis-
losti spatfit — pomozte si v tom pfipadé prevedenim implikace A = B na
ekvivalentni disjunkci =A V B.

Negace implikace —(A = B) je ekvivalentni s konjunkei A A —B.



Vyroky ve tvaru
(Vx)((z € A) = vyrokova forma s proménnou x)
muzeme ekvivalentné prepsat
(Vx € A)(vyrokové forma s proménnou ).

Je to proto, ze implikace s neplatnym predpokladem je vzdy pravdiva.
Vyrok A v implikaci A = B nazyvame predpokladem, vyrok B zavérem.

Déle tikame, ze A je postacujici podminka B a ze B je nutna podminka A.
V pripadé ekvivalence fikame, ze A je nutnd a postacujici podminka B.

Obmeénéna a obracena implikace

Srovnejme nasledujici tii vyroky
1. Jestlize student nema z predmétu AN1E zapocet, nemd ani zkousku.
2. Jestlize student nema z predmétu AN1E zkousku, nema ani zapocet.
3. Jestlize student ma z predmétu AN1E zkousku, ma i zapocet.

Snad je jasné, ze vyroky 1 a 2 vyjadiuji odliSnou skutecnost a ze zatimco
vyrok 1 je obecné pravdivy, vyrok 2 nikoliv. Na druhé strané vyroky 1 a 3
vyjadruji stejnou skutecnost.

Rozeberme tuto situaci podrobnéji. Vyrok 1 zapiseme jako implikaci A =
B, vyrok 2 jako implikaci B = A a vyrok 3 jako implikaci -B = —A. Vyroky
1, 3 jsou nepravdivé pouze v ptipadé, ze vyrok A je nepravdivy a vyrok B
je pravdivy (muzete to napiiklad zjistit z tabulky pravdivostnich hodnot).
Vyrok 2 je pravdivy vzdy vyjma piipadu, kdy je A pravdivy a B nepravdivy.

Terminologie je nasledujici: implikaci B = A nazyvame obracenou impli-
kaci implikace A = B a implikaci =B = —A nazyvame obménou implikace
A = B nebo také obménénou implikaci implikace A = B.

Mnoziny
Vystacime s intuitivni predstavou mnoziny jako souhrnu prvku dané vlast-
nosti. Matematici si s touto predstavou vystacili az do zacatku minulého
stoleti, kdy si uvédomili, ze v sobé obsahuje spor. Tento spor si strucné
popiseme: Byti mnozinou je také vlastnost, uvazujme tedy mnozinu vsSech
mnozin a ozna¢me ji M. Ma zvlastni vlastnost, ze obsahuje sama sebe jako
svuj prvek, tedy M € M. Uvazujme nyni mnoziny, které tuto vlastnost

nemaji a mnozinu takovychto mnozin ozna¢me S. Tedy mnozina N je prvkem

S pravé kdyz plati N ¢ V.



Pro rychlejsi vyjadifovani budeme mnoziny, které samy sebe neobsahuji
jako svuj prvek, nazyvat slusnymi. Chceme rozhodnout, zda je & slusna.
Pokud je slusnd, tak je prvkem mnoziny slusnych mnozin, tedy je prvkem
mnoziny S, a tedy obsahuje sama sebe, a tedy neni slusnéa. Pokud neni slusn4,
tak neni prvkem mnoziny slusnych mnozin, tedy neni prvkem mnoziny S, a
tedy neobsahuje sama sebe, a tedy je slusnd. (Symbolicky zapsdno: chceme
rozhodnout, zda plati S € S nebo S € S. Protoze pro N € S plati N & N,
tak dosazenim S za N dostaneme, e 2 S € S plyne S € S. Podobné N ¢ S
znamend N € N, a tedy 28 & S plyne S € S.)

Pro odstranéni popsaného rozporu (tzv. Russellova paradoxu) byla pted
sto lety vybudovana axiomaticka teorie mnozin, kterd pripousti, aby prvky
mnoziny byly jiné mnoziny, ale neptipousti, aby né¢jaka mnozina byla prvkem
sama sebe. Tedy nepfipousti existenci mnoziny vSech mnozin.

Mnoziny budeme zapisovat nékolika zpusoby:

1. Koneéné mnoziny vyc¢tem prvku, napiiklad mnozinu jednocifernych
kladnych celych ¢isel zapiseme K = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Nebude-li hrozit
nedorozumeéni, pomuzeme si teckami K = {1,2,...,9}.

2. Mnozinu prvku x € Y dané vlastnosti V' (z) zapiSeme:

M={zecld:V(z)}.
Napiiklad mnozinu realnych kofent nerovnice 2% < 4 miizeme zapsat
N={reR:2* <4}

Jak snad vite, nebo alespon dokézete spocitat, je N intervalem: N = (—2,2).
Podobné zapiseme obor hodnot funkce f jako mnozinu

{yeR:(Fr e R)(y = f(2))}.

Cteme: mnozina vsech realnych ¢isel y, pro néz existuje realné cislo x takové,

ze plati y = f(x).
3. Obor hodnot funkce f lze zapsat jesté dalsim zpusobem

{f(z):z e R},

coz ¢teme: mnozina vSech hodnot f(z), kde z je redlné ¢islo. Napiiklad
mnozinu vSech sudych celych ¢isel zapiSeme

S={2n:neZ}.

Shrnuti



Vystac¢ime s predstavou mnoziny jako souhrnu prvku dané vlastnosti. Mno-
ziny prvku ze zadané mnoziny U (pod U si muzete predstavit tfeba mnozinu
redlnych ¢isel R), které majf vlastnost V' — naptiklad 2% = 5 — zapiseme

{x €U :V(x)}, vnasem piikladé {z € R : 2* = 5}.
Mnozinu funkénich hodnot funkce f na intervalu I zapiSeme

{f(x):z eI}

Podstatné je, ze pro libovolnou dvojici prvek x a mnozina A je vzdy
platny préveé jeden z vyroku z € A, z ¢ A.

Vyrok x € A ¢teme x lezi v A, x je prokem A nebo A obsahuje x. Vyrok
x ¢ A cteme z nelezi v A, x nend prokem A piipadné A neobsahuje x. Dalsim
¢asto pouzivanym obratem je x patii do A. Prectéte si v [JV], pro¢ to neni
prilis sikovny zpusob vyjadreni.

Operace s mnozinami

Definice. Sjednocenim mnozin A, B nazveme mnozinu, kterd obsahuje prave
ty prvky, které jsou prvkem alespon jedné z mnozin A, B. Sjednoceni mnozin
A, B oznacujeme symbolem A U B. Fomalné definici zapiseme:

AUB:={z:2€ AVz e B}

Znak := piipadné =: znamenad, ze symbol na strané dvojtecky je definovan
vyrazem na druhé strané.

Definice. Prinikem mnozin A, B nazveme mnozinu

ANB:={x:z€ ANz € B}.

Definice. Doplriikem mnoziny A nazveme mnozinu
AL =z 2 ¢ A}
Jako cvicenf uved'te slovni definici priniku a dopliiku.

Definice. Rozdilem mnozin A, B nazveme mnozinu

A\B:={z:z € ANz ¢ B}.

Definice. Rekneme, Ze mnoziny A, B jsou si rovny (a zapisujeme to A = B),
pokud plati
(Vz)(zr € A< x € B).
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Definice. Rekneme, 7ze mnozina A je podmnoZinou mnoziny B (zapisujeme
A C B piipadné B O A), pokud plati

(Vz)(x € A=z € B).

O mnoziné B fikame, ze je nadmnoZinou mnoziny A. Je dobré se vyhnout
obratu, ze mnozina B obsahuje mnozinu A, protoze bychom jej spravné méli
chépat ve smyslu B 5 A a nikoliv B O A.

Casto se misto znaku C pouzivé znak C se stejnym vyznamem (neni mezi
nimi rozdil podobny < a <) a pro ,ostrou” inkluzi se pouziva symbol C.
V tomto textu se symbolu C vyhybame, protoze jej povazujeme za mirné
matouci.

Definice. Kartézskym soucinem mnozin A, B nazyvame mnozinu usporada-
nych dvojic
AxB:={[z,y]: x € Ay € B}.

Pojem (termin) uspoiradané dvojice chdpeme intuitivné.

Vyroky a mnoziny — vzajemné souvislosti

V dalsim budeme uvazovat universum — mnozinu U (pod U si muzete pred-
stavit tfeba mnozinu redlnych ¢isel R) — a na ni vyrokové formy s jednou
proménnou A(z), B(xz) a mnoziny A, B prvku, pro néz jsou tyto vyrokové
formy splnény

A={zel: Ax)}, B={xeU:Bx)}

Rozmyslete si, ze plati

AUuB = {zel:A(x)V B(x)}
ANB = {zel:Alx)NB(x)}
U\NA=A = {zecU:-A)}

A\B = {xel:Alx)N—B(z)}

A=B & (Vzel)(A(r) & B(z))
ACB & (Vxel)(A(x) = B(x))
Pro vyroky i pro mnoziny plati De Morganovy vzorce
—|(A\/ B) = —-AN-B,
-(AANB) = -AV-B,
AuBt = AnB,
ANBE = Alupt



a distributivni zadkony

AV(BANC) = (AVB)A(AVO),
AN(BVC) = (AANB)V(ANC),
AuBnC) = (AuB)N(AUC),
AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Se vztahem implikace a ekvivalence
A< B jeekvivalentnis (A= B)A (B = A)
uzce souvisi vztah rovnosti mnozin a vztah byti podmnozinou (inkluze)

A=B jeekvivalentnis (AC B)A(ADB).

Konecné, spocetné a nespocetné mnoziny

Vystacime s intuitivni predstavou konecné mnozZiny a poctu jejich prvku.

Nekonecné mnoziny délime na spocetné a nespocetné. Mnozinu M na-
zveme spocetnou, pokud je mozné jeji prvky srovnat do posloupnosti — mu-
zeme ji vyjadrit ve tvaru

M:{[Ek:k’EN}.

Matematickd literatura neni jednotnd v zahrnuti ¢i nezahrnuti konecénych
mnozin mezi spocetné. (Nase definice je zahrnuje. Vsimnéte si, Ze nikde neni
pozadovano, ze prvky x; musi byt navzajem ruzné.)

Vsechny ostatni nekonecné mnoziny nazyvame nespocetnymi. Piikladem
nespocetné mnoziny je mnozina redlnych ¢isel (dukaz viz [JV], lemma 1.4.31).

Operace s vice mnozinami a jejich vlastnosti

Sjednoceni a prunik definujeme i pro vice nez dvé mnoziny. Sjednoceni ko-
necného poctu mnozin A,..., A, budeme znacit U}_; A;. Definujeme jej
nasledovné

Definice. Sjednocenim mnozin A,,...,A, nazyvame mnozinu, ktera obsa-
huje prvky obsazené v alespon jedné z mnozin Aj,. .., A,. Formélné zapsano

U'Ak ={x:(Fke{l,....n})(x € A}

Podobné definujeme sjednoceni nekoneéného spocetného mnozstvi mnozin
Definice. Sjednocenim mnozin Ay, k € N nazyvame mnozinu, ktera obsahuje



prvky obsazené v alespon jedné z mnozin Ay, k € N. Formalné zapsano

G‘Ak ={x:(FkeNk>1)(x € A}

(Pozndamka: k£ > 1 jsme uvedli proto, abychom ¢tendie usettili mudrovani
nad tim zda je nula pfirozené ¢islo.)

Nekdy potfebujeme pracovat se sjednocenim mnozin, kterych je prilis
mnoho, abychom je mohli oindexovat pfirozenymi ¢isly. Indexovou mnozinu
ozna¢ime jinak — tfeba I a definice bude podobna.

Definice. Sjednocenim mnozin Ay, k € I nazyvame mnozinu, ktera obsahuje
prvky obsazené v alespon jedné z mnozin Ay, k € I. Formélné zapsano

U.Ak ={x:(Fkel)(x e A}

kel

Podobné definujeme prunik. NapiSeme jen posledni definici, ostatné pred-
chozi dvé jsou jen jeji specidlni piipady pro I = {1,...,n} a I =N.
Definice. Prinikem mnozin Ay, k € I nazyvame mnozinu, kterd obsahuje
prvky obsazené ve vsech mnozinach Ay, k € I. Formalné zapsano

ﬂAk ={x: (Vkel)(x € A)}

kel

’ ~ ) . . . ’ ’ .
Na zavér uvedme De Morganovy vzorce a distributivni zakony pro sjed-
noceni a prunik vice mnozin

(U Ak>c - N(4).

C
(mAk> - U),
AU(ﬂ&) = ﬂ(-AUBk),
A0<U8k> = (JANBy).
kel kel
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