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1 Uvod

Na druhém stupni zakladni skoly se zaci seznami s linedrnimi rovnicemi a
nerovnicemi. Nauci se je Tesit tpravami a graficky.

Na stifedni Skole se sezndmi s dalsimi typy rovnic, jmenovité kvadra-
tickymi, logaritmickymi, exponencialnimi a goniometrickymi a déle se seznami
s kvadratickymi nerovnicemi a s nerovnicemi v souc¢inovém a podilovém
tvaru. Nerovnice se studenti uéi fesit upravami, graficky a metodou zalozenou
na intuitivnim chapani spojitosti funkce.

Déle se na stfedni skole seznami s pojmem monotonie funkce, ktery ma
piimocarou aplikaci na feSeni nerovnic.

Cilem textu je

1. Zopakovat grafické feseni nerovnic a spolu s nim zopakovat kuzelosecky
a jejich rovnice a grafy elementarnich funkci.

2. Seznamit studenty s vlastnosti nabyvani mezihodnot (takzvanou Dar-
bouxovou vlastnosti) a vysvétlit jeji aplikaci na feseni nerovnic.

3. Zopakovat, co je monotonie funkce a ukéazat, jak monotonii pouzit na
feSeni nerovnic.

2 Poznamka o znaceni

Ve shodé s praxi v matematické literatute a v rozporu se skolskou matema-
tikou oznacujeme uzaviené intervaly hranatymi zavorkami, napiiklad [1, 3].
Déle oznacujeme symbolem log pfirozeny a nikoliv dekadicky logaritmus.

V textu déle pouzivame desetinnou tecku a nikoliv ¢arku.



3 Nerovnice

V dalsich kapitolach vysveétlime tii vysSe zminéné zpusoby feSeni nerovnic na
¢tytech konkrétnich ptikladech

1.
0.2 <4
2.
32" 5 9
3.
V3r—2>4—3z
4.

V2+5>5—x

4 Rovnice

Ve dvou z nasich ti{ zpusobu potfebujeme znat koteny piislusné rovnice,
proto je nyni vypocteme.

1. Rovnici
0.2 =4

zlogaritmujeme, dostaneme
xlog0.2 = log4
Vydeélenim rovnice ¢islem log 0.2 dostaneme

log4
xr =
log 0.2

Pted vycislenim jesté upravime log 0.2 na —log 5. Dostaneme

log 4
v =20 = (861
log 5
2. Zlogaritmovanim rovnice
3o =2

dostaneme
(1 —2%)log3 = log?2



odkud postupné vyjadifme vyraz x>

12 = log 2
log 3
2o log 2
log 3
Protoze je ¢islo na pravé strané kladné, ma kvadratickda rovnice dva
kofeny
log 2
i =4y |1 — 222 = 40,608
’ log 3
. Rovnici
V3r—2=4-3x
umocnime
3z —2=(4—3x)°
upravime

3z —2 =16 — 24z + 927
a kvadratickou rovnici vytesime. Dostaneme koteny
T = 1, Ty = 2.

P#i upravach jsme rovnici umocnovali, a to je operace, ktera muze
zveétsit mnozinu teSeni. Je tedy tieba provést zkousku. Zjistime tim,
ze rovnice s odmocninou ma jeden koten

x=1.
. Rovnici
Vi2+5=5—=x
umocnime

2 +5=(5—1)

a upravime postupné na

22+5 = 22 —10x+25
= —10x + 25

r = 2.

Provedenim zkousky zjistime, ze x = 2 je i kofen rovnice s odmocninou.



5 Grafické reSeni nerovnic

Poznamka: na obrazcich nejsou vyznaceny osy a jednotky, predpokladame,
Ze si je ¢tendf dokaze doplnit.

Graficky vyfesime tfi ze ¢ty nerovnic, pro které zname grafy obou jejich
stran.

Z typografickych duvodu zacneme posledni nerovnici.

Graf funkce
l:x— Va2 +5
ziskdme umocnénim rovnice
y=VETS
a upravou na rovnici hyperboly
y* —2* =5,

Z rovnice pfed umocnénim ply-
ne y > 0, grafem levé strany
nerovnice je tedy vétev hyper-
boly lezici v poloroviné y > 0.
Na obrazku je tato vétev hyper-
—_ boly spolu s piimkou o rovnici
y = b — x. Z grafu vidime, ze
feSenim nerovnice

V2+5>5—=

je interval (kofen rovnice, +00),
tedy (2,4+00) a FeSenim nerov-
nice

vVi2+5<5—=x

je interval (—o0, 2).



Na obrazku vidime graf funkce
l:x+—0.2°

a primku o rovnici y = 4. Z grafu vidime,
Ze TeSenim nerovnice

0.2° < 4

je interval (kofen rovnice,+00), tedy
(—log4/logh, +00) a feSenim nerovnice

0.2* >4

je interval (—oo, —log4/logh).

Graf levé strany nerovnice
[:x—V3r—2

ziskdme umocnénim rovnice y = +/3x — 2 na rov-
nici paraboly y? = 3z — 2. Parabola m4 vrchol v
bodé [2/3,0], osu v ose = a je oteviend ve sméru
kladné poloosy x. Z rovnice pfed umocnénim plyne
y > 0, grafem levé strany nerovnice je tedy polo-
vina paraboly lezici v poloroviné y > 0.

Na obrazku vidime tuto pulku paraboly a ptimku
o rovnici y = 4 — 3x a z grafu vidime, Ze feSenim

V3zr—2>4—3z

je interval (kofen rovnice, +00), tedy (1,+00) a
feSenim nerovnice

V3r—2<4—-3z

je interval (2/3,1).

nerovnice



6

Vlastnost nabyvani mezihodnot a reSeni ne-
rovnic

V predchozi kapitole jsme vyftesili nerovnice graficky ve tfech piipadech, kdy
grafem levé i pravé strany byla znama kiivka (ptimka, pulka paraboly, jedna
vétev hyperboly a graf exponencidlni funkce). Postup, ktery si ukdzeme v

této

6.1

kapitole, muzeme pouzit i v ptipadé, kdy graf nakreslit neumime.

Postup resSeni nerovnic

7 definiéniho oboru vyrazu v nerovnici vylou¢ime kofeny rovnice, tim se
nam tento definiéni obor rozpadne na intervaly. Pro ndzornost uvedeme, jaké
vyjdou intervaly pro nase priklady.

1

2

B~ w

00, —log4/logh) a (—log4/log5, +00)

00, —y/1 —log2/log3), (—/1 —log2/log3, /1 —log2/log3) a
V/1—1log2/log3, +00)

L [2/3,1) a (1, +00)

-
-
(

(—00,2) a (2,+00)

V dalsim postupu vybereme z kazdého intervalu jeden libovolny bod a
zjistime, zda je feSenim nerovnice. Opét uvedeme vysledky pro nase ptiklady.

1

. Z intervalu (—oo, —log4/log5) vybereme ¢islo x = —1 a dosadime do
nerovnice. Dostaneme 5 < 4.
Z intervalu (—log4/logh,+00) vybereme ¢islo = 0 a dosadime do
nerovnice. Dostaneme 1 < 4.

Z intervalu (—oo, —/1 —log?2/log3)vybereme ¢fslo # = —1 a do-
sadime do nerovnice. Dostaneme 1 > 2.

Z intervalu (—4/1 —log2/log3, /1 — log2/log 3) vybereme ¢&islo z =
0 a dosadime do nerovnice. Dostaneme 3 > 2.

Z intervalu (/1 —log2/log 3, +00) vybereme ¢&fslo z = 1 a dosadime
do nerovnice. Dostaneme 1 > 2.

Z intervalu [2/3,1) vybereme ¢islo x = 2/3 a dosadime do nerovnice.
Dostaneme 0 > 2.

Z intervalu (1,400) vybereme ¢islo x = 2 a dosadime do nerovnice.
Dostaneme 2 > —2.



4. 7 intervalu (—oo,2) vybereme ¢islo + = 0 a dosadime do nerovnice.
Dostaneme /5 > 5.
Z intervalu (2,+00) vybereme ¢islo + = 3 a dosadime do nerovnice.
Dostaneme /14 > 2.

V odstavci 6.3 vysvétlime, Ze z platnosti ¢i neplatnosti nerovnice v jednom
bodé lze udélat zavér o jeji platnosti na celém intervalu. Dostaneme tak feseni
nasich nerovnic.

1. Nerovnice 0.2” < 4 ma feseni x € (—log4/log5, +00).

2. Nerovnice 3" > 2 mé fesenf z € (—+/1 — log2/log3, /1 — log2/log 3).
3. Nerovnice v/3x — 2 > 4 — 3z ma feSeni = € (1, 4+00).
4. Nerovnice Va2 +5 > 5 — 2z mé feeni = € (2, 400).

6.2 Vlastnost nabyvani mezihodnot elementarnich funkci

Vsechny elementarni funkce a tedy i funkce na stranach nasich ¢tyf nerov-
nic jsou spojité. Jednou z dulezitych vlastnosti spojitych funkei je vlastnost
nabyvani mezihodnot, kterou si vysvétlime na obrazku.

Pokud je funkce spojita na intervalu I a

pro x; € I plati f(x;) > 0 a pro xs €
o plati f(xq) < 0, pak mezi body x; a x5 lez
bod z3, pro néjz plati f(z3) = 0.

Nas zajima dusledek této vlastnosti: pokud v intervalu I nelezi kofen
funkce (to je bod s nulovou funkéni hodnotou), pak maji vsechny funkéni
hodnoty funkce f na intervalu I stejné znaménko.

Vlastnost nabyvani mezihodnot se podle francouzského matematika Jean
Gastona Darbouxe nazyva Darbouxovou vlastnosti.

Poznamenejme jesté, ze podstatné je, ze pracujeme s realnymi cisly a
nikoliv s racionalnimi. Na raciondlnich cislech spojité funkce Darbouxovu
vlastnost obecné nemaji. Prusecik grafu s osou  nemusi byt racionalni ¢islo.

6.3 Aplikace Darbouxovy vlastnosti na nerovnice

Kazdou z nerovnic muzeme pievést do tvaru s nulou na pravé straneé.

1.
02" —4<0



37" _ 950
V3r—2—(4—32) >0

Va2 +5—-(5—2)>0

Splnéni ¢ nesplnéni nerovnice v bodé x je pak ekvivalentni s tim, ze
ma funkéni hodnota na levé strané nerovnice piislusné znaménko. Pouziti
vlastnosti nabyvani mezihodnot pak zduvodnuje spravnost naseho postupu
feSeni nerovnic.

7 Monotonie funkci a ekvivalentni Upravy pri
reSeni nerovnic

Nerovnice
2
0.2% < 4, 317> 2

se nabizi zlogaritmovat, nerovnice

V3r—2>4-—3x, Va2 +5>5—=x

umocnit. V dalsim prozkoumame za jakych podminek jsou tyto upravy ekvi-
valentni, tedy za jakych podminek se témito tdpravami nezméni mnozina
feseni nerovnice.

7.1 Logaritmovani nerovnice

O logaritmické funkci pii zakladu vétsim nez jedna vime, Ze je rostouci na
svém defini¢nim oboru, tedy na mnoziné (0, +00). To formélné zapiseme

(Va,b € (0,400))((a < b) = (loga < logb)).

Ve skute¢nosti muzeme nahradit implikaci ekvivalentni (v tomto textu to
nebudeme dokazovat), tedy plati

(Va,b € (0,400))((a < b) < (loga < logb)).

Dosazenim a = 0.2%, b = 4 dostaneme (pted dosazenim je tieba ovérit, ze je
splnén predpoklad a,b € (0, +00))

(Vz € R)((0.2” < 4) & xlog0.2 < log4)).

8



Vydélenim nerovnice zapornym c¢islem log 0.2 dostaneme

log 4 log 4
T > = — .
log 0.2 log 5

Podobné muzeme zlogaritmovat nerovnici (protoze mé na obou stranach
vyrazy nabyvajici kladnych hodnot)

37" 5 9,

Dostaneme
(1 —2%)log3 > log2

a po uprave
log 2
2 <1— o8

log3

Na pravé strané kvadratické nerovnice je kladny vyraz, nerovnice ma tedy

feSeni
log 2 log 2
ve - 1-282 1282,
log 3 log 3

7.2 Umocnovani nerovnice

Funkce f : x> z? je na intervalu [0, +00) rostouci, coz formalné zapiseme:
(Va,b € [0, +00))((a < b) = (a® < b?)).

Stejné jako pro logaritmovani, i zde je mozné nahradit implikaci ekvivalenci
(ani toto nebudeme dokazovat). Plati tedy

(Va,b € [0, +00))((a < b) & (a® < b?)).

Umocnovani nerovnice je tedy ekvivalentni operace v piipadé, ze obé strany
nerovnice nabyvaji nezdpornych hodnot. V pripadé nerovnice

V3r—2>4—- 3z

jsou obé strany nezdporné pro x € I; := [%7
nice 3z — 2 > (4 — 3z)? dostaneme interval
na intervalu I

Vyfesenim umocnéné nerov-

4
-
(1,2) a odtud dostaneme feSent

4
{rel,:V3z—2>4-3z}=1N(1,2) = (1,5}.



K vyfeseni nerovnice na R zbyvé vyftesit ji na R\ 1, tedy na mnoziné

(—o0, %) U (%, +00).

Na intervalu I, := (—00,%) nemd levd strana nerovnice smysl a tedy
zadné x € I, neni kofenem nerovnice.
Na intervalu I3 := (3,+00) je leva strana nerovnice nezdporné zatimco

prava zaporna. Protoze libovolné nezdaporné cislo je vétsi nez libovolné za-
porné, formalné zapsano

(Va > 0)(Vb < 0)(a > b),

je nerovnice splnéna pro kazdé x € Is.

Zjistili jsme, ze na I; je FeSenim nerovnice interval (1, %], na I, nema
nerovnice zadny kofen a vSechna ¢isla z intervalu I3 jsou feSenim nerovnice.
Vysledkem naseho vypoctu tedy je

{reR:V3z—2>4—-3z} =(1,5] U5 = (1,400).
Vyfesme nyni nerovnici
Vat+5>5—u.

Jeji leva strana je nezdpornd pro vSechna realnéd z, prava strana pro z < 5.
Na intervalu I; = (—o0, 5] je tedy umocnéni nerovnice ekvivalentn{ tipravou.
Po umocnéni dostaneme nerovnici

22 +5> (5 — 1)
a po jeji upravé nerovnici
5> 25— 10x,
kterd ma reseni
x> 2.

prunik s intervalem [; = (—o0, 5] je interval (2, 5].

Naintervalu Iy = (5, +00) je levé strana nerovnice kladnd a prava zéporn4,
proto jsou vSechna ¢isla z [, feSenim nerovnice.

Vysledke naseho vypoctu je

{reR:Va24+5>5—x}=(2,+00).

10



8 Dalsi neresené priklady

Nésledujici priklady feste vsemi tfemi vyse uvedenymi zpusoby, tedy graficky,
pomoci vlastnosti nabyvani mezihodnot a tpravami. Pfitom grafy kreslete
nikoliv pomoci tabulky funkénich hodnot, ale ze znalosti prubéhu danych
funkci. Jsou to piimky, ¢asti kuzelosecek a grafy exponencidlnich funkci
znamého prubéhu.

Vsechna tii feseni provedte nezdvisle na sobé a porovnejte vysledky.
V ptipadé odchylky hledejte chybu. Doporucujeme nejdiive se zamyslet nad
vysledky, provést néjakou zkousku a zjistit tak, ktery z vysledku m& Sanci na
to byt spravny (a mit tak tip na postup, ve kterém zacnete chybu hledat).

1.

V2 +3>3zx -1
2.

Vi—xz>1—=x
3.

20 + 12 —2x < 4

Navod na grafické feseni: nerovnici upravte do tvaru, ve kterém bude
snadnéjsi nakreslit grafy stran nerovnice.

4.
27 > 20
5.
2.22% > 20
6.
0.1 > 12
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