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1. Aritmeticky pramér. Aritmetickym prumérem n-tice redlnych cisel aq, ...a, ro-
zumime ¢islo (ay + - - -+ ay,,) /n. Naptiklad aritmetickym pramérem ¢éisel 3, 5, —2, 1 je ¢islo
7/4.

Ukéazeme si jednu vlastnost: pridame-li k ¢islim a4, ...a, jako n + 1-ni prvek jejich
aritmeticky prumér a,,1 = (a; + - - - + a,)/n, bude mit novy soubor aritmeticky prumeér

a1+...+an+W
n+1

V citateli lze vytknout soucet a; + - -+ + a,

(a1 + - +a,)(1+2)
n+1

coz po uprave da

a vidime tedy, ze pridanim pruméru k souboru ¢isel se jejich prumér nezmeéni.
Na ¢iselné ose lezi aritmeticky prumér (a + b)/2 ve stiedu usecky urcené body a, b.
Pokud tomu nevétite, upravte si vyraz: poloha a 4+ polovina délky usecky ab = a + (b —

a)/2.

2. Geometricky primér. Geometrickym priumérem n-tice nezapornych ¢isel aq, ... a,
rozumime ¢islo /ajas - a,. Napiiklad geometrickym prumérem éisel 3, 5, 2, 1 je cislo
v/ 30.

Ukazeme, ze geometricky prumeér ma obdobnou vlastnost jako aritmeticky prumeér. Mame-
li n-tici nezdpornych cisel ay, ...a, a jejich geometricky prameér a,y1 = /a1 - - - a,, pak
geometricky prumeér této n + 1-tice je

nJr\l/al...an"al...an

Po upravach

(ay - an(ay - - an)l/n)l/(nﬂ) = (a;--- an)l/(”“)(al .. _an)l/(n(n+1)) —

(ay - - - @)/ D+ (nln1)

Upravime exponent
1 1 n+1 1

n+1+n(n+1) nn+1) n

a dosadime zpét do pruméru

1/(n+1)+1/(n(n+1)) _ (a1 L an)l/n _ n

(al...an) ai .- Qp

1



Geometricky prumeér lze znazornit na ose s logaritmickou skalou.
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Ve stiedu tsecky urcené éisly A = 10%, B = 10° je ¢islo 10(%+9)/2 které je geometrickym
prumérem cisel A, B.

3. Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem. Pro nezaporna cisla
ai, . ..a, plati nasledujici nerovnost, pritom rovnost plati jen v ptipadé a1 = ay = - - - = a,,.
a+ - +a,

n "'n<— 1
aq Ay > n ()

Budeme ji nékdy pouzivat v ekvivalentnim tvaru

3
o a, < (H_M) ©)
n

a dokazeme jeji platnost pro n = 2,4,8,7 a naznacime dukaz pro ostatni hodnoty n.
V dalsim textu budeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem zkracené
nazyvat AG nerovnost.

4. Nerovnost pro dvé cisla. Jeden ze zpusobu dukazu je iprava nerovnosti

(vVar = vaz)* > 0 (3)

do tvaru
a1 — 2¢/a1as + ags > 0
a posléze na

(a1 + az)/2 > \/ajas. (4)

Rovnost v (4) plati pouze v pripadé, ze je na levé strané nerovnosti (3) nula, tedy v
piipadé a; = ag. Dalsi zpusob dukazu je v [1], lemma 1.3.28, vztah (1.10).

AG nerovnost 1ze znazornit na grafu logaritmu. Nakreslete graf logaritmu a na kladné
poloose x zvolte dvé ruzna ¢isla a, b. Doprostfed mezi né nakreslete (a +b)/2, tedy jejich
aritmeticky prumeér. Graf logaritmu ndm poslouzi k nakresleni geometrického pruméru g.
Plati pro néj log g = log vab = (log a+logb) /2. Pouzijte tedy graf logaritmu na vyznacen{
hodnot A = loga, B = log b na ose y. Uprostied mezi nimi nakreslete (A+ B)/2 = logg a
opét pouzijte graf logaritmu na vyznaceni hodnoty geometrického pruméru g na ose x. Bod
odpovidajici geometrickému pruméru g by vam mél vyjit vlevo od bodu odpovidajictho
aritmetickému prumeéru (e + b)/2. Souvisi to s tim, Ze na intervalu mezi a a b je graf
logaritmu nad useckou spojujici krajni body [a,logal, [b,logb].



5. AG nerovnost pro ¢tyri ¢isla. Cisla ay, a9, a3, a4 rozdélime na dvojice, pro které

vime, ze plati
2
a1ao S <a1 ;— a2> (5>

2
azay < <a3 ;— a4> (6)

Vynésobenim nerovnosti (5), (6) dostaneme (o nésobeni nerovnosti vice v dodatku 1)

a1 + as 2 as + aq 2
a1a2a3a4 < 5 5

2
a1+ as as—+ay
2 2
aitaz2 aztaq
2 2

a po drobné tupraveé

a1a2a3a4 < (

Nyni napiseme AG nerovnost pro ¢isla

(8)

a) + ao ) as + ay < _a1;a2 + _a3—5a4 2
2 2 - 2

a po dvou tpravach dostaneme (ve druhé z nich umocnovani nerovnost, o tom vice v

dodatku 2)

a1+a2'a3+a4< a; + as + as + aq 2
2 2 - 4

a;+as asz+ay 2 a; + as + as + ay 4
2 2 . 4 9)

Nerovnosti (7) a (9) spolu s tranzitivitou (vlastnost (11) z 1.3 v [1]) daji pozadovanou
AG nerovnost

; (10)

Aby platila v (10) rovnost, musi platit rovnost v (5), (6) a (8). To je mozné jen v
pripadé a; = as = a3z = ay.

4
(al + as —|—a3—|—a4>
a1a20304 <

6. AG nerovnost pro osm ¢isel. Podobné jako v minulém odstavci rozdélime osm ¢isel
na dveé ¢tverice a pro kazdou z nich napiseme AG nerovnost, tyto nerovnosti vynasobime
a provedeme drobnou upravu

a1+a2+a3+a4‘a5—|—a6—|—a7+a8>4

1 1 (11)

102030405060708 < (

Déle napiseme AG nerovnost pro dvé ¢isla — zlomky na pravé strané (11)

a a a, a. as—ra a a, 2
a1 +as+az+as as+as+ar+as <( 1taptaatas 4 dstact 7+8) 12)
4 4 - 2



ai+as+astastastastartag

Vyraz v zavorce na pravé strané upravime na . , nerovnost (12)
umocnime na ¢tvrtou a spolu s nerovnosti (11) (a tranzitivnosti relace nerovnosti) dosta-
neme

a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8)8 (13)

102030405060708 < ( 3

A to je AG nerovnost pro osm ¢isel.
Aby platila v (13) rovnost, musi platit v (11) a (12), odkud plyne rovnost ¢isel
ar,...,as.

7. AG nerovnost pro sedm c¢isel. K sedmi ¢islum priddme osmé, které je rovno jejich
aritmetickému prumeéru ag = (a1 +az +as + a4 + a5+ ag + ay) /7. Vime, Ze se tim nezmeénf{
aritmeticky prumér tedy, ze plati

a1 +axt+azstas+as+astar+ag ar+ax+az+ag+as+ag+ar

8 - 7 (14)

Napisme AG nerovnost pro nasich osm ¢isel a pouzijme (14)

a; + as +as +aq + as + ag + ar < (a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7>8

1142030405060
1020304050607 - 7
(15)
V piipadé, ze je aritmeticky prumér nenulovy, muzeme jim nerovnost (15) zkratit
7
art+ay+as+as+as+as+a
120304050607 < ( L 74 SR 7> (16)

a dostavame AG nerovnost pro sedm cisel.

V piipadé, ze je aritmeticky prumeér (ay + as + agz + a4 + as + ag + a;)/7 nulovy,
jsou nulova vSechna ¢isla (pfipomenme, Ze jsou nezapornd), je tedy nulovy i geometricky
prumér a AG nerovnost plati.

8. Ukoly.

1. Odvodte AG nerovnost pro 16 ¢isel.
Névod: ¢isla rozdélte na dvé skupiny po osmi a postupujte obdobné jako v pripadé
¢tyT ¢i osmi cisel.

2. Odvod'te AG nerovnost pro Sest ¢isel.
Navod: k Sesti ¢islum pridejte jejich aritmeticky prumeér, napiste AG nerovnost pro
téchto sedm cisel a upravujte.

9. Obecny pocet ¢isel. Dikaz provadime matematickou indukci. Dokézeme nejdiive
nerovnost pro dvé ¢isla (jako vyse) a poté provedeme dva indukéni kroky: z platnosti pro
n ¢isel odvodime platnost pro 2n ¢isel (obdobné jako od dvou ke étytem ¢i od ¢tyt k osmi)
a pro n — 1 ¢isel (obdobné jako od osmi k sedmi).



10. Dodatek 1 — nasobeni nerovnosti. Budeme postupovat obdobné jako v [1],
tvrzeni 1.3.1, ve kterém je odvozeno sc¢itani nerovnosti. Chceme ukézat, ze z nerovnosti

a<b c<d
pro kladné hodnoty a, ¢ (a tedy i b, d jsou kladnd) plyne
ac < bd.

Vynasobime-li nerovnost a < b kladnym ¢islem ¢, dostaneme ac < be. Podobné vynésobe-
nim nerovnosti ¢ < d kladnym ¢islem b dostaneme nerovnost cb < db. Z obdrzenych
nerovnosti ac < be, ¢b < db dostaneme pozadovanou nerovnost

ac < db.

Vyse potfebujeme ndsobit nerovnosti nejen s kladnymi, ale obecnéji s nezapornymi
¢isly. Pro ten pripad si stac¢i rozmyslet, co by se stalo, kdyby nékteré z ¢isel a, b, ¢, d
bylo nulové. Cisla b, d nulové byt nemohou (pak by a, ptipadné ¢ muselo byt zadporné) a
v piipadé nulovosti a nebo ¢ nerovnost ac < bd plati, protoze ma levou stranu nulovou a
pravou kladnou.

11. Ukol. Vyse jsme odvodili implikaci
(Va,b,c,d € (0,400))((a <bAc<d)= (ac < bd)).
Odvod'te obdobné implikace

(Va,b,c,d € (0,+00))((a <bAc<d)= (ac < bd))
(Va,b,c,d € (0,4+00))((a <bAc<d)= (ac < bd))
(Va,b,c,d € [0,+00))((a <bAc<d)= (ac < bd))
(Va,b,c,d € [0,400))((a <bAc<d)= (ac < bd))

12. Dodatek 2 — umocnovani nerovnosti Mame-li nerovnost s nezdpornymi stranami
a<b, (17)

pak vynésobenim této nerovnosti s ni samou dostaneme nerovnost

a® < b?, (18)
vynasobenim nerovnosti (17), (18) dostaneme nerovnost

a® < b, (19)
vynasobenim nerovnosti (17), (19) dostaneme nerovnost

at < bt (20)
Pro libovolné prirozené ¢islo timto muzeme odvodit nerovnost

a" <b". (21)

O néco rychleji vede k cili pouziti dukazu matematickou indukci.
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