Limita posloupnosti — definice, véty,
obrazky, diukazy

Pro studenty FP TUL
Martina Simunkova
15. prosince 2017

1. Definice okoli bodu. Pro x € R, € > 0 budeme interval (z — &, 2 + ¢)
nazyvat e-okolim bodu x nebo strucnéji okolim bodu x. Znacit jej budeme
U-(x) nebo strucnéji U (z). Pro malé hodnoty € obsahuje U.(z) ¢isla, kterd
se ,malo“ lisi od ¢isla . Mira ,malosti“ je dana cislem e. Jinak feceno,
¢isla z U.(z) ,splyvaji“ s x pii rozliSovaci schopnosti dané ¢islem e nebo pri
zaokrouhleni odpovidajicimu ¢islu e.

Pro a € R nazyvame interval (a,+00) okolim bodu +oo € R*. Znacit
jej budeme U,(400) nebo strucénéji U(+oo). Pro velké hodnoty a obsahuje
U, (+00) cisla, kterd jsou tak velkd, ze je mezi sebou nedokazeme rozlisit a
v podstaté je povazujeme za nekonecna (jako priklad uvedeme finanéni ¢astky
nad urcitou hodnotou, nebo vztah nactiletych k véku nad tticet).

Pro a € R nazyvdme okolim bodu —oo € R* interval (—o0, a). Znacit jej
budeme U, (—o0) nebo strucnéji U(—oo).

2. Limita omezené monotonni posloupnosti. Na obrazku je graf ros-
touci zhora omezené posloupnosti. Hodnota L je supremum mnoziny hodnot
¢lentu poslopupnosti, formalné zapsano L = sup{a, : n € N}.

Z definice suprema plyne existence k € N spliaujictho a; > L — ¢. Z mo-
notonie posloupnosti pak plyne (Vn € N)(n > k = a,, > L —¢).
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Na dalsim obrazku je graf klesajici zdola omezené posloupnosti. Hodnota
L je infimum c¢lenu posloupnosti, formalné zapséno L = inf{a, : n € N}.

Z definice infima plyne existence k£ € N splnujictho a; < L + €. Z mono-
tonie posloupnosti pak plyne (Vn € N)(n > k = a, < L+ ¢).



3. Definice koneéné (vlastni) limity. Rekneme, Ze posloupnost {a,} md
limitu A € R, pokud

(Ve > 0) 3k e N)(Wn e N)(n > k = a, € (A —e, A+¢)). (1)

Na obrazku je zelené vysrafovand ¢dst roviny, ve které muze lezet graf
posloupnosti spliujici (vn € N)(n > k = a, € (L —¢, L +¢). Cervené je vy-
znacena obdobna situace pro mensi hodnotu e. Okoli U (L) se zmensi, nékteré
body grafu posloupnosti v ném tedy nemusi lezet, ale ma-li posloupnost li-
mitu L, pak pro néjakou vétsi hodnotu k lezi graf poslopupnosti v ¢ervené
vysrafované oblasti.

Definice limity pozaduje, aby pro kazdé ¢ > 0, tedy libovolné malé okoli
bodu L existovalo k takové, ze graf posloupnosti lezi v ¢asti roviny urcené k,
€. Obecné se pro zmensujici € zvétsi k.

Je uzitecné si uvédomit, ze zajimavy je pripad malych hodnot €. Mame-li
k pro urc¢ité e, pak totéz k ,funguje“ i pro vétsi e.
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Vsimnéte si, ze pro monotonni omezenou posloupnost plati (1) pro L = A
— v definici nahote pozadujeme, aby a, bylo prvkem jedné z ,polovin® okoli

bodu L.



V dalsim budeme potfebovat alternativni zpusoby zapisu — uvédomte si,
ze a, € (A —¢e, A+ ¢) muzeme zapsat bud |a, — A| < & nebo pomoci okoli
a, € U-(A).

4. Limita monotonni neomezené posloupnosti. Na obrazku je graf
rostouci shora neomezené posloupnosti. Z neomezenosti plyne, ze pro kazdé
a € R existuje k£ € N takové, ze plati ap > a. Z monotonie pak plyne
(Vn e N)(n > k= a, > a).
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Na dalsim obrazku je graf klesajici zdola neomezené posloupnosti. Z ne-
omezenosti plyne, ze pro kazdé a € R existuje k € N takové, ze plati a; < a.
Z monotonie pak plyne (Vn € N)(n > k = a, < a).
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5. Definice nekoneéné (nevlastni) limity. Rekneme, Ze posloupnost {a,}
ma limitu 400, pokud

(Va € R)(Fk € N)(Vn € N)(n > k = a, > a).



Vztah a, > a muzeme zapsat pomoci okoli a,, € U,(+00).
Rekneme, Ze posloupnost {a,} md limitu —oo, pokud

(Va € R)(Fk € N)(Vn € N)(n > k = a, < a).

Vztah a,, < a muzeme zapsat pomoci okoli a,, € U,(—o0).

Podobné jako v ptredchozim odstavci nakreslete obrazek s vyznacenim
¢ésti roviny, ve které muze lezet graf poslopupnosti {a,} spliujici (Vn €
N)(n > k = a, > a). Jak se bude ménit k se zvysujici respektive snizujici
hodnotou a?

6. Jednotny zpusob zapisu definice limity. Vyse uvedené definice limit
1ze jednotné zformulovat: Rekneme, Ze posloupnost {a,} md limitu A € R*,
pokud

(VU(A))(Fk € N)(Vn € N)(n > k = a,, € U(A)).

Pozdéji budeme probirat limitu funkce pro x — zo € R*. U posloupnosti
je vzdy n — oo. Pomoci okoli (k, +00) bodu oo lze definici limity posloupnosti
prepsat

(VU(A))(3U(00))(Vn € N)(n € U(oo) = ap € UA)).

7. Jednoznacnost limity. Vétu o jednoznacnosti limity pro konvergentni
posloupnosti najdete i s dukazem v [1], lemma 2.1.9 a pozndmka 2.1.10. Véta
plati i pro nevlastni limity. Dukaz provadime sporem: predpokladame, ze dvé
navzajem ruzné ¢isla Ly, Ly € R* jsou limitou posloupnosti {a,} a z tohoto
predpokladu odvodime néco, co nemuze platit (nazyvame to sporem). Z ne-
platnosti sporu pak odvodime neplatnost predpokladu — v nasem piipadé
existenci dvou ruznych limit jedné posloupnosti.

Ptipad konecnych limit ilustrujeme na prvnim obrazku. Zvolime disjunkt-
ni okoli U(Ly), U(Ls). Pokud je L, limitou posloupnosti {a,}, pak k okoli
U(L,) existuje k1 € N takové, ze ... (doplnte). Podobné k okoli U (Ls) existuje
ke € N .... Oznacime-li k¥ maximum z cisel ki, ko, pak pro n > k lezi a,
v obou okolich, coz neni mozné (jsou disjunktni — nemaji zadny spolec¢ny
prvek).

Na druhém obrazku je cervené vysrafované okoli U(L;) pro koneéné L; a
zelené U(+00). Argumentace je stejnd jako vyse pro koneénd Lq, L.

Nakreslete podobné obrazky pro zbylé dva pripady: L; € R, Ly = —oc0 a
L1 = —|—OO, LQ = —OQ.
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8. Véta o limité souctu a hlavni myslenka jejiho dikazu. Formulaci
véty naleznete v [1], piipad konecnych limit ve vété 2.1.22 a pozndmce 2.1.23,
obecny piipad (zahrnujici i nevlastni limity) ve vété 2.3.5, ptritom definice
aritmetickych operaci pro nekonecna je v 2.3.4.

Projdeme nékteré podrobnosti dukazu.

1. Pripad kone¢nych limit, lima,, = A, limb,, = B:
Je-li a,, € U-(A), b, € U(B), tedy

A—e<a,<A+e, B—e<b,<B+e, (2)
dostaneme se¢tenim nerovnic
A+ B -2 <ap,+b, <A+ B+ 2, (3)

a tedy a, + b, € Us.(A+ B).

Dveé nerovnosti v (2) plati pro n > ky a dalsi dvé pro n > ko. Oznacime-
i & = max{ky, ko}, pak v8echny ¢tyfi nerovnosti v (2) a tedy i v (3)
plati pro n > k.

Zbyva vysvétlit, pro¢ nevadi, ze je v (3) 2¢ a ne €. Vztahy v (2) plati
pro kazdé € > 0, tedy i pro €/2 — touto volbou dostaneme v (3) € misto
2¢ a ndsledné i v a, + b, € U.(A+ B).
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2. Pripad kone¢né a nekoneéné limity, lima,, = A, limb,, = +oc:
Chceme ukazat, ze pro a, blizké A a velké b, je i a, + b, velké.
Je-lia, >A—¢,b, >0b, pak je

ap+b, >A—c+0. (4)

Va, >A—ezvolimee =1avbh, >bzvolimeb =c—A+1, tak aby bylo
v (4) na pravé strané nerovnosti c¢. Muzeme to udélat, protoze definice
limity za¢ina ,,pro vSechna ¢ > 0“, piipadné ,pro vSechna b € R*.

3. Pripad nekoneénych limit, lim a,, = —oo, lim b, = —o0:
Je-li a, < a, b, <b, pak je

an, +b, <a-+b.
Tady staci zvolit a = 1, ¢ = 0.
4. V pripadé lima, = +o0, limb,, = —oo véta o limité souctu netrika nic.
7 nerovnosti a, > a, b, < b nic neplyne pro a,, + b,.
Nésledujici priklady ukazuji, ze lim(a, + b,) muze vyjit jakkoliv a ne-

musi existovat:

lim(n+(—n)), im(2n+(—n)),lim(n+(2—n)),im((n+(=1)") 4+ (—n)).

9. Omezenost konvergentni posloupnosti. Formulaci i diukaz naleznete
v [1], lemma 2.1.21.

10. Ukol. Naértnéte obrazek s vysrafovanou casti roviny, ve které muze
lezet graf posloupnosti splnujici vztahy z dukazu lemmatu 2.1.21 v [1]. Pro
0 < n < k mate vysrafovany shora i zdola neomezeny pas. Z ¢eho plyne, ze
hodnoty a,, jsou zde omezené?

11. Véta o limité soucinu.

1. Piipad konecnych limit, lima,, = A, limb,, = B:
Zde by bylo obtizné postupovat jako v pripadé dukazu véty o limité
souctu, protoze pii nasobeni nerovnosti v (2) bychom museli rozlisovat
nékolik piipadu podle znamének vyrazu. Proto nerovnosti v (2) zapise-
me pomoci absolutni hodnoty: |a, — A| < ¢, |b, — B| < € a budeme
postupné upravovat vyraz |a,b, — AB|.

|anb, — AB| = |a,(b, — B) + B(a, — A)| < |a,||b, — B| + |B||a, — A|.
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Pouzili jsme nerovnost |z + y| < |z] + |y|, v niz jsme dosadili

x = ap(b, — B), y = B(a, — A).

Déle vime, ze je posloupnost {a,} omezend, tedy
(3K > 0)(Vn € N)(Ja,| < K))
a tedy plati
|an||bn, — B| + |B||an, — A| < Ke + |Ble = (K + | B|)e.

Zbyva na zacatku misto |a, — A| < € zvolit |a, — A| < /(K + |B|) a
podobné pro |b, — B|, aby ndm na konci vyslo |a,b, — AB| < e.

12. Véta o limité podilu. TODO

13. Znaménko limity a znaménko ¢lent posloupnosti. Lemma 2.1.27.
TODO

14. Ijkoly.

1.

Napiste definice
lima, =0, lim |a,| =0

a uvédomte si, ze to ¢im se 1isi muzeme jednoducho tupravou jedno na
druhé prevést.

Napiste definice
lima, = a, lim |a,| = |a]

a ukazte, ze z trojuhelnikové nerovnosti (viz (7) v néasledujicim odsta-
veci) plyne
|lan| = la]| < |an —al.

. Vysvétlete, ze jsme v predchozich tkolech dokdzali vétu 2.1.28 z [1].

Promyslete si poznamku 2.1.29 z [1].

Dokazte, ze i pro nevlastni limity plati implikace

lima, = 400 = lim|a,| = +o0, lima, = —oco0 = lim |a,| = +o0.



15. Trojahelnikova nerovnost.
Na obrazku tvori geometrické vektory a, b a je-

jich soucet a + b trojihelnik. Oznacime-li veli- - ?
kost vektoru ¥ symbolem ||¥/]|, muzeme zapsat v
trojuihelnikovou nerovnost

.5?) 4

1@+ ol <[]l + [l®]]-

Nerovnost muze prejit v rovnost v piipadé, ze uvedené tii vektory netvori
trojihelnik — lezi na jedné primce. Obecné pro dvojici vektoru plati

@+ Bll < llall + [1b]. (5)

Oznacime-li ¢ = @+b, je b = ¢ — a a trojuhelnikova
nerovnost ma tvar

1 < flall + |l — all

a po uprave
el = llall < lle—all.

P1i prohozeni vektoru a, ¢ se prava strana nezmeéni, leva zméni znaménko.
Proto nerovnost plati i s absolutni hodnotou na levé strané

el = llalll < [le—all. (6)
Vektory na piimce odpovidaji redlnym ¢islum a (5), (6) prejde na
la+b] <la|+1[b],  [lc]—lal] < |c—al. (7)

Levou nerovnost jsme dokazovali (tiloha 12 v textu Cisla.pdf), pravé se d4 z
levé odvodit podobné jako pro geometrické vektory (6) z (5).

16. Véta o tfech limitdch. Jak spocitdéme limitu posloupnosti {2%}7?
Vyéislenim jejich nékolika ¢lenu zjistite, ze jeji cleny jsou kladné i zaporné,
znaménko se stiida zhruba po tfech ¢lenech, ani v absolutni hodnoté cleny
neklesaji, presto je vidét jejich tendence k nule.

Méame tedy hypotézu, ze limSi% = 0. Jak tuto hypotézu dokézeme?
Vsimneme si, ze plati —1 < sinn < 1, nerovnosti vynasobime kladnym n a
dostaneme )
sinn

<

<

S|
S|

. (8)

n

oo



Protoze obé posloupnosti {—1/n}, {1/n} maji limitu nula, plati (pro n > k,
kterézto k existuje ke kazdému kladnému ¢)

1 1
—e < ——, — <e. (9)
n n
Z (8), (9) plyne
sinn
—e <
n

a odtud plyne lim Sl% = 0.
Obdobné dokazeme obecné tvrzeni pro tii posloupnosti {a,}, {b.}, {cn}
splnujici
(Vn € N)(a, < b, < ¢,).
Tvrzeni je zformulovano ve vété 2.3.2 v bodé (2). Spolecnd limita posloup-
nosti {a,}, {c,} je zde oznacena a a pro n > k plati

a—e<a,<b,<c,<a-+e.

(V [1] pouzité a’ misto a —e a a” misto a+¢ pouzivd lemma 2.2.9, které jsme
vynechali.)

V pripadé nekonecné limity staci jedna nerovnost — viz body (3), (4) ve
vets 2.3.2 v [1].

17. Ukoly.

1. Ukazte, ze posloupnost {n + (—1)"} ma limitu +oo.

2. Ukazte, ze posloupnost {(—1)"(v/n+ 1 —+/n)} ma limitu nula.
Névod: pouzijte —1 < (—1)" < 1.
18. Limitni pfechod v nerovnosti. Véta 2.3.2, poznamka 2.3.3. TODO

19. Véta o limité posloupnosti a odmocniné. Dokazeme tvrzeni: Je-li
a, — L >0, pak\/ﬂ%\/z.

K dukazu je potfeba ukézat, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje k € N takové,
ze pro kazdé n € N plati n > k = \/a, € (VL —e,VL +¢).

Na obrazku ukazujeme, jak k dostatecné malému £ > 0 zkonstruujeme
6 > 0 spliujici: (Vz)(z € (L —§,L+6) = /x € (VL —e,VL +¢).

Protoze a, — L, tak k tomuto J existuje k takové, ze pro n > k plati
an € (L — 0, L+ 6). Odtud, plyne \/a,, € (VL — e,V L +¢).
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Obdobné tvrzeni plati pro obecnou odmocninu, pfitom pro lichy fad od-
mocniny tvrzeni plati bez podminky L > 0:
Je-li m liché a a, — L, pak %/a, — /L.

Pro m sudé a L = 0 plati nasledujici tvrzeni:
Je-li m sudé, a, = 0 a (Vn € N)(a,, > 0), pak t/a, — 0 pron — oco.

Dukaz bude v obou pripadech obdobny vyse uvedenému dukazu.

Jesté zformulujeme véty pro nevlastni limity. Je-lb m € N, a,, — +o0,
pak ma posloupnost { ¥/ay}o2 | limitu +o0o. Je-li m liché, a,, = —o0, pak md
posloupnost { ¥/a, o2, limitu —oo.

20. Konvergentni a Cauchyovska posloupnost. Definice Cauchyovské
posloupnosti je v [1], 2.4.6. Vsimnéte si, ze se podoba definici koneéné (vlastni)
limity. Lisi se tim, ze neobsahuje limitu, misto vzdalenosti n-tého ¢lenu pos-
loupnosti a, od limity posloupnosti a, obsahuje vzdalenost dvou ¢lenu po-
sloupnosti |a, — @y,

Lemma 2.4.7 11k4, ze kazda konvergentni posloupnost (posloupnost, ktera
mé& kone¢nou limitu) je i Cauchyovska.

Veta 2.4.8 tika, ze kazda Cauchyovska posloupnost mé konec¢nou limitu
(je konvergentni). Hlavni myslenky dukazu véty 2.4.8 jsou: je-li posloupnost
Cauchyovska, pak je omezena; je-li poslopunost omezend, pak z ni lze vy-
brat posloupnost konvergentni, limita této vybrané posloupnosti je limitou i
puvodni posloupnosti — pouzijeme vztahy z [1] a trojihelnikovou nerovnost:
la —an| = |a — an, + an, — an| < |a — ap,| + |an, — ayl.
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