Derivace funkce jedné proménné

Pro studeI}ty FP TUL
Martina Simunkova
4. ledna 2018

1. Vzorce pro vypocty (odvodime na prednasce).
1. Derivace mocniny (z") =nz" ', r e R, n € N
2. Derivace konstantni funkce ¢ = 0.

3. Derivace odmocniny ({/z)' = 22¥/"! x>0, n € N,n > 2. Pro liché
nixz<O0.

4. Derivace souctu je soucet derivaci (f(z) + g(z)) = f'(z) + ¢'(z).
5. Derivace ndsobku je nasobek derivaci (¢f(x)) = cf'(z).

6. Predchozi vlastnosti znamenaji, ze derivovani je na vektorovém pro-
storu funkef linedrnim zobrazenim.

7. Derivace sou¢inu (neni souc¢in derivaci) (f(z)g(x)) = f(x)g' (x)+f'(x)g(x).
8. Derivace podilu (f(z)/g(x))" = (f'(x)g(x) — f(z)g'(x))/(9(x))*.
9. Derivace slozené funkce (f(g(z)) = f'(g9(x))d (x).

10. Z 1, 3 a 9 lze odvodit (/z™) = (m/n)z™/™ 1.
7 8 pak (1//xm)" = (—m/n)x~™/"1,
11. Vztahy 1, 3 a 10 muzeme zapsat (x9) = qz? ! pro ¢ € Q, z > 0,

derivujeme podle proménné .

2. Rovnice tecny a derivace.
Tec¢nou ke grafu funkce f v bodé zy nazyvame primku o rovnici

y = f(xo) + f'(z0)(x — o).

Priklady — ke kazdému nacrtnéte graf s teCnou a zamyslete se, zda odpovida
vasi predstave tecny.

1. f:xw 2% 19 =1, te¢na m4 rovnici y = 1 + 2(x — 1) nebo po tpravé
y =2z —1.



2. frax— 2, 19 = 0, teéna m4 rovnici y = 0.

3. f:x— a?sin(1/x) spojité rozsifend do nuly mé v bodé xy = 0 tecnu
o rovnici y = 0.

3. Prirustek funkce.

Ax nazyvame  prii-

Flag + Ag) : rustkem proménné x,
Af = flzo+Ax) — flog)  Af prirustkem funkce
Fagt o i (pfesnéji bychom meéli

fikat spis pfrirustek
funkéni hodnoty, ale
moc se to nepouziva)

; ‘
Ty To + Ax

Jak prirtstek funkce Af, tak prirustek Ax muze byt zaporny, jak ilustruji
dalsi obrazky.

N

To xo+ Ax To + Ax To

4. Derivace jako nejlepsi linearni aproximace. Derivace funkce f jedné
proménné v bodé xq je ¢islo, které znacime f'(zy). Je mozny i jiny piistup,
ktery se zpravidla pouziva v pripadé funkce vice proménnych. Derivaci tam
nazyvame linedarni funkci, kterd prirustku Az pritadi ¢islo f'(xg)Az. Vyraz
1/ (xo)Az budeme nazyvat linedrni ¢asti prirustku funkce a budeme jej znacit
df. Piiklad 5.2.10 a pozndmka 5.2.11 v [1] mimo jiné fika

. Af—df
lim ——— =

0
Az—0 Az ’

coz interpretujeme: pro maly prirustek proménné Az je chyba, které se do-
pustime zaménou prirustku funkce A f za linearizovany prirtustek df, zaned-
batelna vzhledem k Axz. Graficky tento fakt znazornime na nasledujicim
obrazku.



Na obrazku je cervené vyznacen
prirustek funkce

Af = f(zo+ Azx) — f(x9),
zelené jeho linedrni cast

flxo)T df = f’(azo)Aaz,

modfe jejich rozdil df — Af.

Misto Az mnohdy piseme dz (jsou
to prirustky identity id : x — x).

,
o To+ Ax

Poznamka ke geometrickému vyznamu derivace: ¢islo f/(xg) je rovno podilu
i—’; a ma vyznam hodnoty linearizovaného ptirustku na jednotkovy prirtustek
proménné x: pro Az =1 je f'(xg) = df.

Cislo f'(xo) je smérnici pifmky o rovnici y = f(z¢) + f/(2z0)(x — z0) a v
pripadé stejnych méritek na osach x, y je tato smérnice rovna tangensu thlu,
ktery tecna svira s kladnou poloosou x.
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