
Ṕısemná část zkoušky z předmětu AN1E
3. ledna 2019

Jméno a př́ıjmeńı:

Skutečná ṕısemná práce bude obsahovat 5 př́ıklad̊u.

Zvolte si pořad́ı, v jakém budete př́ıklady řešit. Vaše řešeńı nemuśı být
”
kulturně“

zapsané, ale po vyřešeńı př́ıkladu přepǐste podstatné kroky i s komentářem na zvláštńı
list a odevzdejte tento zvláštńı list (listy) i všechny ostatńı listy, které jste při řešeńı
popsali. Na jeden zvláštńı list přepisujte řešeńı v́ıce př́ıklad̊u – ideálně všech.

Tento list použijte jako obálku a podepǐste jej.

Pro úspěšné absolvováńı muśıte ṕısemnou část napsat na alespoň 51%.

1. Napǐste definici pojmu inkluze (podmnožiny) a vysvětlete, jak jej lze použ́ıt k řešeńı
rovnice. Rovnici vyřešte. √

1 + 2x2 = 2x + 1

2. Napǐste definici funkce rostoućı na intervalu a vysvětlete, jak tento pojem využijete
k řešeńı nerovnice. Nerovnici vyřešte.

√
1 + 2x2 ≥ 2x + 1

3. Vysvětlete, jak vyřeš́ıte nerovnici použit́ım vlastnosti nabýváńı mezihodnot a poté
nerovnici vyřešte. √

1 + 2x2 ≥ 2x + 1

4. Napǐste nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem (pro jaká č́ısla
plat́ı?) a použijte ji k d̊ukazu monotonie posloupnosti {

(
1− 3

n

)n}∞n=3.

4b. Ukažte, že následuj́ıćı posloupnost je klesaj́ıćı

{(1 + 1
n
)n+1}∞n=1

5. Napǐste nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem (pro jaká č́ısla
plat́ı?) a použijte ji k d̊ukazu monotonie posloupnosti {an} zadané rekurentně.
Zd̊uvodněte, že má posloupnost vlastńı (tj. konečnou) limitu a tuto limitu vypočtěte.

a1 = 7 an =
1

5

(
4an−1 +

7

a4n−1

)
.



6. Napǐste definici vlastńı limity posloupnosti a definici použijte k d̊ukazu, že limita
posloupnosti {0.8n} je rovna nule.

7. Napǐste definici nevlastńı limity posloupnosti a definici použijte k d̊ukazu, že limita
posloupnosti {1.8n} je rovna nekonečnu.

8. Vypočtěte limity posloupnost́ı{
n2 +

√
n4 − 3n2 + 4

} {
n2 −

√
n4 − 3n2 + 4

} {√
n2 −

√
n4 − 3n2 + 4

}
8b. Vypočtěte limity posloupnost́ı{

n2 −
√
n4 + n3 − 3n2 + 4

3n + 5

} {
2n+2 + 22n+1

3n+3 + 4n

}

9. Napǐste definici rozš́ı̌rené funkce, načrtněte graf funkce f : x 7→ 6x2+5x+1
2x+1

a ukažte,
že lze f spojitě rozš́ı̌rit na množinu R.

9b. Napǐste definici rozš́ı̌rené funkce, načrtněte graf funkce f : x 7→ x−2
2x2−3x−2 a ukažte,

že lze f spojitě rozš́ı̌rit na množinu R \ {−1
2
}.

9c. Napǐste definici rozš́ı̌rené funkce, načrtněte graf funkce f : x 7→ x−1
2−
√
3x+1

a ukažte,

že lze f spojitě rozš́ı̌rit na interval [−1/3,+∞).

10. Ukažte, že má funkce f : x 7→ x2 v bodě −∞ limitu rovnu +∞ – napǐste definici a
ukažte, že j́ı funkce f vyhovuje.

10b. Napǐste definici spojitosti funkce f v bodě 0 zprava a ukažte, že funkce f : x 7→
√
x

této definici vyhovuje.

10c. Rozhodněte, zda je funkce f spojitá v bodě x = −1. Napǐste definici spojitosti
funkce f v bodě a ukažte, že ji funkce vyhovuje, př́ıpadně nevyhovuje.

f : x 7→
{

1− 2x− x2 x < −1,
2 + x x ≥ −1.

11. Určete definičńı obor funkce f a zjistěte, zda ji lze spojitě rozš́ı̌rit do krajńıch bod̊u
definičńıho oboru.

f : x 7→ (x− 3)(x +
√
x + 2)

(x2 + 3x + 2)(3−
√
x + 6)

12. Vypočtěte limity funkce f v bodech ±∞.

f : x 7→ x +
√

1 + x + x2



13. Vypočtěte jednostranné limity funkce f v bodech 1 a −2. Má funkce f v daných
bodech oboustrannou limitu?

f : x 7→ x4 − 4

x3 − 3x + 2

14. Napǐste definici derivace funkce v bodě a použijte ji k výpočtu derivace funkce
f : x 7→ 3

√
x v bodě 2.

15. Napǐste definici derivace funkce a použijte ji k výpočtu derivace funkce f : x 7→ 1√
x
.

16. Pro interval I = (−1, 2] a funkci f určete obraz I1 = f(I) a vzor I2 = f−1(I1).

f : x 7→ x

x2 + x + 2

Na základě předchoźı úlohy rozhodněte, zda nabývá funkce f na intervalu I ma-
ximálńı a minimálńı hodnoty.

16b. Pro interval I = (−1, 2) a funkci f určete obraz I1 = f(I) a vzor I2 = f−1(I1).

f : x 7→ x3 − 6x2 + 9x

Na základě předchoźı úlohy rozhodněte, zda nabývá funkce f na intervalu I ma-
ximálńı a minimálńı hodnoty.

17. Nalezněte maximálńı (vzhledem k inkluzi) intervaly, na nichž je funkce f klesaj́ıćı.
Formulujte větu o souvislosti hodnoty derivace a monotonie funkce, kterou při řešeńı
př́ıkladu použ́ıváte.

f : x 7→ x + 1√
x2 + 3x + 3

18. Určete definičńı obor a obor hodnot funkce f , ukažte, že je f na svém definičńım
oboru rostoućı a vypočtěte f−1(y) pro y z oboru hodnot funkce f .

f : x 7→ x +
√

1 + x + x2

18b. Určete definičńı obor funkce f , zjistěte, zda je na svém definičńım oboru monotonńı
a př́ıpadně určete druh monotonie.

f : x 7→ x−
√

2− x + x2

18c. Vypočtěte limity funkce f v ±∞

f : x 7→ x−
√

2− x + x2

18d. Řešte rovnici s neznámou x a parametrem y ∈ R

y = x−
√

2− x + x2



(a) Pro která y ∈ R má rovnice (alespoň jedno) řešeńı?

(b) Pro která y ∈ R má rovnice v́ıce jak jedno řešeńı?

18e. Určete definičńı obor funkce f , zjistěte, zda je na svém definičńım oboru monotonńı
a př́ıpadně určete druh monotonie.

f : x 7→ x +
√

3− 4x + x2

18f. Vypočtěte limity funkce f v ±∞

f : x 7→ x +
√

3− 4x + x2

18g. Řešte rovnici s neznámou x a parametrem y ∈ R

y = x +
√

3− 4x + x2

(a) Pro která y ∈ R má rovnice (alespoň jedno) řešeńı?

(b) Pro která y ∈ R má rovnice v́ıce jak jedno řešeńı?

19. Načrtněte tečnu ke grafu funkce f v jej́ım bodě [2, f(2)] a napǐste jej́ı rovnici.

f : x 7→
√
x + 7

(x− 1)2

19b. Načrtněte tečnu ke grafu funkce f v jej́ım bodě [3, f(3)] a napǐste jej́ı rovnici. Dále
zjistěte, na jaké straně tečny lež́ı graf funkce v okoĺı bodu x = 3.

f : x 7→ x2

√
x + 1

20. Hodnota č́ıselného výrazu
√

9.2 je přibližně rovna třem. Zpřesněte hodnotu bez
použit́ı kalkulačky výpočtem derivace vhodné funkce.

20b. Hodnota č́ıselného výrazu 1
3√
7.92

je přibližně rovna 0.25. Zpřesněte hodnotu bez

použit́ı kalkulačky výpočtem derivace vhodné funkce.

21. Napǐste Taylor̊uv polynom funkce f se středem v bodě mı́nus tři stupně dva. Zjistěte,
zda se Taylor̊uv polynom rovná funkci f dvěma zp̊usoby: úpravou a pomoćı věty o
zbytku Taylorova polynomu.

f : x 7→ x3 + 4

22. Napǐste Taylor̊uv polynom funkce f se středem v bodě nula pátého stupně.

f : x 7→ 4
√

(1 + x)7



23. Řešte rovnici s neznámou x a parametrem y a výsledek graficky znázorněte.

y = 2x−
√

1 + 4x2

Zodpovězte otázky a vysvětlete, jak se projev́ı odpovědi na grafu.

(a) Pro jaká y ∈ R má rovnice řešeńı?

(b) Pro jaká y ∈ R má rovnice v́ıce jak jedno řešeńı?

23b. Řešte rovnici s neznámou y a parametrem x a výsledek graficky znázorněte.

x = 2y −
√

1 + 4y2

Zodpovězte otázky a vysvětlete, jak se projev́ı odpovědi na grafu.

(a) Pro jaká x ∈ R má rovnice řešeńı?

(b) Pro jaká x ∈ R má rovnice v́ıce jak jedno řešeńı?

24. Rozložte výraz na součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u

x4 − 4x3 − 5x2 − 4x + 21

(x2 − 3x− 4)2

24b. Rozložte výraz na součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u

x5 − 4x4 + 8x3 − 4x2 − 5x + 5

(x2 − 3x + 4)2

24c. Rozložte výraz na součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u

2x2 + (12−
√

12)x + (12 +
√

12)

x3 + 5x2 − 6


