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2.3 Inverzńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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4 Č́ısla 51
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5.3 Derivace a extrémy funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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5.8 Řešené př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6 Dodatek – rovnice př́ımky 89
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Kapitola 1

Úvod

V textu se budeme zabývat funkcemi jedné reálné proměnné. V této úvodńı
kapitole vylož́ıme, co to funkce je, a nast́ıńıme, co všechno nás na funkćıch
bude zaj́ımat.

1.1 Co je to funkce

Historicky byla funkce předpis, např. f(x) = x2. Dnes pod pojmem funkce
rozumı́me závislost mezi dvěma proměnnými, která může, ale nemuśı být
dána jedńım předpisem. Tyto stručné historické poznámky čerpáme z [2],
4.4.7, zv́ıdavý čtenář tam najde daľśı podrobnosti.

Funkce zadané (jedńım) předpisem nazýváme elementármı́mi funkcemi.
Zkoumáńı těchto funkćı bude jedńım z našich ćıl̊u, ale nikoliv jediným.

Př́ıkladem funkćı zadaných jinak než jedńım předpisem jsou funkce f , g,1

f(x) =

{
2− x2 x < 1
x/2 x ≥ 1

g(x) =

{
2− x2 x < 1
x x ≥ 1

(1.1)

Dirichletova funkce δ

δ(x) =

{
1 x ∈ Q
0 x ∈ R \Q

nebo funkce zadané empiricky jako např́ıklad pr̊uběh teploty naměřené me-
teorologickou stanićı v závislosti na čase.

1Zápis (1.1) čteme: funkce f přǐrad́ı č́ıslu x menš́ımu než jedna č́ıslo 2 − x2 a č́ıslu x
větš́ımu nebo rovnému jedné č́ıslo. . .

7



8 KAPITOLA 1. ÚVOD

Důležitým pojmem je graf funkce. Na obrázku jsou grafy funkćı z (1.1),
vlevo funkce f , vpravo g.

Grafem Dirichletovy funkce jsou dvě
”
ř́ıdké“ př́ımky.

Někdy se funkce definuje primárně jako jej́ı graf, tedy množina dvojic
reálných č́ısel [x, y] ∈ R2 taková, že k č́ıslu x lež́ı na tomto grafu maximálně
jeden bod [x, y]. Jinak řečeno, lež́ı-li body [x, y1], [x, y2] na grafu funkce, muśı
platit y1 = y2. Formálně zapsáno G ⊂ R2 je grafem funkce, pokud plat́ı

(∀x, y1, y2 ∈ R)(([x, y1] ∈ G ∧ [x, y2] ∈ G)⇒ y1 = y2).

Čteme: pro každou trojici reálných č́ısel x, y1, y2 z platnosti [x, y1] ∈ G,
[x, y2] ∈ G plyne y1 = y2. Rozmyslete si, že významově stejné je tvrzeńı: pro
každou trojici reálných č́ısel x, y1, y2 splňuj́ıćı [x, y1] ∈ G, [x, y2] ∈ G plat́ı
y1 = y2.

2

Teprve z grafu funkce je poté odvozen předpis a definičńı obor funkce.
Č́ıslu x ∈ R přǐrad́ıme č́ıslo y splňuj́ıćı [x, y] ∈ G. Definičńım oborem je
množina č́ısel x, pro něž existuje č́ıslo y takové, že [x, y] ∈ G.

Vysvětĺıme na následuj́ıćıch grafech.

Budeme procházet obrázky zleva doprava.

1. Na obrázku je čtvrtkružnice, která je grafem funkce s definičńım oborem
[0, 1] a předpisem x 7→

√
1− x2.

2O výroćıch, kvantifikátorech, jejich čteńı a významu v́ıce pojednáme v jedné z násle-
duj́ıćıch kapitol.
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2. Půlkružnice na obrázku neńı grafem funkce. Jej́ı rovnice je x2 + y2 =
1, x ∈ [0, 1]. Pro x ∈ [0, 1) obsahuje dva r̊uzné body [x,

√
1− x2],

[x,−
√

1− x2].

3. Na obrázku je část větve hyperboly. Je grafem funkce, ale určit pouhým
pohledem z grafu jej́ı definičńı obor a předpis neńı jednoduché, protože
neńı možné hyperbolu nakreslit celou. Doplńıme-li, že souřadné osy jsou
jej́ımi asymptotami, můžeme určit definičńı obor: (0,+∞). O funkčńım
předpisu v́ıme, že je x 7→ k/x, kde konstantu k nelze určit z grafu bez
měř́ıtka.3

4. Na obrázku je graf po částech konstantńı funkce s definičńım oborem
(a, b) ∪ (b, c). Jiným zp̊usobem můžeme tento obor zapsat (a, c) \ {b}.4

5. Na obrázku tvoř́ı graf funkce čtyři body. Definičńı obor funkce je čtyř-
prvková množina {a, b, c, d}.

Výše mluv́ıme o funkci jako vztahu dvou proměnných. Jednu z proměn-
ných zpravidla označujeme x a nazýváme ji argumentem funkce, proměnnou
funkce, vzorem a ve středoškolských učebnićıch zpravidla nezávisle proměn-
nou. Druhou proměnnou zpravidla označujeme y nebo f(x) (pro funkci po-
jmenovanou f) a nazýváme ji funkčńı hodnotou, obrazem a ve středoškols-
kých učebnićıch zpravidla závisle proměnnou. Pokud maj́ı proměnné nějaký
význam, třeba geometrický (délka, obsah, souřadnice, . . . ) nebo fyzikálńı
(čas, rychlost, śıla, teplota, . . . ), často použijeme mı́sto x, y značeńı dané
veličině odpov́ıdaj́ıćı. Např́ıklad označ́ıme čas t, vzdálenost s a s = 1/2gt2

je závislost dráhy na čase při pohybu v gravitačńım poli intenzity g. Nebo
označ́ıme délku hrany krychle a, objem krychle V a V = a3 je závislost
objemu na délce hrany.

Pojmy (termı́ny) vzor a obraz znáte z geometrie při zobrazováńı (posunut́ı,
otočeńı, zrcadleńı). Funkce je speciálńım typem zobrazeńı, kde vzory a obrazy
jsou č́ısla.

Úkol. Uved’te daľśı př́ıklady funkćı jak elementárńıch, tak ostatńıch. Nejlépe
takové, které popisuj́ı závislost fyzikálńıch, geometrických, př́ıpadně jiných

3Z grafu urč́ıme jen znaménko k. Pro hyperbolu v prvńım kvadrantu je k > 0.
4Prvńı zp̊usob je sjednoceńı dvou otevřených interval̊u, druhý je rozd́ıl intervalu a

jednoprvkové množiny. Vı́ce o množinách, operaćıch s nimi a zp̊usobech zápisu v některé
z daľśıch kapitol.
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”
reálných“ veličin. Dále uved’te př́ıklady množin G ⊂ R2 a určete, zda jsou

grafem funkce a př́ıpadně určete definičńı obor a předpis funkce.

1.2 Co budeme na funkćıch zkoumat

Bude nás zaj́ımat, jak se měńı funkčńı hodnota při změně proměnné – tyto
změny zpravidla znázorňujeme na grafu funkce a použ́ıváme k tomu ńıže
uvedenou terminologii.

Č́ıslo ∆x budeme nazývat př́ır̊ustkem proměnné x, č́ıslo ∆f př́ır̊ustkem funkce
(přesněǰśı by asi bylo ř́ıkat př́ır̊ustek funkčńı hodnoty, ale moc se to ne-
použ́ıvá). Následuj́ıćı obrázky ukazuj́ı situaci, kdy je př́ır̊ustek funkce, př́ı-
padně př́ır̊ustek proměnné záporný.

1.3 Spojitost funkce

V př́ıpadě, že pro
”
malé“ hodnoty ∆x je př́ır̊ustek funkce ∆f

”
malý“, budeme

ř́ıkat, že je funkce f spojitá v bodě x0. Úvozovkami chceme zd̊uraznit značnou
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vágnost tohoto popisu. Pojem spojitosti se vyv́ıjel, podle poznámek 4.4.7
zmı́něných výše byly kdysi obě funkce f , g uvedené v (1.1) považovány za
nespojité5 v bodě x = 1, protože se v tomto bodě měńı funkčńı předpis.
Podle současné definice spojitosti neńı funkce f v bodě x = 1 spojitá zat́ımco
funkce g ano. Přesná definice pojmu spojitosti je poměrně obt́ıžná a uvedeme
ji později. K jej́ımu bližš́ımu objasněńı uvedeme ještě několik př́ıklad̊u.

Na levém obrázku je graf funkce

f(x) = sin(1/x),

na pravém

g(x) = x sin(1/x).

Obě funkce maj́ı kořeny v bodech 1/x = kπ, tedy x = 1/(kπ), a tedy v okoĺı
nuly je kořen̊u nahuštěno nekonečně mnoho. V bodě x = 0 tyto funkce nejsou
definované. Pokud chceme, můžeme je v tomto bodě dodefinovat. Vzniknou
t́ım nové funkce, které označ́ıme f̂ , ĝ.

f̂(x) =

{
sin(1/x) x 6= 0

0 x = 0
ĝ(x) =

{
x sin(1/x) x 6= 0

0 x = 0
(1.2)

Ř́ıkáme, že funkce f̂ je rozš́ıřeńım funkce f , funkce ĝ je rozš́ı̌reńım funkce g.
Protože pro hodnoty x

”
bĺızké“ nule jsou hodnoty ĝ(x)

”
bĺızké“ ĝ(0), je

funkce ĝ spojitá v bodě nula a mluv́ıme o spojitém rozš́ıřeńı. Funkce f̂ je
rozš́ı̌reńım funkce f , ale neńı jej́ım spojitým rozš́ı̌reńım.

Na následuj́ıćıch obrázćıch je daľśı př́ıklad spojitého rozš́ı̌reńı, kdy de-
finičńı obor výrazu zvětš́ıme pokráceńım.

Na obrázku vlevo je graf funkce

h(x) =
x2 − 1

x− 1

a vpravo graf funkce

ĥ(x) = x+ 1.

5Ř́ıkáme-li, že je funkce v bodě nespojitá, máme na mysli, že neńı spojitá. Toto neńı
zcela samozřejmé, např́ıklad rostoućı a nerostoućı funkce nejsou v tomto smyslu doplňkové
pojmy.
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K pojmu spojitosti zat́ım uvedeme, že elementárńı funkce (tedy funkce za-
dané jedńım funkčńım předpisem, které znáte ze středńı školy) jsou na svých
definičńıch oborech spojité.

Pokud funkce neńı v bodě x0 spojitá, ale lze ji v tomto bodě spojitě
rozš́ı̌rit, ř́ıkáme, že má funkce v bodě x0 odstranitelnou nespojitost. Př́ıkladem
odstranitelných nespojitost́ı je nespojitost funkce g v bodě x = 0 a nespoji-
tost funkce h v bodě x = 1.

Daľśım typem nespojitosti je nespojitost typu skoku.

Uvažujme funkci, která č́ıslu x přǐrad́ı č́ıslo, které
z č́ısla x vznikne zaokrouhleńım na celé č́ıslo. Tato
funkce neńı spojitá v bodě x = 0.5.
Č́ısla x ∈ (0, 0.5) zaokrouhĺıme na nulu, zat́ımco
č́ısla x ∈ (0.5, 1) zaokrouhĺıme na jedničku. Funkčńı
hodnota tedy při

”
přechodu“ přes x = 0.5

”
skoč́ı“ o

jedna.

Př́ıkladem funkce, která neńı spojitá a tato nespojitost neńı odstranitel-
nou nespojitost́ı ani nespojitost́ı typu skoku, jsou funkce f a f̂ .

1.4 Limita funkce

S pojmem spojitosti úzce souviśı pojem limita. Např́ıklad funkce h : x 7→
(x2 − 1)/(x − 1) zmiňovaná výše neńı definovaná v bodě x = 1, ale má
v tomto bodě limitu rovnu ĥ(1) = 2. Zjednodušeně to znamená, že pro x
bĺızké jedné je h(x) bĺızké dvěma.

Daľśım př́ıkladem funkce maj́ıćı limitu je výše zmiňovaná funkce g : x 7→
x sin(1/x). V bodě nula má limitu rovnu nule.

Př́ıklad funkce nemaj́ıćı limitu je f : x 7→ sin(1/x) v bodě nula. Vysvět-
ĺıme proč: pro velká k ∈ N jsou obě x+ = 1/(π/2 + 2kπ) a x− = 1/(−π/2 +
2kπ)

”
hodně bĺızko“ nule a zároveň je f(x+) = sin(1/x+) = 1 a f(x−) =

sin(1/x−) = −1. Neexistuje tedy žádné reálné č́ıslo, kterému by byly hodnoty
f(x)

”
bĺızké“ pro

”
všechna x bĺızká“ nule.

Na následuj́ıćım obrázku je graf funkce x 7→ (sinx)/x. V nule neńı funkce
definovaná, ale z obrázku je vidět, že má v nule limitu. Hodnota limity záviśı
na jednotkách, které zvoĺıme pro výpočet sinu. Oblouková mı́ra (radiány) se
vyznačuje t́ım, že hodnota této limity je rovna jedné. V některé z daľśıch
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kapitol tuto skutečnost ukážeme. Připomeneme si přitom, jak je oblouková
mı́ra definovaná.

1.4.1 Nevlastńı limity, jednostranné limity

Výše uvedené limity popisuj́ı chováńı funkce v okoĺı bodu x0 ∈ R, a to takové
chováńı, kdy funkčńı hodnoty jsou bĺızké hodnotě L ∈ R pro x bĺızké x0. Č́ıslo
L nazýváme limitou funkce v bodě x0.

Pojem limita funkce zahrnuje i př́ıpady, kdy některé z č́ısel x0, L, nebo
př́ıpadně obě, jsou nekonečné. Vysvětĺıme na funkci f a jej́ım grafu.

f : x 7→ x+ 1

2x+ 1

Pro x velké kladné je funkčńı hod-
nota bĺızká jedné polovině. Ř́ıkáme,
že má funkce f v bodě +∞ limitu
rovnu 1/2 a o limitě mluv́ıme jako o
vlastńı limitě v nevlastńım bodě.

Předpona ne ve slově nevlastńı o-
značuje nekonečnou hodnotu.

Podobně je limita funkce f v bo-
dě −∞ rovna 1/2.

Úkol. Zodpovězte otázky: Jak se jmenuje křivka, která je grafem funkce f?
Jaký má tato křivka vztah k př́ımce o rovnici y = 1/2? A jak vztah křivky a
př́ımky souviśı s nevlastńımi limitami, o kterých se ṕı̌se výše?

Nev́ıte-li si rady, tak načrtněte graf funkce f , popǐste osy, dokreslete na
ně měř́ıtko a načrtněte i př́ımku o rovnici y = 1/2.

V bodě x = −1/2 neńı funkce f definovaná a v jeho okoĺı nabývá velkých
hodnot. Pro x o trochu větš́ı než 1/2 jsou funkčńı hodnoty velké kladné –
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ř́ıkáme, že má funkce v bodě x = −1/2 zprava limitu rovnu +∞ a mluv́ıme
o nevlastńı limitě ve vlastńım bodě.

Podobně: v bodě x = −1/2 zleva má funkce limitu rovnu −∞.

Úkol. Zodpovězte stejné otázky jako výše pro př́ımku o rovnici x = −1/2.

Ještě jeden graf a př́ıklad: x 7→ 21/x.

Limita v bodě x = 0 zleva je rovna
nule, zprava je rovna +∞.
Z grafu lze tušit i limity v bodech
±∞. V kapitole o limitách slože-
né funkce si vysvětĺıme, že jsou o-
bě rovny jedné. Pokud se nad ni-
mi chcete zamyslet už ted’, tak si
rozmyslete, jakých hodnot nabývá
výraz 21/x pro x hodně velké kladné,
př́ıpadně hodně velké záporné.

Úkol. Jednostranné limity v nule jsme určili z grafu. Určete je bez grafu jen
z vlastnost́ı (a graf̊u) funkćı x 7→ y = 1/x, y 7→ 2y.

Daľśım př́ıkladem jednostranných limit je
”
zaokrouhlovaćı“ funkce z konce

článku 1.4. Limita této funkce v bodě 0.5 zleva je rovna nule a zprava rovna
jedné.

1.5 Aproximace funkćı

Někdy si potřebujeme práci s funkcemi zjednodušit, proto
”
složitou“ funkci

nahrad́ıme
”
jednodušš́ı“ funkćı. Za toto nahrazeńı a zjednodušeńı zaplat́ıme

menš́ı přesnost́ı. Mı́sto o nahrazeńı mluv́ıme většinou o aproximaci.

Za aproximuj́ıćı funkci často voĺıme lineárńı funkci, nebo, chceme-li apro-
ximaci zpřesnit, polynom.

Aproximace může být lokálńı nebo globálńı.

1.5.1 Aproximace polynomem

Ukážeme na grafu a na tabulce funkčńıch hodnot dvě r̊uzné aproximace
funkce sinus polynomem třet́ıho stupně.
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Vlevo je černě graf funkce sinus na intervalu
[0, π/2] a červeně na stejném intervalu graf
polynomu. Nazýváme ho Taylor̊uv polynom
a budeme se j́ım v některé z daľśıch kapitol
zabývat.

T : x 7→ x− x3

6

Na daľśım obrázku je podobná situace, tentokrát s interpolačńım6 polyno-
mem.

Grafy se téměř překrývaj́ı. Při zvětšeńı je
vidět, jak černý graf přecháźı několikrát přes
červený. Potvrd́ı se to v tabulce dole.a

I : x 7→ −0.114x3−0.066x2+1.023x−0.0011

aKoeficienty jsou zaokrouhlené. Rozd́ıly v tabulce
jsou spoč́ıtané pro přesněǰśı hodnoty koeficient̊u.

x sinx T (x) I(x) T (x)− sinx I(x)− sinx
0 0 0.000 -0.001 0 −10−3

0.2 0.199 0.199 0.200 −3× 10−6 10−3

0.4 0.389 0.389 0.390 −9× 10−5 6× 10−4

0.6 0.565 0.564 0.564 −6× 10−4 −8× 10−4

0.8 0.717 0.715 0.716 −3× 10−3 −10−3

1 0.841 0.833 0.841 −8× 10−3 −6× 10−4

1.2 0.932 0.912 0.933 −2× 10−2 9× 10−4

1.4 0.985 0.943 0.987 −4× 10−2 10−3

V tabulce je v prvńım sloupci hodnota proměnné x, ve druhém jej́ı funkčńı
hodnota sin x, ve třet́ım je hodnota Taylorova polynomu T (x), ve čtvrtém
hodnoty interpolačńıho polynomu I(x) a v pátém a šestém jsou hodnoty
rozd́ıl̊u T (x) − sinx, I(x) − sinx. Tyto rozd́ıly ukazuj́ı kvalitu aproximace.
Vid́ıme, že aproximace Taylorovým polynomem je dobrá v okoĺı bodu nula
a ve větš́ı vzdálenosti od bodu nula se zhoršuje. Aproximace interpolačńım
polynomem je stejně dobrá v celém intervalu. Taylor̊uv polynom proto někdy
nazýváme lokálńı aproximaćı a interpolačńı polynom globálńı aproximaćı.

6Vybrali jsme čtyři body z intervalu [0, π/2] a sestavili polynom maj́ıćı stejnou funkčńı
hodnotu jako aproximovaná funkce sinus. Vı́ce si zv́ıdavý čtenář může přeč́ıst např́ıklad
v [2], v tomto textu se interpolačńımu polynomu věnovat nebudeme.
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V textu se budeme podrobněji zabývat lokálńı aproximaćı. Nejdř́ıve bu-
deme aproximovat lineárńı funkćı a ukážeme něco, co je intuitivně jasné, a
sice, že nejlepš́ı lineárńı aproximaci źıskáme pomoćı tečny ke grafu funkce.
Později přejdeme k aproximaci polynomem vyšš́ıho stupně než jedna.

Otázky. Zamysleli jste se někdy nad t́ım, jak kalkulačka poč́ıtá sinus? Pokud
byste měli na výběr některý z interpolačńıch polynomů, přitom kv̊uli větš́ı
přesnosti bychom použili polynomy vyšš́ıho stupně, který byste použili? Šlo
by oba polynomy zkombinovat? Jak byste je zkombinovali, aby byla přesnost
a rychlost výpočtu7 co nejlepš́ı?

1.6 Derivace

Daľśım pojmem je derivace, která
”
malé“ změny proměnných přesněji kvan-

tifikuje. Pod́ıvejme se, co se děje s pod́ılem př́ır̊ustk̊u funkce a jej́ı proměnné
∆f/∆x při zmenšováńı ∆x k nule. Vysvětĺıme na funkci, jej́ımž grafem je
oblouček, vezmeme tu z článku 1.2. Na obrázćıch je kromě grafu funkce f
a bodu x0 na ose x zobrazen měńıćı se př́ır̊ustek ∆x. Dále je na každém
obrázku uveden pod́ıl ∆f/∆x zaokrouhlený na setiny.

7Č́ım v́ıce člen̊u polynom má, t́ım déle se poč́ıtá jeho funkčńı hodnota.
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Na následuj́ıćım obrázku je zobrazen výřez z posledńıho grafu s nejmenš́ı
hodnotou ∆x.

Vid́ıme, že se graf funkce ve výřezu mezi x0 a x0 + ∆x podobá úsečce. To
se projev́ı t́ım, že se pod́ıl ∆f/∆x málo měńı při daľśım zmenšováńı ∆x.8

V tabulce jsou uvedeny pod́ıly př́ır̊ustk̊u v závislosti na př́ır̊ustku pro-
měnné, za čarou i pro dále se zmenšuj́ıćı hodnotu př́ır̊ustku ∆x.9

∆x 1.5 1.0 0.5 0.2 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
∆f/∆x 0.54 0.64 0.77 0.88 0.92 0.94 0.95 0.96 0.96

Vid́ıme, že se hodnoty pod́ılu
”
ustaluj́ı“ na 0.96. Pod́ıl ∆f/∆x má pro

∆x bĺıž́ıćı se k nule limitu rovnu tomuto č́ıslu. Tuto limitu nazýváme derivaćı
funkce v bodě x0.

Př́ımku procházej́ıćı bodem [x0, f(x0)], na které jsou př́ır̊ustky ∆y, ∆x
př́ımo úměrné a derivace je konstanta této úměrnosti, budeme nazývat tečnou
ke grafu funkce v bodě x0.

10 Označ́ıme-li derivaci v bodě x0 symbolem D, má
tato tečna rovnici

y = D(x− x0) + f(x0) (1.3)

8Je-li grafem opravdu úsečka, je př́ır̊ustek ∆f př́ımo úměrný př́ır̊ustku ∆x a uvedený
pod́ıl je tedy konstantńı. Pro podrobnosti odkazujeme na kapitolu 6, dodatek o př́ımé
úměře.

9Pro př́ıpad, že by chtěl čtenář uvedenou tabulku přepoč́ıtat, mu prozrad́ıme předpis
funkce

√
6x− x2 − 4 + 0.06(x− 1)2 − 0.5 a bod x0 = 1.5.

10Když mluv́ıme o chováńı funkce v bodě, např́ıklad o tečně v bodě, máme na mysli bod
na ose x charakterizovaný jedńım reálným č́ıslem. V grafu pak toto chováńı znázorňujeme
zpravidla v bodě o dvou souřadnićıch [x, f(x)].
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Na obrázku je graf funkce s tečnou a
barevně vyznačenými př́ır̊ustky.

Červeně je vyznačen př́ır̊ustek
funkce ∆f .

Zeleně je vyznačen př́ır̊ustek
na tečně, budeme ho značit df
a nazývat linearńı část́ı př́ır̊ustku
funkce.

Z podrobnosti trojúhelńık̊u plyne pro proměnné ∆x (tedy nejen to na
obrázku nakreslené)

df/∆x = D.

Modře je vyznačen rozd́ıl př́ır̊ustk̊u df −∆f .
Výše jsme se zmiňovali, že tečna je grafem lokálńı aproximace funkce.

Rozd́ıl df − ∆f je pak chybou takové aproximace. Ze vztah̊u df/∆x = D,
∆f/∆x

.
= D plyne

df −∆f

∆x
.
= 0. (1.4)

V kapitole o derivaci tento vztah budeme interpretovat: chyba aproximace
df −∆f je pro malé hodnoty ∆x ve srovnáńı s ∆x zanedbatelná.

Uvedeme ještě několik př́ıklad̊u. Na následuj́ıćıch obrázćıch nás zaj́ımá
bod, v němž je graf

”
zlomený“. Pod́ıl př́ır̊ustk̊u ∆f/∆x vpravo od tohoto

bodu se lǐśı od pod́ılu vlevo. Graf funkce nemá v tomto bodě tečnu a funkce
nemá v tomto bodě derivaci. Na obrázku vpravo jsou ke grafu tečkovaně
dokresleny

”
polotečny“ na obě strany.

Podobným př́ıkladem je funkce absolutńı hodnota: x 7→ |x| v bodě nula.

V daľśıch př́ıkladech ukážeme, že tečna ke grafu funkce tak, jak jsme
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ji definovali, nemuśı mı́t obvyklý geometrický význam. Jej́ı hlavńı význam
vyjadřuje vztah (1.4). Na obou obrázćıch dole nás zaj́ımá tečna ke grafu
funkce v počátku soustavy souřadné. Z geometrie jste zvykĺı, že např́ıklad
kružnice lež́ı celá na jedné straně své tečny. Na obrázku vlevo tomu tak neńı
a tečna prot́ıná graf v tečném bodě. Na obrázku vpravo je tečnou osa x,
protože vyhovuje aproximačńı vlastnosti (1.4) a nevad́ı, že v okoĺı tečného
bodu graf tečnu mnohokrát11 protne.

1.7 Nekonečně malé veličiny

Pojem derivace funkce pocháźı od sira Isaaca Newtona (1642 – 1727) a Gott-
frieda Wilhelma Leibnize (1646 – 1716). Pojmy spojitosti funkce (Bolzano
1817) a limity funkce (Weierstrass 1874) jsou o v́ıc jak sto let mladš́ı. Pánové
Newton a Leibniz za derivaci považovali pod́ıl nekonečně malých př́ır̊ustk̊u
funkčńı hodnoty a proměnné funkce.

Nekonečně malý př́ır̊ustek proměnné x označ́ıme dx. Jemu odpov́ıdá ne-
konečně malý př́ır̊ustek funkčńı hodnoty dy = f(x + dx)− f(x). Pro funkci
x 7→ x2 dostaneme

dy = (x+ dx)2 − x2 = 2x dx+ (dx)2.

Odtud dostaneme pod́ıl

dy

dx
=

2x dx+ (dx)2

dx
= 2x+ dx

Př́ır̊ustek dx je nekonečně malý, proto za něj dosad́ıme nulu. Dostaneme
derivaci funkce x 7→ x2

dy

dx
= 2x

11Dokonce nekonečněkrát, předpis funkce je x 7→ x2 sin(1/x). Srojvejte s grafem funkce
x 7→ x sin(1/x) uvedeným v 1.3
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Ve výpočtu je rozpor: výrazem dx nejdř́ıve děĺıme a pak za něj dosad́ıme
nulu. S t́ımto rozporem se matematici dlouhé roky vyrovnávali konceptem
nekonečně malé nenulové veličiny, kterou chápali intuitivně. Teprve v dobách
Bolzana a Weierstrasse matematici začali použ́ıvat pojmy spojitosti a limity
k vyřešeńı tohoto rozporu.

1.8 WolframAlpha

Na webu www.wolframalpha.com si můžete nechat vykreslit grafy elemen-
tárńıch funkćı. Kĺıčové slovo je plot. Vyzkoušejte

plot(x sin(1/x))

plot(x sin(1/x), (x,0,0.1))

plot(x^2, x^4, x^6)

plot(sin(x)/x)

plot(2^(1/x))

Grafy berte jako užitečnou ilustraci, ale mějte na paměti, že jsou vy-
kreslovány z vypoč́ıtaných funkčńıch hodnot a někdy takový zp̊usob některé
vlastnosti funkce zkresĺı. Pod́ıvejte se třeba na graf funkce x 7→ ecotg x na
intervalu [π/4, π] a zamyslete se nad pr̊unikem grafu s osou x.

plot(exp(cot(x)), (x, PI/4, PI))

Jedńım z ćıl̊u tohoto textu je vyložit, jak źıskat zaj́ımavé body grafu
výpočtem. WolframAlpha vám pak může sloužit jako kontrola vašich výpoč-
t̊u, nebo jako vod́ıtko, které vaše výpočty nasměruje, nev́ıte-li si s nimi rady.
Při výkladu budeme WolframAlpha použ́ıvat pro znázorněńı prob́ıraných
pojmů.

1.9 Elementárńı funkce

Daľśım naš́ım ćılem bude definováńı elementárńıch funkćı a zkoumáńı jejich
vlastnost́ı.

Začneme funkcemi, k jejichž definici stač́ı aritmetické operace. Patř́ı mezi
ně polynomy, možná je znáte pod názvem mnohočleny, a pod́ıly polynomů,
ty budeme nazývat racionálńı funkce.
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Řekneme si něco o kořenech polynomů a o rozkladu polynomu na součin
kořenových činitel̊u. Tyto pojmy by vám měly být povědomé pro kvadratické
polynomy. My je budeme uvažovat i pro polynomy vyšš́ıho stupně.

Předpokládáme, že čtenář umı́ sč́ıtat racionálńı funkce, my si ukážeme
opačnou operaci, a sice rozklad racionálńı funkce na součet jednodušš́ıch ra-
cionálńıch funkćı, těm budeme ř́ıkat parciálńı zlomky. Řekneme si, jak ze jme-
novatele racionálńı funkce určit jmenovatele parciálńıch zlomk̊u, např́ıklad

x

x2 − 1
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
x2 + 2x+ 3

x(x2 + 1)
=

A

x
+
Bx+ C

x2 + 1

a ukážeme si, jak se spoč́ıtaj́ı hodnoty č́ısel A, B př́ıpadně C.

Daľśı funkce, kterými se budeme zabývat, jsou odmocniny. Ukážeme si, že
existence odmocnin neńı úplně samozřejmá a že souviśı s vlastnost́ı reálných
č́ısel, o které budeme mluvit v kapitole o č́ıslech.

V kapitole o spojitých funkćıch pak ukážeme, že funkce definovaná na
intervalu, která je na něm spojitá a nav́ıc bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı má
inverzńı funkci, jej́ıž definičńı obor je opět interval. Tato vlastnost nám pak
bude sloužit při definováńı daľśıch inverzńıch funkćı, a sice logaritmů a cyk-
lometrických funkćı.12

Probereme vlastnosti mocninných funkćı. Budeme je budovat postupně
pro exponent, který je přirozené č́ıslo, nula, celé č́ıslo, racionálńı č́ıslo. Vy-
světĺıme si přitom, že vztahy

x0 = 1 x−1 = 1/x x1/2 =
√
x (1.5)

jsou d̊usledkem přirozeného požadavku, aby vztah

am+n = aman, (1.6)

který odvod́ıme pro exponenty m,n ∈ N platil i pro m,n ∈ R.
Od mocninných funkćı přejdeme k funkćım exponenciálńım. Vztahy (1.5)

nám umožńı pro a > 0 definovat funkci q 7→ aq pro q ∈ Q. Z množiny

12Mezi cyklometrické funkce patř́ı arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens. Na kalkulačce jsou obvykle značeny jako sin−1, tan−1 a je dobré si pamatovat, že

”
na mı́nus prvou“ neoznačuje mocninu.
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racionálńıch č́ısel pak exponenciálńı funkci spojitě rozš́ı̌ŕıme na množinu
reálných č́ısel.

V [2] je symbolem exp označena exponenciálńı funkce se základem e
.
=

2.718. Je zde definovaná vztahy

(∀x1, x2 ∈ R)(exp(x1 + x2) = exp(x1) exp(x2)) (1.7)

(∀x ∈ R)(exp(x) ≥ 1 + x) (1.8)

Přitom (1.7) je jen jinak napsaný vztah (1.6). Vztah (1.8) určuje mimo
jiné základ exponenciálńı funkce, viz následuj́ıćı obrázky.

Na obou obrázćıch je plnou čarou
graf funkce exp s př́ımkou o rovnici
y = x+1. Nerovnost (1.8) se na grafu
projev́ı t́ım, že se graf exponenciálńı
funkce př́ımky dotýká a mimo bod
dotyku lež́ı nad př́ımkou.

Tečkovaně jsou na obrázćıch
grafy s jiným základem. Na obrázku
vlevo x 7→ 2x, na obrázku vpravo
x 7→ 4x.

Je vidět, že osu y oba tečkované grafy prot́ınaj́ı pod jiným úhlem než
př́ımka a lež́ı tedy částečně pod ńı. Exponenciálńı funkce se základem 2
př́ıpadně 4 tedy nesplňuj́ı (1.8).

Ukážeme si později, že vztah (1.8) nav́ıc zajǐst’uje spojitost exponenciálńı
funkce a t́ım i jednoznačné rozš́ı̌reńı z racionálńıch na reálné exponenty.

Budeme definovat logaritmus jako funkci inverzńı k exponenciálńı funkci
a budeme použ́ıvat značeńı běžné v matematické literatuře – symbolem log
budeme značit logaritmus se základem e, který znáte pod názvem přirozený
logaritmus. S dekadickým logaritmem se v matematické literatuře setkáváme
zř́ıdka.

Exponenciálńı funkci při obecném kladném základu pak definujeme po-
moćı exponenciálńı a logaritmické funkce vztahem ax = exp(x log a).

Připomeneme trigonometrickou definici goniometrických funkćı, zobecněńı
pro jiné než ostré úhly na jednotkové kružnici a odvod́ıme součtové vzorce
pro sinus a kosinus. Řekneme si, že se goniometrické funkce daj́ı definovat po-
moćı součtových vzorc̊u podobně jako funkce exponenciálńı v (1.7), (1.8), ale
v́ıce se tomuto zp̊usobu věnovat nebudeme a odkážeme př́ıpadného zájemce
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na [2]. Vystač́ıme s definićı na jednotkové kružnici a odvozenými součtovými
vzorci.
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Kapitola 2

Aritmetika a funkce

Budeme se zabývat funkcemi, k jejichž definici stač́ı aritmetické operace. Jsou
to polynomy1 a pod́ıly polynomů2. Na těchto funkćıch vylož́ıme vlastnosti
funkćı jako sudost, lichost, monotonii a řekneme, co je obor hodnot funkce.

Dále se budeme zabývat inverzńı funkćı. Vysvětĺıme, jak souviśı inverzńı
funkce s rovnićı s parametrem. Speciálně budeme pomoćı inverzńı funkce
definovat odmocniny.

2.1 Mocniny s přirozeným exponentem

Zápis an = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n×

můžeme chápat jako zkratku. Tato zkratka vede př́ımo-

čaře k následuj́ıćı definici an pro a ∈ R, n ∈ N, n ≥ 1:

a1 = a a pro n ≥ 2 an = a · an−1 (2.1)

Č́ıslo a nazýváme základem mocniny a č́ıslo n exponentem.
Funkci x 7→ xn nazýváme mocninnou funkćı.3 V celém článku (2.1) bu-

deme uvažovat mocninné funkce jen s kladnými přirozenými exponenty.

2.1.1 Grafy mocninných funkćı

Na následuj́ıćıch obrázćıch jsou grafy mocninných funkćı. Vlevo plnou čarou
pro exponent n = 2 a čárkovanou pro n = 3.

1Český termı́n pro polynomy je mnohočleny.
2Pod́ıly polynomů nazýváme racionálńımi funkcemi.
3Funkci x 7→ ax nazýváme exponenciálńı funkćı.

25
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Uprostřed černě pro n = 4, modře pro n = 5 a červeně pro n = 6. Vpravo
černě pro n = 10, modře pro n = 21 a červeně pro n = 100.

Všechny mocninné funkce jsou definované na množině reálných č́ısel (tj.
jejich definičńı obor je R).

2.1.2 Sudost, lichost

Pro sudé n je (−x)n = xn.
Na grafu se tato vlastnost projev́ı jako
symetrie vzhledem k ose y:
lež́ı-li bod [x, y] na grafu funkce,
pak i bod [−x, y] lež́ı na grafu funkce.

Pro liché n je (−x)n = −xn.
Na grafu se tato vlastnost projev́ı jako
symetrie vzhledem k počátku:
lež́ı-li bod [x, y] na grafu funkce,
pak i bod [−x,−y] lež́ı na grafu funk-
ce.

Tyto vlastnosti mocninných funkćı vedou k definici sudé a liché funkce.

Definice sudé funkce. Funkci f nazveme sudou funkćı, pokud pro každé x
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z jej́ıho definičńıho oboru plat́ı: f je definovaná v −x a f(−x) = f(x).
Po označeńı definičńıho oboru funkce f symbolem D definici formálně zaṕı-
šeme

(∀x ∈ D)(−x ∈ D ∧ f(−x) = f(x))

Často mı́sto logické spojky
”
a zároveň“ ∧ ṕı̌seme čárku

(∀x ∈ D)(−x ∈ D, f(−x) = f(x))

Definice liché funkce. Funkci f nazveme lichou funkćı, pokud pro každé x
z jej́ıho definičńıho oboru plat́ı: f je definovaná v −x a f(−x) = −f(x).
Definici formálně zaṕı̌seme

(∀x ∈ D)(−x ∈ D, f(−x) = −f(x))

2.1.3 Monotonie

V kapitole o č́ıslech 4.3, lemma o umocňováńı nerovnost́ı, ukážeme, že pro
nezáporná a, b splňuj́ıćı a < b a přirozené kladné n plat́ı an < bn. Toto tvrzeńı
lze zapsat pomoćı implikace

pro kladné přirozené n plat́ı (∀a, b ∈ [0,+∞))(a < b =⇒ an < bn)

Nı́že připomeneme definici funkce rostoućı na množině. Výše uvedený
výrok znamená, že mocninná funkce je rostoućı na intervalu [0,+∞).

Definice rostoućı funkce. Řekneme, že je funkce f rostoućı na množině
M ⊆ R, pokud plat́ı

(∀x1, x2 ∈M)(x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2))

Ukážeme, že pro lichý exponent je mocninná funkce rostoućı na R. Máme
tedy ukázat platnost výroku

(∀x1, x2 ∈ R)(x1 < x2 =⇒ xn1 < xn2 )

Rozebereme postupně čtyři př́ıpady: 1) x1, x2 ∈ [0,+∞) 2) x1 ∈ (−∞, 0),
x2 ∈ [0,+∞) 3) x1 ∈ [0,+∞), x2 ∈ (−∞, 0) 4) x1, x2 ∈ (−∞, 0)

Prvńı př́ıpad jsme rozebrali výše.
V druhém př́ıpadě je pravdivý i předpoklad x1 < x2 i závěr xn1 < xn2

implikace, takže je implikace pravdivá.
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Ve třet́ım př́ıpadě neńı pravdivý ani předpoklad ani závěr implikace a
implikace je tedy pravdivá.

Rozebereme čtvrtý př́ıpad:
Je-li x1 < x2, je −x2 < −x1 a −x1,−x2 ∈ (0,+∞). Protože je mocninná
funkce na (0,+∞) rostoućı, plyne odtud (−x2)n < (−x1)n. Pro lichý expo-
nent uprav́ıme na −(xn2 ) < −(xn1 ) a dále na xn1 < xn2 .

Proto pro x1, x2 ∈ (−∞, 0) plat́ı implikace x1 < x2 =⇒ xn1 < xn2 .

Úkoly.

1. Ukažte, že pro sudé n plat́ı

(∀x1, x2 ∈ (−∞, 0])(x1 < x2 =⇒ xn1 > xn2 )

Funkci splňuj́ıćı tento výrok nazýváme klesaj́ıćı na množině (−∞, 0].

2. Napǐste definici funkce klesaj́ıćı na množině M .

2.1.4 Obor hodnot

Ze středńı školy v́ıte, že mocninné funkce maj́ı pro lichý exponent obor hod-
not roven množině reálných č́ısel a pro sudý exponent množině nezáporných
reálných č́ısel. My se zde zamysĺıme, co tato tvrzeńı znamenaj́ı. Nejdř́ıve
připomeneme definici oboru hodnot funkce.

Defince oboru hodnot. Pro funkci f s definičńım oborem D nazýváme
oborem hodnot množinu jej́ıch funkčńıch hodnot, tedy množinu

H(f) = {f(x) : x ∈ D}

Jak zjist́ıme z grafu funkce, že č́ıslo a ∈ R lež́ı v oboru hodnot funkce?
Sestroj́ıme př́ımku o rovnici y = a a zjist́ıme, zda má s grafem společný
alespoň jeden bod. Pokud ano, pak je a prvkem oboru hodnot funkce.4

Na obrázku je graf funkce x 7→ x2 a př́ımka o rovnici y = a pro a > 0.
Pr̊useč́ık grafu5 a př́ımky má x-ovou souřadnici vyhovuj́ıćı rovnici x2 = a.

4A pokud ne, tak a neńı prvkem oboru hodnot.
5Grafem je parabola.
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Na následuj́ıćıch obrázćıch bychom rádi zpochybnili samozřejmost exis-
tence takových pr̊useč́ık̊u. Bude nás zaj́ımat, co se stane, zvětš́ıme-li výřez
s pr̊useč́ıkem, jako na obrázku vpravo nahoře. Když budeme uvažovat nějaký
hmotný objekt, třeba paṕır, na kterém právě čtete tyto řádky6, tak z fyziky
v́ıte, že pro naše oči a náš hmat pevná hmota se při velkém zvětšeńı přeměńı
na malinké atomy, které se skládaj́ı z ještě mnohem menš́ıho jádra obklo-
peného prázdnem vyplněným ještě menš́ımi elektrony.7 Nemůže se stát něco
podobného při zvětšeńı okoĺı pr̊useč́ıku?

Na obrázćıch je vyznačeno, co by se mohlo při zvětšeńı stát: na levém je
v grafu mezera okolo př́ımky y = a a př́ımka tedy s grafem nemá pr̊useč́ık.
Na obrázku vpravo sice mezera neńı, ale v grafu chyb́ı právě ten bod, ve

6př́ıpadně elektronické zař́ızeńı, ze kterého čtete
7Zjistěte kolikrát je atomové jádro menš́ı než atom.
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kterém by se s ńım př́ımka protnula.
V následuj́ıćım textu ukážeme, že pro mocninnou funkci při sebevětš́ım

zvětšeńı ani jeden z obrázk̊u nenastane. Důsledkem bude existence pr̊useč́ıku
a tedy existence odmocniny.

2.1.5 Spojitost

Ukážeme, že v grafu mocninné funkce nemůže vzniknout mezera. Uprav́ıme
rozd́ıl funkčńıch hodnot

bn − an = (b− a)(bn−1 + abn−2 + · · ·+ an−1)

Budeme uvažovat a, b z intervalu I = [0,M ].
Pak je

bn−1 + abn−2 + · · ·+ an−1 ≤ nMn−1

Budeme předpokládat, že a < b a nerovnici
vynásob́ıme kladným rozd́ılem b− a. Dosta-
neme

bn − an ≤ nMn−1(b− a)

Volbou dostatečně malého b− a můžeme udělat bn− an dostatečně malé.
Konkrétně pro b − a = ε

nMn−1 dostaneme bn − an ≤ ε. Proto nemůže nastat
situace na obrázku.

Co když je v grafu mezera nulové velikosti? Ukážeme, že taková situace
nastane, pokud za č́ısla považujeme jen č́ısla racionálńı a naopak nenastane
při použit́ı č́ısel reálných.

2.1.6 Mocninná funkce na racionálńıch č́ıslech

Připomı́náme, že racionálńı č́ısla jsou pod́ıly celých č́ısel. Mezi racionálńı č́ısla
patř́ı i č́ısla celá, např́ıklad č́ıslo dva můžeme napsat ve tvaru pod́ılu jako 2/1.

Budeme hledat vzor č́ısla 2 funkce druhá mocnina v množině racionálńıch
č́ısel, tedy budeme hledat dvojici celých č́ısel p, q splňuj́ıćı

(p/q)2 = 2
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Úpravou dostaneme

p2 = 2q2

Na pravé straně rovnice je sudé celé č́ıslo, proto muśı být sudé č́ıslo i na levé
straně, a proto muśı být i č́ıslo p sudé8.

Odtud plyne, že lze p vyjádřit jako
dvojnásobek celého č́ısla r

p = 2r

dosazeńım p2 = 4r2 a pokráceńım
dvěma dostaneme

2r2 = q2

odkud podobnou úvahou plyne, že je
je i č́ıslo q sudé.

Došli jsme tedy v závěru, že obě č́ısla v pod́ılu p/q = 2 muśı být sudá. To je
ale ve sporu s t́ım, že každé racionálńı č́ıslo je možné vyjádřit ve zkráceném
tvaru tak, že je čitatel nesoudělný s jmenovatelem.

Odtud plyne, že neexistuje dvojice celých č́ısel splňuj́ıćı (p/q)2 = 2.

2.1.7 Reálná č́ısla a odmocnina

V minulém odstavci jsme ukázali, že v množině racionálńıch č́ısel nemá
rovnice řešeńı, tedy neexistuje racionálńı č́ıslo q splňuj́ıćı q2 = 2. Z toho
d̊uvodu zavád́ıme reálná č́ısla. Názorně můžeme reálná č́ısla definovat po-
moćı vzájemně jednoznačné korespondence s body na př́ımce – zadáme na
př́ımce polohu nuly a jedničky, a pak každému bodu na př́ımce odpov́ıdá
právě jedno reálné č́ıslo a každému reálnému č́ıslu odpov́ıdá právě jeden bod
na př́ımce. Takovou korespondenci v matematice nazýváme vzájemně jedno-
značným zobrazeńım.

Definice vzájemně jednoznačné funkce – bijekce. Funkci f nazveme
vzájemně jednoznačným zobrazeńım množiny D ⊆ R na množinu H ⊆ R,
pokud ke každému y ∈ H existuje právě jedno x ∈ D splňuj́ıćı f(x) = y a
ke každému x ∈ D existuje právě jedno y ∈ H splňuj́ıćı f(x) = y. Vzájemně

8Kdyby bylo p liché, bylo by liché i p2.
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jednoznačné zobrazeńı také někdy nazýváme bijekćı množiny D na množinu
H.

Úloha. Rozmyslete si, že každé vzájemně jednoznačné zobrazeńı je také
prostým zobrazeńım.

Poznámka. Jiný zp̊usob zavedeńı reálných č́ısel je pomoćı jejich nekonečného
desetinného rozvoje. Upozorněme na překvapivou skutečnost, že zobrazeńı
množiny reálných č́ısel na množinu nekonečných desetinných rozvoj̊u neńı
vzájemně jednoznačné. Např́ıklad č́ıslu jedna odpov́ıdaj́ı dva r̊uzné desetinné
rozvoje 1.0 a 0.9.

TODO: SOUVISLOST S VLASTNOSTÍ SUPREMA (Zkratka TODO
znamená, že text neńı kompletńı a bude později doplněn.)

2.2 Odmocniny

Definice odmocniny z nezáporného č́ısla. Pro a ∈ [0,+∞) a sudé n ≥
2 definujeme n-tou odmocninu z a jako nezáporný kořen rovnice xn = a.
Znač́ıme ji n

√
a. Pro n = 2 zpravidla znač́ıme stručněji

√
a a vynecháváme

př́ıvlastek druhá.

Úkoly.

1. Načrtněte graf funkce x 7→ x2 a určete graficky druhou odmocninu
z pěti.

2. Ukažte, že je odmocnina z pěti definovaná jednoznačně a vysvětlete,
jak to plyne z monotonie mocninné funkce.

Definice odmocniny lichého stupně. Pro a ∈ R a liché n ≥ 3 definujeme
n-tou odmocninu z a jako kořen rovnice xn = a. Znač́ıme ji n

√
a.

Úkoly.

1. Načrtněte pro vhodné n graf funkce x 7→ xn a zvolte reálné č́ıslo a a
určete graficky n-tou odmocninu z a. Volte sudé i liché n a ke každému
n kladné, záporné i nulové a.

2. Ukažte, že odmocnina je definovaná jednoznačně a vysvětlete, jak to
plyne z monotonie mocninné funkce.

3. Načrtněte grafy funkćı x 7→ n
√
x pro n = 2, 3, 4, 5.
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2.3 Inverzńı funkce

V předchoźım odstavci jsme definovali odmocninu z a jako kořen rovnice
xn = a s neznámou x a parametrem a. Funkci této vlastnosti nazýváme
inverzńı funkćı.

Definice inverzńı funkce. Necht’ je zadaná funkce f . Řekneme, že k ńı
existuje inverzńı funkce, pokud má rovnice y = f(x) nejvýše jeden kořen.
Funkci, která y přǐrad́ı tento kořen, nazýváme inverzńı funkćı k funkci f a
znač́ıme ji f−1.

V definici inverzńı funkce je podstatné, že rovnice y = f(x) má nejvýše
jeden kořen. Takovou funkci nazýváme prostou funkćı.

Definice prosté funkce. Funkci f nazveme prostou funkćı, pokud pro
každou dvojici x1, x2 z jej́ıho definičńıho oboru plat́ı implikace

f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2

Lemma o jednoznačnosti vzor̊u prosté funkce. Necht’ je funkce f prostá.
Pak má rovnice f(x) = a s neznámou x a parametrem a pro libovolné a ∈ R
nejvýše jeden kořen.

Důkaz. Jsou-li x1, x2 ∈ R kořeny rovnice f(x) = a, pak plat́ı f(x1) = f(x2).
Protože předpokládáme, že je funkce f prostá, plyne odtud x1 = x2. Proto
má rovnice f(x) = a nejvýše jeden kořen.

Důsledek. Je-li f prostá funkce, pak má rovnice f(x) = a jeden kořen pro
a z oboru hodnot funkce f a nemá žádný kořen pro ostatńı a.

2.3.1 Odmocnina jako inverzńı funkce

Z minulých odstavc̊u plyne, že funkce třet́ı odmocnina je inverzńı funkćı třet́ı
mocniny. Na obrázćıch uvád́ıme jejich grafy.
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Jiné je to v př́ıpadě druhé odmocniny, protože funkce druhá mocnina
nemá inverzńı funkci. Změńıme-li ale vhodně jej́ı definičńı obor, pak inverzńı
funkci mı́t bude. Na obrázku je plnou čarou graf druhé mocniny se změněným
definičńım oborem a graf funkce k ńı inverzńı – druhé odmocniny.

Ještě uvedeme formálńı definici výše zmı́něných pojmů.

Definice zúžené a rozš́ı̌rené funkce. Pokud pro funkci f s definičńım
oborem D(f) a funkci g s definičńım oborem D(g) plat́ı D(f) ⊆ D(g) a pro
všechna x ∈ D(f) plat́ı f(x) = g(x), pak nazýváme funkci f zúžeńım funkce
g na množinu D(f). Znač́ıme f = g|D(f). Funkci g nazýváme rozš́ıřeńım
funkce f na množinu D(g).

Př́ıklad. Uvažujme funkce g : x 7→ x2, x ∈ R (tedy definičńım oborem g je
množina reálných č́ısel R) a f : x 7→ x2, x ∈ [0,+∞) (tedy definičńım oborem
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f je interval [0,+∞). Pak je f zúžeńım g na interval [0,+∞), formálně
zapsáno f = g|[0,+∞).

Druhá odmocnina je inverzńı funkćı k této zúžené funkci.

2.4 Polynomy

TODO: Definice, stupeň, nulový polynom, kořen polynomu, děleńı polynomů,
rozklad polynomu na kořenové činitele. Nerozložitelné polynomy v oboru
komplexńıch č́ısel, v oboru reálných č́ısel. Maximálńı počet kořen̊u polynomu,
rovnost polynomů. (Zkratka TODO znamená, že text neńı kompletńı a bude
později doplněn.)

Nerozlozložitelné polynomy v komplexńım oboru jsou lineárńı polynomy
(viz přednáška z algebry). Nerozlozložitelnými polynomy v reálném oboru
jsou i některé kvadratické polynomy – viz články 16.1., 16.2. z dodatku o
komplexńıch č́ıslech.

Otázky. Kolik reálných kořen̊u může mı́t kvadratická rovnice? Kolik kubická
rovnice? Kolik rovnice s polynomem stupně nejvýše pět s reálnými koeficienty
a0,. . . ,a5?

a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0

Kolik rovnice s polynomem stupně nejvýše n s reálnými koeficienty a0,. . . ,an?

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

Otázka. Kolik kořen̊u x ∈ R má rovnice v závislosti na hodnotách a, b? Má
pro nějaké hodnoty a, b v́ıce jak jeden kořen?

ax+ b = 0

Otázka. Který z následuj́ıćıch polynomů nelze v reálném oboru rozložit na
součin polynomů nižš́ıch stupň̊u? Takovým polynomům budeme ř́ıkat ne-
rozložitelné polynomy.

x2 + x+ 1 x2 − x− 1 x3 + 1 x4 + 1

Úkol. Upravte polynomy na součin v reálném oboru nerozložitelných polyno-
mů.

x3 + 8 x5 − 32 x3 + 2x− 3 x8 − 1
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2.5 Racionálńı funkce

TODO: Definice, ryze lomená racionálńı funkce. Parciálńı zlomky, rozklad
racionálńı funkce na součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u. (Zkratka TODO
znamená, že text neńı kompletńı a bude později doplněn.)

Úkoly. Vyjádřete výrazy jako součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u.

x3

x2 + 1

−x2 + 2

x2 − 1

3x2 + x+ 2

x3 − 4x+ 3

1

x3(x2 + 1)

x3

(x2 + x+ 3)2



Kapitola 3

Cvičeńı na funkce a jejich grafy

Ćılem této kapitoly je procvičit pojmy vyložené v předchoźıch kapitolách a
předevš́ım upozornit na jejich vzájemné souvislosti.

3.1 Rovnice s parametrem

Začneme s dvěma funkcemi, jejichž grafy umı́me nakreslit

g : x 7→ x2 + 3x− 1 h : x 7→ x− 3

2x+ 1

a ukážeme, jak řešit, nejdř́ıve graficky a poté i početně, rovnice s neznámou x
a parametrem y. Z výsledk̊u pak urč́ıme obor hodnot funkce a pokud existuje,
tak i inverzńı funkci.

x2 + 3x− 1 = y (3.1)
x− 3

2x+ 1
= y (3.2)

37
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3.1.1 Grafické řešeńı rovnice s parametrem

Vlevo jsou spolu s parabolou

y = x2 + 3x− 1

čárkovaně př́ımky o rovnićıch

y = konstanta

Hodnoty konstanty na pravé straně
rovnice jsme vybrali tak, aby měla rov-
nice (3.1) dva kořeny, jeden kořen a
žádný kořen. Každému z kořen̊u od-
pov́ıdá pr̊useč́ık př́ımky s parabolou.

Vlevo je k hyperbole

y =
x− 3

2x+ 1

nakreslena asymptota y = 1/2. Pro
toto ypsilon nemá rovnice (3.2) řešeńı
– př́ımka (asymptota) se s hyperbolou
neprot́ıná.
Př́ımky pro ostatńı hodnoty ypsilon
(na obrázku y = −1/2 a y = 3/2) se
s hyperbolou prot́ınaj́ı v jednom bodě.

3.1.2 Početńı řešeńı rovnic s parametrem

Při řešeńı rovnic budeme postupovat obdobně jako v př́ıpadě konkrétńıho
č́ısla na pravé straně rovnice.

U rovnice (3.1) nejdř́ıv převedeme pravou stranu rovnice nalevo

x2 + 3x− 1− y = 0
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Dostali jsme kvadratickou rovnici s diskriminantem

D = 32 − 4(−1− y),

po úpravě
D = 13 + 4y

Vı́me, že kvadratická rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny v př́ıpadě D > 0,
tedy v př́ıpadě y > −13/4. Jeden reálný kořen má v př́ıpadě D = 0, tedy
y = −13/4 a v př́ıpadě D < 0, tedy y < −13/4 nemá žádný reálný kořen.

Kořeny vypočteme dosazeńım do vzorce. Dostaneme
Pro y > −13/4 má rovnice kořeny

x1,2 =
−3±

√
13 + 4y

2

Pro y = −13/4 má rovnice kořen

x = −3/2

Pro y < −13/4 nemá rovnice žádný kořen.
Výsledek výpočtu se shoduje s grafickým řešeńım, nav́ıc jsme nalezli

souřadnice vrcholu paraboly a t́ım i obor hodnot funkce g

H(g) = [−13/4,+∞)

Rovnici (3.2) vynásob́ıme jmenovatelem. Dostaneme1

x− 3 = y(2x+ 1)

Na pravé straně roznásob́ıme závorku

x− 3 = 2xy + y

Výrazy obsahuj́ıćı neznámou x převedeme na levou stranu, ostatńı výrazy na
stranu pravou a na levé straně vytkneme x

x(1− 2y) = y + 3

1Po vyřešeńı rovnice bychom správně měli ověřit, že źıskaný kořen splňuje i rovnici
před úpravou – tedy že x 6= −1/2, pro které má jmenovatel nulovou hodnotu. Zde si stač́ı
uvědomit, že pro x = −1/2 je x− 3 6= 0 = y(2x+ 1).
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Pro 1− 2y = 0, tedy y = 1/2 dostaneme rovnici 0 = 7/2, která nemá řešeńı.
Pro ostatńı y dostaneme kořen rovnice vyděleńım nenulovým výrazem 1−2y

Výsledek tedy shrneme konstatováńım, že pro y 6= 1/2 má rovnice jeden
kořen

x =
y + 3

1− 2y

a pro y = 1/2 nemá žádný kořen.
Výsledek výpočtu se shoduje s grafickým řešeńım, nav́ıc jsme nalezli

předpis inverzńı funkce

h−1 : y 7→ y + 3

1− 2y
, y ∈ R \

{
1
2

}
3.2 Daľśı př́ıklady na rovnice s parametrem

V kapitole 3.1 jsme řešili rovnice s parametrem jednoduché natolik, že jsme
je uměli vyřešit početně i graficky a výsledky jsme porovnali. Zde se bu-
deme věnovat složitěǰśım rovnićım a graf, který uvedeme na závěr, odvod́ıme
z našeho výpočtu. Úmyslně voĺıme takové funkce, při kterých budeme řešit
kvadratickou rovnici s parametrem.

3.2.1

y =
x2 − 3x+ 1

x+ 2

Rovnici vynásob́ıme jmenovatelem, vechny členy převedeme na jednu stranu
a uprav́ıme do tvaru kvadratické rovnice. Dostaneme

x2 + x(−y − 3) + (1− 2y) = 0 (3.3)

Diskriminant této kvadratické rovnice je

D = (−y − 3)2 − 4(1− 2y)

a po úpravě
D = y2 + 14y + 5

Počet kořen̊u rovnice (3.3) dostaneme vyřešeńım kvadratické rovnice D = 0
a nerovnice D > 0.
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Pro y = −7 ±
√

44 má rovnice (3.3) jeden kořen. Dosazeńım do vzorce
pak dostaneme, že tento kořen je x = (y + 3)/2, a tedy

pro y1 = −7 +
√

44 je x1 = −2 +
√

11

pro y2 = −7−
√

44 je x2 = −2−
√

11

Pro y ∈ (−∞,−7−
√

44)∪ (−7 +
√

44,+∞) má rovnice (3.3) dva kořeny

x =
y + 3±

√
y2 + 14y + 5

2

Pro ostatńı y rovnice nemá řešeńı.

Z našich výpočt̊u zjist́ıme, že funkce neńı prostá, nemá tedy inverzńı
funkci a jej́ı obor hodnot je (−∞,−7 −

√
44] ∪ [−7 +

√
44,+∞). Pomoćı

y1,2 tento obor hodnot zaṕı̌seme (−∞, y2] ∪ [y1,+∞).

Výsledky ještě postupně vyneseme do grafu.
V grafu vlevo jsme vyznačili body [x1, y1], [x2, y2] a tečkovaně př́ımku

x = −2 (pro tuto hodnotu neńı funkce definovaná, graf proto vyznačenou
př́ımku neprot́ıná).

V prostředńım grafu jsme dále čárkovaně vyznačili y lež́ıćı v oboru hodnot
funkce.

V pravém grafu jsme doplnili graf funkce.
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Přesněǰśı graf źıskáme vyděleńım

x2 − 3x+ 1

x+ 2
= x− 5 +

11

x+ 2

Do grafu dokresĺıme př́ımku o rovnici
y = x− 5.
Pro velká kladná x je 11/(x+ 2) malé
kladné, a tedy graf funkce lež́ı malý
kousek nad touto př́ımkou.
Pro velká záporná x je 11/(x+2) malé
záporné, a tedy graf funkce lež́ı malý
kousek pod touto př́ımkou.
Pro úplnost uved’me, že grafem je
v tomto př́ıpadě hyperbola.

3.2.2

y =
x

x2 + 1
Prvńı úprava rovnice je obdobná jako v minulém př́ıkladě.

yx2 − x+ y = 0 (3.4)

Pro y = 0 dostáváme rovnici −x = 0 s jedńım kořenem.
Pro y 6= 0 dostáváme kvadratickou rovnici s diskriminantem

D = 1− 4y2

Rovnice D = 0 je splněná pro y1 = 1/2 a pro y2 = −1/2, nerovnice D >
0 je splněná pro y ∈ (−1/2, 1/2). Kořeny kvadratické rovnice dostaneme
dosazeńım do vzorce.

Rovnice tedy má

pro y = −1/2 kořen x = −1

pro y ∈ (−1/2, 0) kořeny x1,2 =
1±

√
1− 4y2

2y
pro y = 0 kořen x = 0

pro y ∈ (0, 1/2) kořeny x1,2 =
1±

√
1− 4y2

2y

pro y = 1/2 kořen x = 1
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Pro ostatńı y rovnice nemá řešeńı.

Odvod́ıme odsud, že funkce neńı prostá a nemá tedy inverzńı funkci a jej́ı
obor hodnot je [−1/2, 1/2].

Výsledky opět vyneseme postupně do grafu.

Na obrázku vlevo jsme vynesli tři body grafu a čárkovaně vyznačili obor
hodnot. Na pravém obrázku je graf funkce.

3.3 Limity

Při kresleńı grafu v př́ıkladu 3.2.1 jsme vydělili mnohočleny

x2 − 3x+ 1

x+ 2
= x− 5 +

11

x+ 2
(3.5)

a pomohli si dále úvahou o hodnotách zlomku 11/(x+ 2) pro x bĺızké mı́nus
dvěma nebo velké kladné i záporné.

Později zavedeme pojem limity a budeme ř́ıkat, že
hodnota výrazu 11/(x+ 2) se pro x bĺıž́ıćı se

ke dvěma zprava se bĺıž́ı k plus nekonečnu
ke dvěma zleva se bĺıž́ı k mı́nus nekonečnu
k plus nekonečnu se bĺıž́ı k nule
k mı́nus nekonečnu se bĺıž́ı k nule

Nebo také budeme ř́ıkat, že limita výrazu . . . je pro x jdoućı k . . . rovna . . .
Formálně budeme x bĺıž́ıćı se ke dvěma zprava zapisovat x → 2+ a x

bĺıž́ıćı se ke dvěma zleva x → 2−. Podobně x bĺıž́ıćı se k plus nekonečnu
zaṕı̌seme x→ +∞ a k mı́nus nekonečnu x→ −∞.

Výroky napsané výše slovně pak zaṕı̌seme: 11/(x+2)→ +∞ pro x→ 2+,
a podobně ostatńı.

Podobně bychom v př́ıkladu 3.2.2 mohli upravit

x

x2 + 1
=

1

x+ 1
x



44 KAPITOLA 3. CVIČENÍ NA FUNKCE A JEJICH GRAFY

a odtud usoudit, že pro velká x budou funkčńı hodnoty malé kladné a pro
velká záporná x budou malé záporné a ř́ıkat tedy, že limita tohoto výrazu je
pro x jdoućı k plus a mı́nus nekonečnu rovná nule.

V daľśı kapitole budeme zkoumat funkce

x 7→ x2 + 2x

x2 − 1
(3.6)

y 7→ y2

4y − 2
(3.7)

Rozebereme zde chováńı těchto funkćı v okoĺı kořen̊u jmenovatele a v okoĺı
obou nekonečen.

Při zkoumáńı funkce z (3.7) začneme úpravou

y2

4y − 2
= y2 : (4y − 2) =

1

4
y +

1

8
+

1

16y − 8

Protože je zde y nezávisle proměnná, prohod́ıme osy, tedy vodorovně na-
kresĺıme osu y a svisle osu x.

Na obrázku vlevo je tečkovaně nakres-
lená př́ımka x = y/4 + 1/8 a př́ımka
y = 1/2. Plnou čarou je vyznačena
závislost x na y na základě úvahy:
k y/4 + 1/8 přič́ıtáme 1/(16y − 8) a
to je pro y → −∞ malé záporné, pro
y → 1/2− velké záporné, pro y →
1/2+ velké kladné a pro y → +∞ malé
kladné.

Při zkoumáńı funkce z (3.6) spoč́ıtáme limity zprava a zleva v bodech ±1
a ±∞.

Pro x o málo větš́ı než jedna je čitatel x2 + 2x zhruba roven třem a jme-
novatel je kladný s hodnotou bĺızkou nule. Zlomek má tedy velkou kladnou
hodnotu. Formálně tuto úvahu zaṕı̌seme: x2+2x

x2−1 → +∞ pro x→ 1+

Pro x→ 1− je jmenovatel malý záporný, a proto x2+2x
x2−1 → −∞.

Graf pro x hodně velká (x → +∞ a x → −∞) źıskáme následuj́ıćı
úvahou: zlomek rozš́ı̌ŕıme výrazem 1/x2 (stejnou úpravu lze udělat vytknut́ım
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x2) a uprav́ıme

x2 + 2x

x2 − 1
=

1
x2

(x2 + 2x)
1
x2

(x2 − 1)
=

1 + 2
x

1− 1
x2

Pro velká x je čitatel i jmenovatel přibližně roven jedné, tedy x2+2x
x2−1 → 1.

Pro velká kladná x ještě můžeme doplnit: čitatel je o trochu větš́ı než
jedna a jmenovatel o trochu menš́ı než jedna, proto má zlomek hodnotu o
trochu větš́ı než jedna. Pro x velká záporná obdobnou úvahu nelze provést,
děĺıme dvě č́ısla o trochu menš́ı než jedna a výsledek tedy může být i větš́ı i
menš́ı než jedna.

Na následuj́ıćım obrázku jsou plnými čarami znázorněny výsledky našich
úvah.

Ze spojitosti vyšetřované funkce plyne, že rovnice (3.8) má pro libovolné
č́ıslo y kořen x ∈ (−1, 1). Pro y < 1 má pak ještě jeden kořen x ∈ (−∞,−1)
a pro y > 1 kořen x ∈ (1,+∞). Kořen̊u může být i v́ıce, pokud by funkce
nebyla na uvedených intervalech monotonńı.

V následuj́ıćı kapitole ukážeme, že kořen̊u v́ıce neńı. Zjist́ıme tak, že je
funkce na intervalech (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞) klesaj́ıćı a jej́ı graf tedy vy-
padá jako výše uvedená tečkovaná křivka.
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3.4 Daľśı př́ıklady na rovnice s parametrem

3.4.1

Probereme funkci, jej́ıž limity jsme spoč́ıtali v předchoźı kapitole. Řešeńı
rovnice s parametrem nám pomůže části grafu spojit.

y =
x2 + 2x

x2 − 1
(3.8)

Začneme obdobnými úravami jako v předchoźıch př́ıkladech

x2(y − 1)− 2x− y = 0

Pro y = 1 dostáváme rovnici −2x− 1 = 0 s kořenem x = −1/2.
Pro y 6= 1 dostáváme kvadratickou rovnici s diskriminantem

D = 4 + 4y(y − 1)

který nabývá kladných hodnot pro všechny reálné hodnoty y. Rovnice má
tedy pro y 6= 1 dva kořeny

x1,2 =
1±

√
y2 − y + 1

y − 1

Z výpočt̊u plyne, že obor hodnot funkce je množina reálných č́ısel R,
funkce neńı prostá a nemá tedy inverzńı funkci.

Graf jsme uvedli nahoře včetně úvah oṕıraj́ıćıch se o výsledky výpočtu.

Úkol. Nechte WolframAlpha vykreslit grafy funkćı

x 7→ 1 +
√
x2 − x+ 1

x− 1
x 7→ 1−

√
x2 − x+ 1

x− 1

a porovnejte s výše uvedeným grafem.

Návod. Použijte př́ıkaz Plot((1+sqrt(x*x-x+1))/(x-1)).

3.4.2

Uvedeme ještě jeden př́ıklad, ve kterém při řešeńı rovnice budeme umocňovat.
Vysvětĺıme, proč se o takové úpravě ř́ıká, že neńı ekvivaletńı. Dále v př́ıkladě
zopakujeme pojmy prostá a inverzńı funkce a souvislosti.
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y = 2x+
√

4x2 − 2x

Osamostatńıme odmocninu a umocńıme

y − 2x =
√

4x2 − 2x (3.9)

(y − 2x)2 = 4x2 − 2x (3.10)

y2 − 4xy + 4x2 = 4x2 − 2x

Všimněte si, že kvadratický člen 4x2 se odečte a dostaneme lineárńı rovnici

y2 = 4xy − 2x

y2 = x(4y − 2)

x =
y2

4y − 2

Pro y = 1/2 nemůžeme udělat posledńı úpravu. Pro toto y má rovnice před
úpravou tvar 1/4 = 0, nemá tedy řešeńı. Pro y 6= 1/2 jsme dostali kořen
x = y2/(4y − 2).

Během řešeńı rovnice jsme při úpravě (3.9) na (3.10) umocňovali. V př́ıpa-
dě, že se strany rovnice před úpravou lǐśı znaménkem, např́ıklad L = y−2x =
−2, P =

√
4x2 − 2x = 2, neńı rovnice splněna. Po úpravě rovnice splněna je

(y − 2x)2 = (−2)2 = 4, 4x2 − 2x = 22 = 4. Umocňováńı tedy může rozš́ı̌rit
množinu kořen̊u rovnice a je třeba ověřit, zda kořeny rovnice (3.10) vyhovuj́ı
i rovnici (3.9). Obvykle ověřujeme dosazeńım kořen̊u do rovnice (zkouškou).
My zde ukážeme jiný zp̊usob ověřeńı. Využijeme následuj́ıćı tvrzeńı (lemma).

Lemma. Pokud pro č́ısla L, P ∈ R plat́ı L2 = P 2, pak je bud’ L = P nebo
L = −P .

Důkaz je jednoduchý. L2 = P 2 uprav́ıme na L2 − P 2 = 0 a dále na (L −
P )(L+P ) = 0 a odtud plyne, že bud’ je L−P = 0 nebo L+P = 0 a odtud
plyne požadované tvrzeńı. �

V našem př́ıpadě je P =
√

4x2 − 2x ≥ 0. Proto stač́ı zjistit, zda je i
L = y − 2x ≥ 0. Potom nemůže nastat př́ıpad L = −P a tedy z L2 = P 2

plyne L = P .

Zjistěme tedy, zda plat́ı L ≥ 0. Dosazeńım a úpravami dostaneme

L = y − 2x = y − 2y2

4y − 2
= y − y2

2y − 1
=
y2 − y
2y − 1
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Vyřešeńım nerovnice (y2−y)/(2y−1) ≥ 0, dostaneme2 y ∈ [0, 1/2)∪[1,+∞).

Závěr: rovnice má pro y ∈ [0, 1/2)∪ [1,+∞) kořen x = y2/(4y− 2). Pro
ostatńı y nemá rovnice řešeńı.

Ještě jsme výše sĺıbili vysvětlit, proč použ́ıváme termı́n (ne)ekvivaletńı
úprava. Jak souviśı úprava s ekvivalenćı? Při úpravách rovnice chceme, aby
množina kořen̊u rovnice před úpravou byla totožná s množinou kořen̊u rov-
nice po úpravě. Pro konkrétńı hodnotu proměnné se můžeme na každou z rov-
nic d́ıvat jako na výrok. A rovnost množin kořen̊u znamená, že jsou výroky
ekvivalentńı. Odtud název ekvivalentńı úprava.

Řešeńım rovnice jsme źıskali inverzńı funkci k funkci3

f : x 7→ 2x+
√

4x2 − 2x, x ∈ (−∞, 0] ∪ [1/2,+∞) (3.11)

Touto inverzńı funkćı je4

f−1 : y 7→ y2

4y − 2
, y ∈ [0, 1/2) ∪ [1,+∞)

Našim daľśım ćılem je načrtnout grafy funkce f i inverzńı funkce f−1.

Začneme inverzńı funkćı f−1. V minulé kapitole jsme spoč́ıtali limity jej́ıho
rozš́ı̌reńı na množinu R \ {1/2}.

g : y 7→ y2

4y − 2

a vynesli je do grafu. Vlevo dole jsme ho znovu nakreslili a tečkovanou
př́ımkou znázorňili, že funkce g neńı prostá. Inverzńı funkce f−1, která je
zúžeńım funkce g, prostá je. Pojd’me vytvořit jej́ı graf.

Definičńı obor funkce f−1 jsme źıskali z podmı́nky y ≤ 2x. Na obrázku
vpravo jsme tuto podmı́nku vyřešili graficky a řešeńı znázornili plnou čarou.

2Vyřešeńı této nerovnice necháme na čtenáři.
3Definičńı obor jsme určili z podmı́nek – odmocňujeme jen nezáporná č́ısla.
4Zde jsou definičńım oborem ta y, pro něž má rovnice y = f(x) řešeńı.



3.4. DALŠÍ PŘÍKLADY NA ROVNICE S PARAMETREM 49

Sestrojený graf inverzńı funkce lze považovat za plnohodnotný graf funkce
f – pokud se v něm jako v grafu funkce f dokážeme orientovat. To si ověř́ıme
v následuj́ıćım cvičeńı.

Úkol. Zvolte v grafu funkce f−1 bod na ose x a na ose y vyznačte pro toto
x hodnotu f(x).

Pokud se vám neĺıb́ı prohozené osy, můžete je vyměnit zpět. Na následu-
j́ıćıch obrázćıch je vlevo graf funkce f a vpravo graf funkce k ńı inverzńı.5

Úkol. Vyřešte stejnou úlohu pro funkci h s opačným znaménkem před
odmocninou

h : x 7→ 2x−
√

4x2 − 2x

5Pokud funkce f přǐrad́ı proměnné x proměnnou y, pak inverzńı funkce přǐrad́ı naopak
proměnné y proměnnou x. Na základńıch a středńıch školách je zpravidla vyžadováno u
inverzńı funkce přejmenováńı, my je zde neděláme, považujeme je za nepř́ınosné a naopak
sṕı̌se matoućı.
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a ukažte, že se lǐśı jen znaménkem levé strany L před umocněńım rovnice, a
tedy graf funkce h a funkce h−1 k ńı inverzńı je6

6tečkovaně jsou zakresleny grafy funkćı f , f−1



Kapitola 4

Č́ısla

Na webu je samostatný text o č́ıslech, který sem bude po přepracováńı vložen.
Najdete ho v adresáři kap.fp.tul.cz/∼simunkova/an1-2017-18/1-Cisla a lze se
k němu proklikat přes archiv starš́ıch ročńık̊u, na který je na webu dole odkaz.

Následuj́ıćı články doplňuj́ı, co v něm chyb́ı.

V úvodńım článku pojednáme o racionálńıch č́ıslech.

V následuj́ıćım rozebereme podrobněji bod 5 zabývaj́ıćı se reálnými č́ısly.
Budeme vycházet z textu [2] a odkazovat se na něj. Některé jeho partie
podrobněji rozebereme.

4.1 Racionálńı č́ısla

Zamyšleńı. Co je to racionálńı č́ıslo?

Pokud odpov́ıte, že zlomek, je třeba ř́ıct, co t́ım mysĺıte. Je π/2 zlomek?
Pokud ano, je π/2 racionálńı č́ıslo? Pokud ne, tak co je to zlomek?

V [1] je popisována tzv. prvńı krize matematiky ve starověkém Řecku.
Řečt́ı učenci věřili, že je každá dvojice úseček souměřitelná, což znamená,
že jsou jejich délky celistvým násobkem určité společné jednotkové délky.
Označ́ıme-li tuto základńı délku d a má-li prvńı úsečka délku m-násobnou,
tedy md a druhá úsečka délku n-násobnou, tedy nd, pak je poměr délek obou
úseček roven m/n.

Pokud by tedy byla každá dvojice úseček souměřitelná, pak zvoĺıme ně-
kterou úsečku jako jednotkovou a každá daľśı má délku rovnu poměru dvou
celých č́ısel. Takový pod́ıl nazýváme racionálńım č́ıslem. Racionálńı od slova

51
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ratio, neboli pod́ıl. Význam slova racionálńı, česky rozumný, je pravděpo-
dobně odvozen právě od slova ratio a v́ıry v rozumnost délek vyjádřených
poměrem.1

Krize matematiky přǐsla s objevem, že úhlopř́ıčka čtverce o jednotkové
straně má délku odmocnina ze dvou a ta neńı racionálńım č́ıslem.

Věta o odmocnině. Odmocnina ze dvou neńı racionálńı č́ıslo.

Důkaz provedeme sporem. Budeme předpokládat, že naše tvrzeńı neplat́ı,
tedy že existuj́ı př́ırozená č́ısla m, n splňuj́ıćı (m/n)2 = 2 a odvod́ıme
spor, tedy něco, co nemůže být pravda. Odtud usoud́ıme, že náš výchoźı
předpoklad nemůže platit, a tedy plat́ı tvrzeńı věty.

O č́ıslech m, n budeme nav́ıc předpokládat, že nejsou obě sudá. Pokud by
byla obě sudá, tak bychom ve zlomku m/n pokrátili dvěma nebo vhodnou
mocninou dvou a dostali zlomek, který nemá i čitatele i jmenovatele sudého.

Ze vztahu (m/n)2 = 2 po úpravě odvod́ıme m2 = 2n2. Protože je pravá
strana sudá, muśı být sudá i levá strana. Odtud plyne, že je m sudé. Kdyby
nebylo sudé, tedy bylo liché, tedy bychom ho mohli zapsat ve tvarum = 2k−1
s přirozeným k, pak by bylo m2 = 4(k2 − k) + 1, a tedy by m2 bylo liché.

Vı́me tedy, že je m sudé. Proto ho můžeme zapsat pomoćı přirozeného l
ve tvaru m = 2l. Odtud je m2 = 4l2. Dosazeńım do m2 = 2n2 dostaneme
4l2 = 2n2, pokrát́ıme na 2l2 = n2 a stejnou úvahou jako výše odvod́ıme, že
je n sudé. A to je slibovaný spor a d̊ukaz zde konč́ı. �

4.2 Vlastnosti reálných č́ısel

Máme na mysli vlastnosti (1) až (13) vypsané v [2] na stranách 20, 21 a
25. Poznamenejme, že jsou zde vlastnosti nazývány axiomy. Budeme tato
slova2 zaměňovat, protože nepředpokládáme, že čtenář zná rozd́ıl mezi nimi.
Dokonce zat́ım rezignujeme na snahu tento rozd́ıl vysvětlit. Omeźıme se na
diskuzi ve tř́ıdě, ze které snad nějaké vysvětleńı vzejde. Konstatujme jen, že
pochopit, č́ım se lǐśı, je těžké, nicméně čtenář maj́ıćı ambici pochopit, č́ım se
lǐśı matematika od pouhého poč́ıtáńı, by měl o rozd́ılu přemýšlet.

1Přiznávám, že si tento př́ıběh v́ıceméně domýšĺım. Možná jsem někdy dř́ıv něco ta-
kového někde četla, ale nedokážu si vzpomenout kde. Poznámkou o ratiu a racionalitě se
snaž́ım motivovat studenty zapamatovat si definici racionálńıho č́ısla. Občas se zděšeńım
zjist́ım, že s t́ım maj́ı problém. A tak se kv̊uli tomu dopoušt́ım bájeńı.

2Slova vlastnosti a axiomy.
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Vlastnosti (1) až (9) jsou čtenáři dobře známé. Ukážeme na př́ıkladu, jak
je použ́ıváme při řešeńı rovnic.

Př́ıklad. Ze vztahu mezi proměnnými xy + 2x + y = 5 chceme vyjádřit
proměnnou y v závislosti na proměnné x.

Vztah (2), asociativitu sč́ıtáńı, jsme použili k vypuštěńı závorek, které
nyńı doplńıme: xy + (2x+ y) = 5.
Použijeme (1), komutativitu sč́ıtáńı: xy + (y + 2x) = 5.
Použijeme (2), asociativitu sč́ıtáńı: (xy + y) + 2x = 5.
Použijeme (7), existenci jednotkového prvku: (xy + y · 1) + 2x = 5.
Použijeme (5), komutativitu násobeńı: (xy + 1 · y) + 2x = 5.
Použijeme (9), distributivńı zákon: (x+ 1)y + 2x = 5.
Použijeme (4), existenci opačného prvku k 2x: (x + 1)y + 2x + (−2x) =
5 + (−2x). Na levé straně jsme nenapsali závorky – použili jsme asociativitu
sč́ıtáńı.
Použijeme (4), vlastnost opačného prvku: (x+ 1)y + 0 = 5 + (−2x).
Použijeme (3), vlastnost nulového prvku: (x+ 1)y = 5 + (−2x).
Použijeme (5), komutativitu násobeńı: y(x+ 1) = 5 + (−2x).

Nyńı bychom rádi použili (8), vlastnost inverzńıho prvku k x + 1. To
můžeme udělat v př́ıpadě x+ 1 6= 0, tedy pro x 6= −1.
Dostaneme y(x+ 1)(x+ 1)−1 = (5− 2x)(x+ 1)−1.

Použijeme (8), vlastnost inverzńıho prvku: y · 1 = (5 + (−2x))(x+ 1)−1.

Použijeme (7), vlastnost jednotkového prvku: y = (5 + (−2x))(x+ 1)−1.

Pro x = −1 vyřeš́ıme rovnici y(x+ 1) = 5 + (−2x) dosazeńım: 0 = 7.

Závěr:
Pro x = −1 nemá rovnice žádný kořen3.
Pro x 6= −1 má jeden kořen y = (5 + (−2x))(x+ 1)−1.

Poznámka o odč́ıtáńı a děleńı. Všimněte si, že vlastnosti se týkaj́ı pouze
operaćı sč́ıtáńı a násobeńı. Operace odeč́ıtáńı a děleńı jsou skryté v axiomech
opačného a inverzńıho prvku. Odeč́ıtáńı a − b je zkrácený zápis pro součet
a+ (−b). Děleńı a/b je zkrácený zápis pro součin ab−1.

V př́ıkladu bychom pak mı́sto y = (5 + (−2x))(x + 1)−1 napsali y =
(5− 2x)/(x+ 1). V daľśım textu budeme tento zápis použ́ıvat.

Poznámka o umocňováńı. Daľśı operaćı odvozenou od násobeńı jsou moc-
niny s přirozeným exponentem. Viz následuj́ıćı definice.

3Někdy ř́ıkáme, že rovnice nemá řešeńı.
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Definice. Necht’ je a ∈ R. Pod symbolem a1 budeme rozumět č́ıslo o hodnotě
a, tedy a1 = a. Pro n ∈ N, n ≥ 2 budeme pod symbolem an rozumět č́ıslo o
hodnotě an−1a, tedy an = an−1a.

Úkoly.

1. Rozmyslete si, jak z výše uvedené definice plynou vám známé vztahy
a2 = aa, a3 = aaa, a4 = aaaa, . . . .

2. Odvod’te z axiomů vzorce (a+b)2 = a2+2ab+b2, (a+b)(a−b) = a2−b2.

Na př́ıkladu nerovnice ukážeme použit́ı vlastnost́ı (12).

Př́ıklad. Chceme vyřešit nerovnici 3x+ 4 < 0.
Použijeme prvńı vztah vlastnosti (12), úpravu nerovnosti přičteńım č́ısla −4
k oběma stranám. Dostaneme: 3x < −4.
Použijeme druhý vztah vlastnosti (12), vynásobeńı nerovnosti kladným č́ıs-
lem 3−1. Dostaneme: x < −4/3.

Poznámka o algebraických strukturách. V algebře budete prob́ırat alge-
braické struktury – množiny s operacemi. Důležitou roli bude hrát struktura
zvaná těleso4, jehož typickými př́ıklady jsou racionálńı, reálná a komplexńı
č́ısla s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı. Těleso budete definovat jako množinu
se dvěma operacemi, které splňuj́ı vlastnosti (1) až (9).

Poznamenejme ještě, že na množině komplexńıch č́ısel neńı definováno
uspořádáńı, proto pro ně nemá smysl uvažovat vlastnosti (10) až (12). Mno-
žina racionálńıch č́ısel tyto vlastnosti má.

Reálná a racionálńı č́ısla se lǐśı až vlastnost́ı (13), se kterou se nejsṕı̌s
čtenář teprve seznamuje a která je náročná na pochopeńı. Nazýváme ji vlast-
nost́ı supréma a budeme se j́ı zabývat v článku 4.4.

V následuj́ıćım článku se budeme zabývat daľśımi vlastnostmi reálných
č́ısel a ukážeme, že plynou z axiomů (1) až (12).

Poznámka o č́ıslech a názvech. Čtenář by měl být schopný se zmiňova-
nými vlastnostmi pracovat. Užitečné je pamatovat si jejich názvy a zbytečné
pamatovat si jejich č́ısla. Zde jsme č́ısla použili jen kv̊uli snažš́ı dohledatel-
nosti v [2]. V daľśım textu budeme mı́sto č́ısel použ́ıvat názvy.

4V [2] je těleso nazýváno polem.
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Poznámka o podrobnosti odvozováńı a d̊ukaz̊u. Předchoźı př́ıklady
jsme udělali velmi podrobně. Chtěli jsme ukázat, jak obvyklé úpravy rov-
nic a nerovnic souviśı s axiomy reálných č́ısel. V daľśım budeme stručněǰśı,
předevš́ım proto, abychom výklad př́ılǐs

”
nezahltili“ podrobnostmi. Vždy by

však bylo dobré, kdyby čtenář uměl v př́ıpadě potřeby takové vysvětleńı až na
axiomy provést. Zvláště takový rozbor doporučujeme v př́ıpadě pochybnost́ı
o platnosti použitého nebo odvozeného.

Při kompromisu mezi stručnost́ı a přehlednost́ı na jedné straně a pečlivost́ı
a úplnost́ı na straně druhé se vždy ř́ıd́ıme ćılovou čtenářskou skupinou. Proto
je potřeba, aby studenti dávali autorce zpětnou vazbu a nebáli se ř́ıct, které
partie textu jsou pro ně málo srozumitelné.

4.3 Daľśı vlastnosti reálných č́ısel

V [2] je ve tvrzeńı 1.3.1 uvedeno i s d̊ukazem pravidlo sč́ıtáńı nerovnost́ı. My
zde uvedeme pravidlo násobeńı nerovnost́ı.

Lemma o násobeńı nerovnost́ı. Necht’ pro kladná č́ısla a, b, c, d plat́ı a < b,
c < d. Pak plat́ı ac < bd.

Důkaz. Vynásob́ıme nerovnost a < b č́ıslem c: ac < bc. Nerovnost c < d
vynásob́ıme č́ıslem b: bc < bd.

Na nerovnosti ac < bc, bc < bd použijeme tranzitivitu (vlastnost 11).
Dostaneme ac < bd. �

Z pravidla o násobeńı nerovnost́ı plyne pravidlo o umocňováńı nerovnost́ı,
jak ukazuje následuj́ıćı lemma.

Lemma o umocňováńı nerovnost́ı. Necht’ pro kladná č́ısla a, b plat́ı a < b
a necht’ je n ≥ 2 přirozené č́ıslo. Pak plat́ı an < bn.

Důkaz. Použijeme předchoźı lemma a vynásob́ıme nerovnost a < b samu se
sebou. Dostaneme a2 < b2, tedy závěr5 lemmatu pro n = 2.

Vynásobeńım nerovnosti a < b s nerovnost́ı a2 < b2 dostaneme nerovnost
a3 < b3, tedy závěr lemmatu pro n = 3.

Daľśım krokem by bylo vynásobeńı nerovnosti a < b s a3 < b3 . . . a takto
bychom mohli postupovat libovolně dlouho.

Můžeme to zkrátit t́ım, že vynásob́ıme nerovnost a < b nerovnost́ı an <
bn. Dostaneme nerovnost an+1 < bn+1. Ukázali jsme t́ım, že z platnosti závěru

5O předpokladu a závěru se čtenář dočte v́ıce v následuj́ıćı poznámce.
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lemmatu pro n plyne jeho platnost pro n+ 1. Tomu ř́ıkáme indukčńı krok a
tento zp̊usob d̊ukazu nazýváme d̊ukazem matematickou indukćı.6 �

Poznámka o předpokladu a závěru. Předchoźı lemma bylo zformulováno
jako implikace: jestliže plat́ı a < b, n ∈ N, n ≥ 2, pak plat́ı an < bn.

Výrok a < b, n ∈ N, n ≥ 2 nazýváme předpokladem lemmatu, výrok
an < bn závěrem lemmatu.

Čárky ve výroku a < b, n ∈ N, n ≥ 2 chápeme jako konjunkce ∧ (
”
a

zároveň“).

Poznámka o matematické indukci. Důkaz matematickou indukćı použ́ı-
váme na tvrzeńı o přirozených č́ıslech. Skládá se ze dvou část́ı. V jedné části
ukážeme platnost tvrzeńı pro nejmenš́ı č́ıslo, ve druhé takzvaný indukčńı krok.
V indukčńım kroku předpokládáme platnost tvrzeńı pro n a dokazujeme jeho
platnost pro n+ 1.

Nejmenš́ı č́ıslo je zpravidla n = 1, ale pokud chceme nějaké tvrzeńı
dokázat třeba pro n ≥ 5, pak je nejmenš́ım č́ıslem n = 5.

V [2] si může zv́ıdavý čtenář přeč́ıst o matematické indunkci na stranách
27 až 32.

Čtenář jistě v́ı, že při násobeńı nerovnosti záporným č́ıslem se obraćı
smysl nerovnosti. Zformulujeme a dokážeme tuto vlastnost.

Lemma o násobeńı nerovnosti záporným č́ıslem. Necht’ je a < b, c < 0.
Pak je ac > bc.

Důkaz. K nerovnosti c < 0 přičteme opačný prvek −c. Dostaneme 0 < −c.
Nerovnost a < b vynásob́ıme kladným č́ıslem −c. Dostaneme a(−c) < b(−c).

Nı́že ukážeme pomocné tvrzeńı: a(−c) = −(ac). Pak plat́ı i b(−c) =
−(bc). Přeṕı̌seme tedy a(−c) < b(−c) na −(ac) < −(bc). K nerovnosti po-
stupně přičteme ac, bc. Dostaneme bc < ac.

Dokažme ještě pomocné tvrzeńı. K d̊ukazu a(−c) = −(ac) stač́ı ukázat7,
že a(−c) + ac = 0. Tady stač́ı použ́ıt na úpravu levé strany rovnosti distri-
butivitu. Dostaneme a(−c + c) = 0, což plyne z vlastnosti opačného prvku
a z daľśıho pomocného tvrzeńı – cokoliv vynásob́ıme nulou, dostaneme nulu.
�

Poznámka o pomocných tvrzeńıch a stavbě d̊ukaz̊u. Předchoźı d̊ukaz
by byl přehledněǰśı, kdybychom lemmatu o násobeńı nerovnosti záporným

6O d̊ukazu matematickou indukćı v́ıce v následuj́ıćı poznámce.
7Viz vlastnost opačného prvku.
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č́ıslem předřadili daľśı dvě lemmata a pak se na ně v d̊ukazu odkázali. Tato
lemmata by tvrdila:

1. Pro každé a ∈ R plat́ı a · 0 = 0.

2. Pro každou dvojici a, b ∈ R plat́ı (−a)b = −(ab).

V [2] si na straně 22 přečtěte definici neostré nerovnosti. Dokážeme pro
ni pravidlo o násobeńı nerovnost́ı.
Lemma o násobeńı neostrých nerovnost́ı. Necht’ pro nezáporná reálná
č́ısla a, b, c, d plat́ı a ≤ b, c ≤ d. Pak plat́ı ac ≤ bd.

Důkaz rozděĺıme na několik př́ıpad̊u. Rozmyslete si, že pokrývaj́ı všechny
možnosti v předpokladech lemmatu.8

1. a, b, c, d jsou kladná, a < b, c < d
z lemmatu o násobeńı nerovnost́ı plyne ac < bd, a tedy i ac ≤ bd

2. a, b, c, d jsou kladná, a = b, c < d
z lemmatu o násobeńı nerovnosti c < d kladným č́ıslem a plyne ac < bd,
a tedy i ac ≤ bd

3. a, b, c, d jsou kladná, a = b, c = d
pak je ac = bd, a tedy i ac ≤ bd

4. b nebo d je rovno nule
z b = 0 plyne a = 0, a tedy ac = 0 = bd, a tedy i ac ≤ bd; podobně pro
d = 0

5. b a d jsou kladná a a nebo c je rovno nule
vynásob́ıme nerovnost b > 0 kladným d a dostaneme bd > 0; protože
je ac = 0, je bd > ac, a tedy i bd ≥ ac

�

V lemmatu o umocňováńı nerovnost́ı jsme dokázali implikaci: jestliže plat́ı
a < b, pak plat́ı an < bn. Ve skutečnosti za uvedených předpoklad̊u (a, b jsou
nezáporná č́ısla) plat́ı ekvivalence. Tu nyńı dokážeme.

Lemma o umocňováńı coby ekvivalentńı úpravě. Pro přirozené č́ıslo
n ∈ N, n ≥ 2 a nezáporná reálná č́ısla a, b je a < b ekvivalentńı s an < bn.

8Viz poznámka o předpokladu a závěru.
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Poznámka o specifickém matematickém jazyku. Lemma jsme zfor-
mulovali pokud možno jazykem, kterým se běžně vyjadřujeme. Domńıváme
se, že v tomto př́ıpadě to nebylo na újmu přesnosti vyjádřeńı. V matema-
tických textech se sṕı̌se použ́ıvá následuj́ıćı jazyk:

”
necht’ n ∈ N, n ≥ 2,

a, b ∈ R, a, b ≥ 0. Pak jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı a < b, an < bn“.
Při tvrzeńıch složitěǰśıch než je toto lemma je kv̊uli přesnosti takový jazyk
nezbytnost́ı.

Důkaz lemmatu o umocňováńı coby ekvivalentńı úpravě. Ekvi-
valenci dokazujeme jako dvě implikace. Implikaci a < b ⇒ an < bn jsme
dokázali výše v lemmatu o umocňováńı nerovnost́ı.

Dokážeme implikaci an < bn ⇒ a < b obměnou,9 tedy dokážeme implikaci
a ≥ b ⇒ an ≥ bn. Pokud je a = b, pak je an = bn, a tedy je an ≥ bn. Pokud
je a > b, pak je an > bn, a tedy je an ≥ bn. �

Poznámka o implikaci, jej́ım předpokladu a závěru.
V implikaci a > b ⇒ an > bn nazýváme výrok a > b předpokladem, výrok
an > bn závěrem.

Všimněte si, že oslabeńım závěru nepřestává implikace platit – z platnosti
a > b⇒ an > bn př́ımo plyne platnost a > b⇒ an ≥ bn.

Na druhé straně oslabeńım předpokladu v platné implikaci můžeme dostat
neplatné tvrzeńı. Implikace a > b ⇒ an > bn plat́ı, ale implikace a ≥ b ⇒
an > bn neplat́ı.10

Úkol. Vš́ımejte si, jaké daľśı vlastnosti reálných č́ısel použ́ıváte a odvod’te
je z axiomů.

4.4 Supremum, infimum

Seznamte se z definićı horńıho odhadu, maxima, dolńıho odhadu a minima
množiny v [2], definice 1.3.4, poznámka 1.3.5.

TODO PŘÍKLADY (Zkratka TODO znamená, že text neńı kompletńı a
bude později doplněn.)

9Implikaci
”
jestliže neplat́ı B, pak neplat́ı A“ nazýváme obměněnou implikaćı k

”
jestliže

plat́ı A, pak plat́ı B“. Např́ıklad:
”
jestliže máte z předmětu zkoušku, pak máte z předmětu

i zápočet“ a
”
jestliže nemáte z předmětu zápočet, pak z něj nemáte ani zkoušku“. Srovnejte

s obrácenou implikaćı
”
jestliže máte z předmětu zápočet, máte z něj i zkoušku“. Vı́ce viz

kapitola o jazyku matematiky.
10Pokud se rádi s přáteli přete o rozličných tématech, dávejte pozor, zda tyto zásady o

oslabeńı/ześıleńı předpokladu a závěru v diskuzi vy nebo vaši přátelé dodržujete.
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Definice 1.3.6 – zdola omezená množina, shora omezená množina, ome-
zená množina.

Definice 1.3.8 – supremum, infimum množiny.
TODO PŘÍKLADY (Zkratka TODO znamená, že text neńı kompletńı a

bude později doplněn.)

Lemma o supremu a infimu
”
oddělených“ množin. Pokud pro dvě

množiny A,B ⊆ R plat́ı

(∀a ∈ A)(∀b ∈ B)(a ≤ b)

pak plat́ı supA ≤ inf B.

Doporučeńı: před čteńım d̊ukazu nakreslete č́ıselnou osu a několik prvk̊u
množiny A i B splňuj́ıćıch uvedenou vlastnost.

Důkaz. Uvažujme libovolné b ∈ B. Z předpoklad̊u lemmatu plyne, že b je
horńı závorou množiny A. Supremum množiny A je nejmenš́ı horńı závora,
a proto plat́ı b ≥ supA a plat́ı to pro všechna b ∈ B. Odtud plyne, že supA
je dolńı závora množiny B a odtud plyne supA ≤ inf B, protože infimum je
největš́ı dolńı závora. �

Ukážeme si dva př́ıpady použit́ı lemmatu.

Uvedený obrázek je z kapitoly věnované li-
mitám funkćı, kde ukazujeme existenci jed-
nostranných limit monotonńıch funkćı. Na
obrázku je graf rostoućı funkce. Nás budou
zaj́ımat množiny M1, M2 pro malé kladné δ

M1 = {f(x) : x ∈ (x0 − δ, x0)}
M2 = {f(x) : x ∈ (x0, x0 + δ)}

Je-li funkce f na intervalu (x0 − δ, x0 + δ) rostoućı, pak plat́ı

(y1 ∈M1, y2 ∈M2)⇒ y1 < y2

a z lemmatu o supremu a infimu oddělených množin plyne

supM1 ≤ inf M2 (4.1)

Na obrázku jsou hodnoty supM1, inf M2 vyznačeny na ose y a nerovnost je
znázornněna jejich vzájemnou polohou.



60 KAPITOLA 4. ČÍSLA

V tomto př́ıkladě můžeme mı́sto lemmatu o supremu a infimu oddělených
množin použ́ıt hodnotu f(x0), která je horńı závorou množiny M1 a dolńı
závorou množiny M2. Odtud plyne supM1 ≤ f(x0) a inf M2 ≥ f(x0) a tedy
i nerovnost (4.1).

Otázka. Z čeho plyne výše uvedené tvrzeńı, že je f(x0) horńı závorou množiny
M1 a dolńı závorou množiny M2?

Daľśı dva obrázky se týkaj́ı Riemannova integrálu. Ten je pro kladnou
funkci definován jako obsah plochy11 pod jej́ım grafem. Na obrázku vlevo je
graf funkce a k němu je na obrázku vpravo vyšrafovaná plocha pod ńım.

Jej́ı obsah odhadneme zdola a shora
obsahem plochy, jej́ıž obsah umı́me
spoč́ıtat. Jsou to mnohoúhelńıky se
stranami rovnoběžnými se souřadnými
osami, jejich př́ıklady vid́ıte na
obrázku vlevo.

Obsah obdélńık̊u pod grafem (jsou vyšrafovány modře) nazýváme dolńım
Riemannovým integrálńım součtem. Obsah obdélńık̊u nad grafem nazýváme
horńım Riemannovým integrálńım součtem. Libovolný dolńı integrálńı součet
je nejvýše roven horńımu integrálńımu součtu.

Odtud a z lemmatu pak plyne, že supremum dolńıch integrálńıch součt̊u
je nejvýše roven infimu horńıch integrálńıch součt̊u. Pokud se sobě rovnaj́ı,
budeme jejich společnou hodnotu nazývat riemannovým integrálem zadané
funkce na zadaném intervalu. Ukážeme si, že spojité omezené funkce maj́ı na
omezeném intervalu Riemann̊uv integrál. Ukážeme si ale také př́ıklad funkce,
jej́ıž dolńı Riemann̊uv integrál je menš́ı než horńı Riemann̊uv integrál. Tato

11Terminologická poznámka: na středńı škole se zpravidla rozlǐsuje mezi plochou a
jej́ım obsahem. Plocha je množina, např́ıklad čtverec a obsah je č́ıslo. Ve vysokoškolských
učebnićıch je běžné termı́nem plocha označovat jej́ı obsah, tedy č́ıslo. My se v textu budeme
držet středoškolské terminologie.
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funkce tedy nemá Riemann̊uv integrál.
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Kapitola 5

Derivace funkce

Pro studium derivace funkce odkážeme čtenáře na [2]. Budeme stručně ko-
mentovat, co čtenáři doporučujeme v [2] přeč́ıst. Některé partie zde vylož́ıme
zjednodušeně. A předevš́ım budeme vykládanou látku ilustrovat na obrázćıch.

Následuj́ıćı odstavec je z kapitoly o limitách, strana 116.

Limitńı přechod se vyskytuje i v reálných situaćıch: např. projede-li auto
dráhu 1 km za 1 minutu, pak jelo pr̊uměrnou rychlost́ı 60 km/hod. Zkracuje-
me-li měřený úsek, vypočtené hodnoty se bĺıž́ı údaji na tachometru, tj. jakési
okamžité rychlosti. Zde se vyskytuje limitńı proces, který je součást́ı definice
okamžité rychlosti. Matematizace tohoto procesu byla velmi obt́ıžná a trvala
dlouhou dobu. Během ńı se pracovalo s limitami posloupnost́ı i funkćı pouze
intuitivně.

V článku 5.1 na str. 133 – 137 naleznete pokračováńı této motivace, de-
finici derivace, vztah derivace a spojitosti a několik př́ıklad̊u. Věta 5.1.10
o spojitosti funkce v bodě, ve kterém má konečnou derivaci je d̊uležitá, ale
považujeme jej́ı formulaci i d̊ukaz za dostatečně jednoduchý, abychom čtenáře
odkázali na jej́ı zněńı v [2].

K daľśı motivaci pojmu derivace doporučujeme čtenáři shlédnout výklad
okamžité rychlosti na webu Khanovy akademie
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new/ab-2-1/v/newton-leibniz-and-usain-bolt,
nebo si klikněte na odkaz na webu předmětu na
https://kap.fp.tul.cz/~simunkova/.

V článku 5.2 až k větě 5.2.5 jsou odvozena pravidla pro derivováńı součtu,
rozd́ılu, součinu a pod́ılu, je uvedena souvislost mezi existenćı jednostranných

63
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derivaćı a spojitost́ı funkce, odvozena derivace konstantńı funkce. Také na
tuto d̊uležitou část odkážeme čtenáře a nebudeme se j́ı věnovat.

Věta 5.2.6 a poznámka 5.2.7 jsou uvedeny pro elegantńı a korektńı d̊ukaz
věty 5.2.8 o derivaci složené funkce. Zjednodušenou (a méně korektńı) verzi
tohoto d̊ukazu uvedeme v článku 5.7.1.

Př́ıklad 5.2.10 a poznámka 5.2.11 jsou d̊uležité pro pochopeńı složitěǰśıch
pojmů jako aproximace funkce a derivace funkce v́ıce proměnných, proto se
jimi budeme poměrně podrobně zabývat v článćıch 5.5.3, 5.5.4. Uvedeme zde
několik obrázk̊u k ilustraci prob́ıraných pojmů.

V 5.2.12 je uvedena definice tečny. Je v ńı několik chyb – nutno po-
dotknout, že jsou výjimkou – text je jinak téměř bezchybný. V úvodńım
vztahu má být na levé straně g(y) – tedy proměnná y mı́sto proměnné x.
Ještě v́ıc zmatečná je rovnice př́ımky na následuj́ıćım řádku – možná náprava
je nahrazeńı x za x0, a y na pravé straně za x. My se budeme v́ıce věnovat
rovnici tečny v článku 5.5.

Lemma 5.2.13 je d̊uležité pro tvrzeńı o derivaci a pr̊uběhu funkce. My ho
uvád́ıme se stejným d̊ukazem podrobně rozebraným a opatřeným obrázkem
v článku 5.3.

K větám o středńı hodnotě 5.2.16, 5.2.18 uvád́ıme v článku 5.4 obrázky.
Větě 5.2.14 o Darbouxově vlastnosti derivace se v tomto textu nebudeme
věnovat (zat́ım, možná časem přidáme článek s obrázkem).

Větu 5.2.22 o derivaci a monotonii a jej́ı d̊usledek 5.2.23 uvád́ıme v článku
5.6. Tvrzeńı jsme proti textu [2] poněkud zobecnili.

Funkćı rostoućı v bodě (definice 5.2.25, věta 5.2.26, d̊usledek 5.2.27) se
v tomto textu zabývat nebudeme.

L’Hospitalovu pravidlu (věta 5.2.28) věnujeme samostatnou kapitolu.

5.1 Definice derivace, př́ıklady

Definice. Je-li funkce f definována v okoĺı bodu a a existuje-li limita

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
, (5.1)

ř́ıkáme, že má funkce f v bodě a derivaci a limitu (5.1) nazýváme derivaćı
funkce f v bodě a a znač́ıme f ′(a).
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Je-li limita (5.1) vlastńı/nevlastńı, mluv́ıme o vlastńı/nevlastńı derivaci
funkce f v bodě a.

Jednostranné limity nazýváme jednostrannými derivacemi funkce f v bodě
a zprava (zleva) a znač́ıme je f ′−(a), f ′+(a)

f ′−(a) = lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a

f ′+(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a

V následuj́ıćıch př́ıkladech si ukážeme, jak poč́ıtat derivaci př́ımo z jej́ı
definice. V článku (5.2) pak odvod́ıme vzorce pro poč́ıtáńı derivaćı.

Př́ıklady.

1. f : x 7→ x2

f ′(2) = lim
x→2

x2 − 4

x− 2
= lim

x→2
(x+ 2) = 4

2. f : x 7→
√
x

f ′(1) = lim
x→1

√
x− 1

x− 1
= lim

x→1

1√
x+ 1

=
1

2

3. f : x 7→ sgnx – připomeneme, že pro x > 0 je sgnx = 1, pro x < 0 je
sgnx = −1 a sgn 0 = 0. Na pravém okoĺı nuly budeme tedy dosazovat
sgnx = 1, na levém sgnx = −1. Proto budeme poč́ıtat v bodě x = 0
jednostranné derivace.

f ′+(0) = lim
x→0+

sgnx− sgn 0

x− 0
= lim

x→0+

1

x
= +∞

f ′−(0) = lim
x→0−

sgnx− sgn 0

x− 0
= lim

x→0−

−1

x
= +∞

Funkce sgn má tedy v bodě 0 jednostranné derivace, a protože se rov-
naj́ı, má i (oboustrannou) derivaci. Tyto derivace jsou nevlastńı (ne-
konečné).

4. f : x 7→ |x2 − 1|
spoč́ıtáme derivaci v bodě a = 0: v okoĺı tohoto bodu je f(x) = 1− x2,
a tedy

f ′(0) = lim
x→0

1− x2 − 1

x− 0
= lim

x→0
−x = 0
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a = 1: v pravém okoĺı bodu 1 je f(x) = x2 − 1, a tedy

f ′+(1) = lim
x→0

x2 − 1− 0

x− 1
= lim

x→0
(x+ 1) = 2

v levém okoĺı bodu 1 je f(x) = 1− x2, a tedy

f ′−(1) = lim
x→0

1− x2 − 0

x− 1
= lim

x→0
(−x− 1) = −2

Protože se jednostranné derivace v bodě x = 1 nerovnaj́ı, nemá funkce
f v bodě 1 oboustrannou derivaci.

5. f : x 7→ x2 sin(1/x) pro x 6= 0, f(0) = 0

f ′(0) = lim
x→0

x2 sin(1/x)− 0

x
= lim

x→0
x sin(1/x) = 0

Poznámky.

1. V definici derivace jsme předpokládali, že je funkce definovaná v okoĺı
bodu a. V bodě a je definováńı potřeba, protože se funkčńı hodnota f(a)
v definici vyskytuje a v okoĺı (libovolně malém) je definováńı potřeba,
aby byla definována limita.

2. Vztah (5.1) někdy ṕı̌seme ve tvaru

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(h)

h
(5.2)

Podobně pro jednostranné derivace

f ′−(a) = lim
h→0−

f(a+ h)− f(a)

h

f ′+(a) = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h

a derivaci zleva př́ıpadně

f ′−(a) = lim
h→0+

f(a)− f(a− h)

h
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Výše jsme definovali derivaci v bodě, což je č́ıslo. Funkci, která bodu a
přǐrad́ı toto č́ıslo nazýváme derivaćı funkce. Dř́ıve, než vyslov́ıme definici,
uavedeme několik přiklad̊u.

Př́ıklady.

1. f : x 7→ x2

f ′(a) = lim
h→0

(a+ h)2 − a2

h
= lim

h→0
2a+ h = 2a

Závěr: f ′ : x→ 2x, x ∈ R.

2. f : x→ |x|
a > 0: v okoĺı a je f(x) = x

f ′(a) = lim
h→0

a+ h− a
h

= 1

a < 0: v okoĺı a je f(x) = −x

f ′(a) = lim
h→0

−(a+ h)− (−a)

h
= −1

a = 0: v pravém okoĺı bodu 0 je f(x) = x, proto je f ′+(0) = 1 (výpočet
je stejný jako pro a > 0)
v levém okoĺı je f(x) = −x, proto je f ′−(0) = −1
Závěr: f ′(x) = 1 pro x > 0, f ′(x) = −1 pro x < 0, v bodě x = 0 neńı
f ′ definováno.

3. f : x 7→
√
x3, x ≥ 0

pro x > 0 poč́ıtáme limitu

lim
h→0

√
(x+ h)3 −

√
x3

h

zlomek rozš́ı̌ŕıme součtem odmocnin

lim
h→0

(x+ h)3 − x3

h(
√

(x+ h)3 +
√
x3)

uprav́ıme čitatele a pokrát́ıme h

lim
h→0

3x2 + 3xh+ h2√
(x+ h)3 +

√
x3
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Výraz je spojitou funkćı proměnné h, proto spoč́ıtáme limitu dosa-
zeńım. Vyjde 3x2/2

√
x3 = 3

√
x/2.

Pro x = 0 poč́ıtáme derivaci zprava bud’ stejnými úpravami jako nahoře
nebo jednoduššeji

lim
h→0+

√
h3

h
= lim

h→0+

√
h = 0

Závěr: funkce f má pro x > 0 derivaci f ′(x) = 3
√
x/2, pro x = 0 má

derivaci zprava rovnu nule. Můžeme ji tedy vyjádřit stejným vztahem
jako pro x > 0.

V prvńım př́ıkladě je přirozené za derivaci funkce f : x 7→ x2 považovat
funkci f ′ : x 7→ 2x. Definičńı obory funkce f a jej́ı derivace f ′ jsou oba R.

V druhém př́ıkladě má derivace funkce f : x 7→ |x| derivaci f ′ : x 7→
sgnx, x 6= 0. Definičńı obory funkce a jej́ı derivace se tedy lǐśı. Zat́ımco f je
definovaná na R, derivace f ′ jen na R \ {0}.

Ve třet́ım př́ıkladě f : x 7→
√
x3, x ≥ 0 je derivace f ′ : x 7→ 3

√
x/2 s de-

finičńım oborem bud’ (0,+∞) nebo [0,+∞). Zálež́ı na nás, pro jakou definici
se rozhodneme. V [2] je v definici 5.1.13 zvolen druhý př́ıpad. Definičńı obor
derivace f ′ tvoř́ı ty body, ve kterých má f oboustrannou vlastńı derivaci a ty
body, v nichž má jednu vlastńı jednostrannou derivaci a druhá jednostranná
derivace je bud’ nevlastńı nebo neexistuje.

5.2 Kalkulus derivaćı poprvé

V článku odvod́ıme vzorce pro derivaci funkćı

x 7→ xn x 7→ n
√
x x 7→ 1

x
x 7→ 1

n
√
x

Všechny tyto funkce lze zapsat jako mocninné funkce s racionálńım exponen-
tem x 7→ xq a jejich derivace vyjde ve všech př́ıpadech (xq)′ = qxq−1.

5.2.1 Derivace mocnin a odmocnin

V článku použ́ıváme úpravy výraz̊u probrané v článku 7.4.

1. Konstantńı funkce f : x 7→ C, x ∈ R.
f ′(x) = limh→0

C−C
h

= 0
Závěr: derivace konstantńı funkce je nula.
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2. f : x 7→ x, x ∈ R
f ′(x) = limh→0

x+h−x
h

= 1
Závěr: (x)′ = 1, x ∈ R.

3. f : x 7→ xn, n ∈ N, x ∈ R
Rada: pokud máte problém pochopit následuj́ıćı úpravy, dosad’te za n
malé celé č́ıslo, např́ıklad 2, 3, . . . .

f ′(x) = limh→0
(x+h)n−xn

h
= limh→0

xn+nxn−1h+n(n−1)xn−2h2/2+···+hn−xn
h

=
limh→0(nx

n−1 + n(n− 1)xn−2h/2 + · · ·+ hn−1) = nxn−1

Závěr: pro n ∈ N je (xn)′ = nxn−1 s definičńım oborem x ∈ R.
Poznámka: pro n = 0 a x 6= 0 je f(x) = 1 a f ′(x) = 0x−1 = 0 ve
shodě s výše uvedeným výsledkem. Pro n = 1 je f(x) = x a pro x 6= 0
je f ′(x) = x0 = 0, opět ve shodě s výše uvedeným výsledkem.

4. f : x 7→ n
√
x, n ∈ N, obor pro x zálež́ı na n – pro liché n je x ∈ R, pro

sudé n je x ≥ 0
Rada: pokud máte problém pochopit následuj́ıćı úpravy, dosad’te za n
malé celé č́ıslo, např́ıklad 2, 3, . . . .

f ′(x) = limh→0

n√x+h− n√x
h

=
limh→0

1
(x+h)(n−1)/n+(x+h)(n−2)/nx1/n+(x+h)(n−3)/nx2/n+···+x(n−1)/n = 1

nx(n−1)/n =
1
n
x−1+1/n

Závěr: pro n ∈ N, n ≥ 2 je (x1/n)′ = 1
n
x−1+1/n s definičńım oborem

závislým na hodnotě n – pro x = 0 je derivace nevlastńı (a pro n sudé
jednostranná), pro x 6= 0 je derivace definovaná, pokud je definovaná
odmocnina.

Poznámka: formálně je vzorec pro derivaci stejný

(xq)′ = qxq−1 pro q ∈ N, 1/q ∈ N (5.3)

5.2.2 Derivace a aritmetické operace

Věty o derivaci a aritmetických operaćıch najde čtenář v [2] pod č́ısly 5.2.1,
5.2.4, 5.2.5.

5.2.3 Derivace mocnin ze záporným exponentem

Použijeme pravidlo pro derivaci pod́ılu pro odvozeńı vzorc̊u (x−n)′, (x−1/n)′
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1. f : x 7→ 1/xn, n ∈ N, x ∈ R \ {0}
( 1
xn

)′ = −nxn−1

x2n
= −nx−n−1

2. f : x 7→ 1/ n
√
x, n ∈ N, definičńı obor záviśı na hodnotě n – pro sudé n

je x > 0, pro liché n je x ∈ R \ {0}.
( 1

n√x)′ = −x−1+1/n/n

x2/n
= − 1

n
x−1−1/n

Poznámka: vzorec (5.3) tedy plat́ı i pro záporné hodnoty q ∈ Z, 1/q ∈ Z.

5.3 Derivace a extrémy funkce

Pro zjǐst’ováńı pr̊uběhu funkce má zásadńı význam znaménko derivace. Na
obrázćıch jsou grafy funkćı, které maj́ı v bodě x0 kladnou derivaci. Na levém
obrázku je funkce v okoĺı bodu x0 rostoućı. Na obrázku vpravo rostoućı neńı
v žádném okoĺı bodu x0. Jen je v pravém okoĺı větš́ı než f(x0) a v dostatečně
malém levém okoĺı menš́ı než f(x0). V tomto článku dokážeme, že tuto vlast-
nost má funkce v každém bodě, ve kterém má kladnou derivaci.

Pro bod se zápornou derivaćı ukážeme obdobné tvrzeńı s opačnými ne-
rovnostmi. Odtud pak plyne, že v bodě, ve kterém má funkce lokálńı extrém
nemůže mı́t ani kladnou ani zápornou derivaci. Tedy bud’ derivaci nemá nebo
ji má nulovou. Tuto vlastnost zformulujeme v závěrečné větě článku.

Lemma o znaménku derivace a chováńı funkce v okoĺı bodu. Necht’

má funkce f v bodě x0 kladnou derivaci f ′(x0) > 0, pak existuje δ > 0 takové,
že

(∀x ∈ (x0 − δ, x0))(f(x) < f(x0))

(∀x ∈ (x0, x0 + δ))(f(x) > f(x0))

Důkaz. Na levém obrázku je graf funkce f s bodem x0, pro nějž plat́ı
f ′(x0) > 0.



5.3. DERIVACE A EXTRÉMY FUNKCE 71

Na pravém obrázku je graf funkce g, která př́ır̊ustku h přǐrad́ı směrnici sečny
g(h) s vyznačenou limitou v nule, která je rovna f ′(x0).

g : h 7→ f(x0 + h)− f(x0)

h

Dále je na pravém obrázku vyznačeno okoĺı Uε(f ′(x0)) lež́ıćı v intervalu
(0,+∞) a jemu odpov́ıdaj́ıćı okoĺı Uδ(0) splňuj́ıćı

h ∈ Uδ(0)⇒ g(h) ∈ Uε(f ′(x0)). (5.4)

Krajńı hodnoty okoĺı Uε(f ′(x0)) se na obrázku vlevo zobraźı na př́ımky o rov-
nićıch y = (f ′(x0) ± ε)(x − x0) + f(x0). Graf funkce f na okoĺı Uδ(x0) lež́ı
mezi těmito př́ımkami a odtud plyne tvrzeńı lemmatu.

�

Poznámka. Vztah g(h) ∈ Uε(f ′(x0)) z (5.4) obsahuje dvě nerovnosti. V d̊ukazu
stač́ı uvažovat jen jednu z nich

g(h) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
> f ′(x0)− ε

znázorněnou na obrázku vlevo. Úpravou nerovnosti (vynásobeńım h) dosta-
neme pro h > 0: f(x0 + h) − f(x0) > h(f ′(x0) − ε) a pro h < 0 opačnou
nerovnost. Oboj́ı je znázorněno na obrázku vpravo.
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Přechodem k funkci −f dostaneme
”
duálńı“ lemma.

Lemma. Necht’ má funkce f v bodě x0 zápornou derivaci f ′(x0) < 0, pak
existuje δ > 0 takové, že

(∀x ∈ (x0 − δ, x0))(f(x) > f(x0))

(∀x ∈ (x0, x0 + δ))(f(x) < f(x0))

Důkaz. Použijeme předchoźı lemma na funkci −f . Plat́ı −f ′(x0) > 0, a tedy
existuje δ > 0 takové, že

(∀x ∈ (x0 − δ, x0))(−f(x) < −f(x0))

(∀x ∈ (x0, x0 + δ))(−f(x) > −f(x0))

Požadované tvrzeńı dostaneme vynásobeńım nerovnost́ı minus jedničkou. �

Př́ımým d̊usledkem lemmatu je věta o derivaci a lokalńıch extrémech.
Uvedeme jejich definici.

Definice lokálńıch extrémů. Řekneme, že má funkce f v bodě x0 ∈ R
lokálńı minimum, pokud existuje δ > 0 takové, že

(∀x ∈ Pδ(x0))(f(x) > f(x0)).

Řekneme, že má f v x0 lokálńı maximum pokud existuje δ > 0 takové, že

(∀x ∈ Pδ(x0))(f(x) < f(x0)).

Má-li f v bodě x0 lokálńı maximum nebo lokálńı minimum, ř́ıkáme, že má
v bodě x0 lokálńı extrém.

Věta o derivaci a extrémech. Má-li funkce f v bodě x0 derivaci a lokálńı
extrém, pak je f ′(x0) = 0.

Důkaz. Věta je př́ımým d̊usledkem lemmat o znaménku derivace a chováńı
funkce v okoĺı bodu.
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Na obrázćıch má funkce v bodě x0 lokálńı maximum. V bodě x0, ve kterém
nabývá funkce lokálńıho maxima, nemůže mı́t ani kladnou ani zápornou deri-
vaci. Kdyby bylo f ′(x0) > 0, tak by na pravém okoĺı muselo být f(x) > f(x0),
tedy by v x0 neměla f lokálńı maximum. Podobně, kdyby bylo f ′(x0) < 0,
tak by na levém okoĺı muselo být f(x) > f(x0), a opět by v x0 neměla
f lokálńı maximum. Jsou tedy daľśı dvě možnosti, bud’ je f ′(x0) = 0 jako
na obrázku vlevo, nebo f ′(x0) neexistuje, jako na obrázku vpravo. My jsme
předpokládali existenci derivace v bodě x0, proto plat́ı f ′(x0) = 0.

Podobné je to v př́ıpadě, že má f v bodě x0 lokálńı minimum. �

Následuj́ıćı obrázky ukazuj́ı, že v bodě s nulovou derivaćı funkce nemuśı
mı́t lokálńı extrém.

5.4 Rolleova a Lagrangeova věta

Zněńı a d̊ukaz vět je v [2], 5.2.16, 5.2.18.
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Na obrázku vlevo ilustrujeme Rolle-
ovu větu. Funkce je na intervalu [a, b]
spojitá, v bodech a, b má stejnou
funkčńı hodnotu a na intervalu (a, b)
má derivaci.

Věta pak ř́ıká, že existuje c ∈ (a, b), v němž má funkce nulovou derivaci.
Důkaz věty ř́ıká, že to je v bodě, ve kterém funkce nabývá extrémńı hod-
noty, na našem obrázku maxima. Je třeba si rozmyslet, jak to bude obecně.
Podrobnosti viz d̊ukaz v [2].

Na daľśım obrázku ilustrujeme
Lagrangeovu větu. Předpoklady
jsou stejné jako u Rolleovy věty
kromě stejných funkčńıch hodnot
v krajńıch bodech intervalu.

Věta ř́ıká, že existuje bod c ∈ (a, b), v němž má funkce derivaci rovnu směrnici
sečny: (f(b)− f(a))/(b− a).

Důkaz použ́ıvá pomocnou funkci F ,
jej́ıž funkčńı hodnota je rovna rozd́ılu
znázorněnému plnou úsečkou. Je
to rozd́ıl funkčńı hodnoty a y-ové
souřadnice bodu na sečně.

Daľśı obrázek ukazuje, jak tuto y-ovou souřadnici na sečně vypočteme. Je
rovna součtu délek svislých úseček – tečkované a plné.

Tečkovaná je rovna f(a). Plnou
spoč́ıtáme z podobnosti trojúhelńı-
k̊u. Dostaneme

y = f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
Na funkci

F (x) = f(x)−
(
f(a) + (x− a)

f(b)− f(a)

b− a

)
Použijeme Rolleovu větu a dostaneme požadované tvrzeńı věty. Podrobnosti
v [2].
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5.5 Derivace a tečna ke grafu funkce

V tomto článku probereme jak souviśı derivace funkce s tečnou ke grafu
funkce. Začneme definićı tečny a hned za ńı uvedeme několik obrázk̊u ilu-
struj́ıćıch, že tečnu chápeme v́ıce jako aproximaci grafu než jako př́ımku,
která se grafu dotýká. V daľśıch článćıch se budeme podrobněji zabývat
aproximačńımi vlastnostmi tečny a v závěrečném článku uvedeme, za jakých
podmı́nek tečna splňuje geometrickou představu.

5.5.1 Definice tečny

Definice tečny ke grafu funkce. Necht’ má funkce f v bodě x0 ∈ R derivaci
f ′(x0) ∈ R. Pak př́ımku o rovnici

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) (5.5)

budeme nazývat tečnou ke grafu funkce f v bodě x0.

Př́ıklad. Naṕı̌seme rovnici tečny ke grafu funkce f : x 7→
√
x v bodě x0 = 4.

Spoč́ıtáme derivaci funkce f

f ′(x) = 1/(2
√
x), f ′(4) = 1/4

a spolu s f(4) = 2 dosad́ıme do (5.5)

y = 2 + 1
4
(x− 4)

Poznámka. Mluv́ıme o tečně v bodě x0 přestože geometricky má tečný bod
dvě souřadnice [x0, f(x0)]. V daľśım textu uvid́ıme, že nás bude v́ıc než ge-
ometrie zaj́ımat vztah funkce f a lineárńı funkce l, jej́ımž grafem je tečna.
Když mluv́ıme o chováńı funkce v bodě, máme na mysli bod na ose proměnné
funkce, tj. ose x.

Následuj́ıćı obrázky ukazuj́ı, že ne vždy výše definovaný pojem tečny
naplňuje geometrickou představu tečny. Na obrázku vlevo tečna prot́ıná graf
v tečném bodě. Na daľśıch obrázćıch tečna prot́ıná graf v libovolně malém
okoĺı tečného bodu dokonce nekonečněkrát. Na prostředńım obrázku je sa-
motný graf funkce, vpravo je spolu s tečnou.
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V článku 5.5.5 uvedeme k těmto obrázk̊um daľśı podrobnosti.

5.5.2 Rovnice tečny a př́ımá úměrnost

Na obrázku je tečna s vyznače-
ným tečným bodem [x0, f(x0)] a
bodem [x, y].
Z podobnosti trojúhelńık̊u plyne,
že př́ır̊ustek souřadnice y

∆y = y − f(x0)

je př́ımo úměrný př́ır̊ustku
proměnné x

∆x = x− x0
s konstantou úměrnosti f ′(x0).

Tuto úměrnost zaṕı̌seme vztahem ekvivalentńım s (5.5)

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

5.5.3 Tečna a lokálńı aproximace

Př́ıklad. Ukážeme, jak lze rovnici tečny použ́ıt k přibližnému vyč́ısleńı výrazu.
Z rovnice tečny ke grafu funkce f : x 7→

√
x v bodě x = 4 spoč́ıtáme přibliž-

nou hodnotu
√

5.

Rovnice tečny v bodě x0 = 4 je

y = 2 + 1
4
(x− 4)

Pro x = 5 je y = 2.25.
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Pro porovnáńı uvedeme přesnou hodnotu odmocniny zaokrouhlenou na
setiny

√
5
.
= 2.24.

Na obrázku dole vysvětĺıme daľśı pojmy.

Změnu funkčńı hodnoty
budeme nazývat př́ır̊ustkem
funkce

∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0),

změnu na tečně budeme na-
zývat lineárńı část́ı př́ır̊ustku
funkce

df = f ′(x0)∆x.

Výše uvedený výpočet využ́ıvá toho, že pro malé ∆x je ∆f
.
= df .

Poznámka (d̊uležitá). Př́ır̊ustek proměnné x − x0 znač́ıme bud’ ∆x nebo
dx. Lineárńı část př́ır̊ustku pak naṕı̌seme ve tvaru

df = f ′(x0)dx (5.6)

Tento vztah je základ diferenciálńıho a integrálńıho počtu od Newtona a
Leibnize z konce 17. stolet́ı. Na př́ır̊ustky df , dx se tehdy matematici a
fyzikové d́ıvali jako na nekonečně malé veličiny. Derivace je pak pod́ıl těchto
nekonečně malých veličin. Např́ıklad pro f(x) = x2 je

f ′(x) =
(x+ dx)2 − x2

dx
=

2xdx+ (dx)2

dx
= 2x+ dx = 2x

Protože je dx nekonečně malé, dosad́ıme za něj v závěru výpočtu nulu. Ale
protože je nenulové, můžeme j́ım v počátku výpočtu dělit. Matematici se
dlouhou dobu snažili precizovat tento pojem a odstranit rozpor hodnoty
zároveň nulové i nenulové. Nakonec za v́ıce jak sto let dospěli k ε-δ defi-
nici spojitosti a limity. Za zmı́nku stoj́ı, že s nekonečně malými hodnotami
poč́ıtá tzv. nestandardńı analýza. Český matematik Petr Vopěnka (1935 –
2015) byl př́ıznivec nestandardńı analýzy a považoval zavedeńı ε-δ definic za
zásadńı historickou chybu matematiké analýzy.

Vztah (5.6) často ṕı̌seme ve tvaru f ′(x) = df/dx. Př́ır̊ustek funkce df
často nahrazujeme př́ır̊ustkem proměnné. Konkrétně pro pro y = f(x) naṕı̌seme
f ′(x) = dy/dx. A třeba pro s = f(t) naṕı̌seme f ′(t) = ds/dt.
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5.5.4 Chyba lokálńı aproximace

Rozd́ıl ∆f −df budeme nazývat chybou lokálńı aproximace funkce f lineárńı
funkćı l v bodě x0. Přitom grafem lineárńı funkce l je tečna ke grafu f v bodě
x0. Tedy předpis l je

l : x 7→ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) (5.7)

Poznámky.

1. Aproximaci nazýváme lokálńı proto, že je aproximace dobrá jen v okoĺı
bodu x0.

2. Chybu aproximace lze také zapsat jako rozd́ıl funkčńıch hodnot apro-
ximované a aproximuj́ıćı funkce

∆f − df = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) = f(x)− l(x)

Uvedeme několik tvrzeńı o chybě aproximace. Prvńı ř́ıká, že je chyba
∆f − df zanedbatelná ve srovnáńı s ∆x.

Lemma o chybě lokálńı aproximace. Necht’ má funkce f v bodě x0
konečnou derivaci. Pak plat́ı

lim
x→x0

f(x)− l(x)

x− x0
= 0

Důkaz. Dosazeńım za l(x) dostaneme

f(x)− l(x)

x− x0
=

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)
x− x0

=
f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0)→ f ′(x0)− f ′(x0) = 0

�

Druhé tvrzeńı ř́ıká, že jiná lineárńı funkce tuto vlastnost nemá.

Lemma o lokálńı aproximaci lineárńı funkćı. Necht’ pro funkci f , bod
x0 ∈ R a č́ıslo A ∈ R plat́ı

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− A(x− x0)
x− x0

= 0 (5.8)
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Pak má funkce f v bodě x0 derivaci a ta je rovna A, tedy plat́ı f ′(x0) = A.

Důkaz. Vztah (5.8) uprav́ıme na

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
− A = 0

odkud plyne existence derivace f ′(x0) a rovnost f ′(x0) = A. �

Obě lemmata shrneme do jednoho.

Lemma. Mějme funkci f a bod x0. Pak pro A ∈ R plat́ı (5.8) právě když je
A = f ′(x0).

Důkaz. Máme dokázat ekvivalenci, kterou dokazujeme jako dvě implikace,
a ty jsou dokázány v předchoźıch lemmatech. �

Předchoźı tvrzeńı ř́ıkaj́ı, že při zmenšuj́ıćım se x− x0 se chyba zmenšuje
rychleji. Daľśı tvrzeńı umožńı chybu přesněji kvantifikovat pomoćı hodnot
druhé derivace. Druhá derivace je derivaćı derivace, tedy f ′′ = (f ′)′.

Věta o chybě lineárńı aproximace. Má-li funkce f v okoĺı bodu x0 druhou
derivaci a bod x lež́ı v tomto okoĺı, přitom x 6= x0, pak mezi body x a x0 lež́ı
bod c takový, že pro chybu lineárńı aproximace

R(x) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

plat́ı

R(x) =
1

2
f ′′(c)(x− x0)2.

Důkaz. Pro chybu R(x) plat́ı R(x0) = 0, R′(x) = f ′(x)− f ′(x0). Použijeme
Rolleovu větu na funkci

F : t 7→ (t− x0)2R(x)− (x− x0)2R(t),

pro kterou plat́ı

F (x0) = (x0 − x0)2R(x)− (x− x0)2R(x0) = 0

F (x) = (x− x0)2R(x)− (x− x0)2R(x) = 0

F ′(t) = 2(t− x0)R(x)− (x− x0)2(f ′(t)− f ′(x0))

Z Rolleovy věty plyne existence c1 lež́ıćıho mezi x a x0 a splňuj́ıćıho F ′(c1) =
0.
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Dále plat́ı F ′(x0) = 0, proto daľśı aplikaćı Rolleovy věty dostaneme exis-
tenci c lež́ıćıho mezi c1 a x0 takového, že plat́ı

F ′′(c) = 2R(x)− (x− x0)2f ′′(c) = 0

Odtud dostaneme

R(x) =
1

2
f ′′(c)(x− x0)2

�

Př́ıklad. Použijeme větu k odhadu chyby aproximace funkce f(x) =
√
x

v okoĺı bodu 4, kterou jsme poč́ıtali výše. Spoč́ıtáme druhou derivaci

f ′′(x) = − 1

4
√
x3

V bodě x = 4 je

f ′′(4) = − 1

32
.
= −0.03

V okoĺı bodu 4 je f ′′(c) také přibližně rovna −0.03 (použ́ıváme spojitost této
druhé derivace). Odtud plyne pro x bĺızké x0 = 4

√
x
.
= 2 + 1

4
(x− 4)

s chybou řádově rovnou −0.015(x− 4)2, pro x = 5 tedy řádově −0.015, což
odpov́ıdá tomu, co jsme v př́ıkladě nahoře spoč́ıtali.

5.5.5 Tečna a geometrie

Připomeňme graf odmocniny s tečnou v bodě x = 4. Tečna lež́ı v pravém i
levém okoĺı bodu x nad grafem funkce. Souviśı to s t́ım, že je chyba lineárńı
aproximace záporná: f(x) < l(x), tedy f(x) − l(x) < 0. A to souviśı s t́ım,
že je v okoĺı bodu x záporná druhá derivace f ′′.
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Na daľśım obrázku jsou grafy z počátku článku o tečnách. Předpis ke
grafu vlevo je

f : x 7→ (x− 1)3 − x+ 2

a x0 = 1. Výpočtem dostaneme f ′′(x) = 6(x− 1). V pravém okoĺı bodu x0 je
druhá derivace kladná, v levém záporná. To vysvětluje, proč tečna prot́ıná
graf funkce.

Vpravo je graf spojitého rozš́ı̌reńı funkce

x 7→ x− 0.5 + (x− 1)2(1 + 2 sin(6/(x− 1))), x 6= 1

Druhá derivace této funkce měńı v libovolném okoĺı bodu x0 = 1 nekonečněkrát
znaménko.

5.6 Derivace a monotonie funkce

Věta o neklesaj́ıćı funkci a znaménku derivace. Necht’ má funkce f na
otevřeném intervalu I = (a, b) derivaci. Pak je f neklesaj́ıćı na I právě když
je f ′ nezáporná na I.

Důkaz. Máme dokázat ekvivalenci, budeme dokazovat dvě implikace. Prvńı
implikace: je-li f ′ nezáporná na I, pak je f na I neklesaj́ıćı. Druhá implikace:
je-li f neklesaj́ıćı na I, pak je f ′ na I nezáporná.

Důkaz prvńı implikace: je-li f ′ nezáporná na I, x1, x2 ∈ I, x1 < x2, pak
z Lagrangeovy věty plyne existence x3 ∈ (x1, x2)

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(x3) ≥ 0,

odtud plyne f(x2)− f(x1) ≥ 0 a tedy je f neklesaj́ıćı na I.
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Mı́sto druhé implikace dokážeme jej́ı obměnu: neńı-li f ′ nezáporná na I,
pak neńı f neklesaj́ıćı na I: pokud neńı f ′ na intervalu I nezáporná, existuje
x0 ∈ I, pro něž je f ′(x0) < 0. Z lemmatu o znaménku derivace a chováńı
v okoĺı z článku 5.3, plyne, že f neńı v okoĺı x0 neklesaj́ıćı, a tedy ani neńı
neklesaj́ıćı na I. �

Věta o nerostoućı funkci a znaménku derivace. Necht’ má funkce f na
otevřeném intervalu I = (a, b) derivaci. Pak je f nerostoućı na I právě když
je f ′ nekladná na I.

Důkaz. Stač́ı použ́ıt předchoźı větu na funkci −f . �

Věta o nulové derivaci. Má-li funkce f na intervalu I = (a, b) nulovou
derivaci, pak je f na I konstantńı.

Důkaz. Z předchoźıch vět plyne, že funkce f je na intervalu I neklesaj́ıćı a
nerostoućı. Odtud plyne, že je konstantńı. �

Věta o rostoućı funkci a znaménku derivace. Necht’ má funkce f na
otevřeném intervalu I = (a, b) derivaci. Pak je f rostoućı na I právě když je f ′

nezáporná na I a zároveń neńı f ′ nulová na žádném neprázdném otevřeném
intervalu I1 ⊂ I.

Důkaz. Opět dokážeme dvě implikace.
Prvńı implikace: necht’ je f rostoućı na I. Pak z předchoźı věty plyne, že

má f na I nezápornou derivaci. Zbývá ukázat, že derivace f ′ neńı nulová na
žádném neprázdném otevřeném intervalu I1 ⊂ I – to plyne z věty o nulové
derivaci a z toho, že je f rostoućı.

Opačná implikace: z předchoźı věty v́ıme, že z nezápornosti derivace
plyne, že je funkce neklesaj́ıćı. Chceme ukázat, že je rostoućı. Rozebereme,
co plat́ı pro funkci, která neńı rostoućı, ale je neklesaj́ıćı: existuj́ı x1, x2 ∈ I,
x1 < x2 pro něž je f(x1) = f(x2). Protože je f neklesaj́ıćı na I, je konstantńı
na I1 = (x1, x2). Odtud plyne, že má f na I1 nulovou derivaci, a to vylučuj́ı
předpoklady věty. Proto je f na I rostoućı. �

Př́ıklad. Funkce f : x 7→ x3 má na R derivaci f ′ : x 7→ 3x2. Derivace f ′ je
nezáporná na R a nulová je jen v bodě x = 0, tedy neńı nulová na žádném
intervalu. Proto je f podle předchoźı věty rostoućı na R.

Poznámka. Všechny tři věty plat́ı i pro jiné než otevřené intervaly, tedy
intervaly [a, b), (a, b], [a, b] za stejných předpoklad̊u pro derivaci na otevřeném
intervalu (a, b) a př́ıpadné spojitosti v krajńıch bodech intervalu.
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Uvedeme zněńı posledńı věty. Necháme na čtenáři ověřit, že d̊ukazy budou
stejné jako pro otevřený interval.

Věta o rostoućı funkci a znaménku derivace pro interval uzavřený
zleva. Necht’ má funkce f na otevřeném intervalu Iv = (a, b) derivaci a necht’

je spojitá na intervalu I = [a, b). Pak je f rostoućı na I právě když je f ′

nezáporná na Iv a zároveń neńı f ′ nulová na žádném neprázdném otevřeném
intervalu I1 ⊂ Iv.

Věta o rostoućı funkci a znaménku derivace pro interval uzavřený
zprava. Necht’ má funkce f na otevřeném intervalu Iv = (a, b) derivaci a
necht’ je spojitá na intervalu I = (a, b]. Pak je f rostoućı na I právě když je f ′

nezáporná na Iv a zároveń neńı f ′ nulová na žádném neprázdném otevřeném
intervalu I1 ⊂ Iv.

Věta o rostoućı funkci a znaménku derivace pro uzavřený interval.
Necht’ má funkce f na otevřeném intervalu Iv = (a, b) derivaci a necht’ je
spojitá na intervalu I = [a, b]. Pak je f rostoućı na I právě když je f ′

nezáporná na Iv a zároveń neńı f ′ nulová na žádném neprázdném otevřeném
intervalu I1 ⊂ Iv.

5.7 Kalkulus derivaćı podruhé

5.7.1 Derivace složené funkce

Větu o derivaci složené funkce najde čtenář v [2] pod č́ıslem 5.2.8. K d̊ukazu
je v [2] použita pomocná Carathéodoryho funkce. My zde ukážeme hlavńı
myšlenku d̊ukazu bez této funkce a řekneme, v čem je pak v d̊ukazu problém.
Pro x 6= x0, f(x) 6= f(x0) plat́ı

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
=
g(f(x))− g(f(x0))

f(x)− f(x0)

f(x)− f(x0)

x− x0
Limitńım přechodem pro x → x0 dostaneme za předpokladu existence deri-
vaćı napravo

(g(f(x)))′ = g′(f(x))f ′(x)

Problém je s výše uvedenou podmı́nkou a s existenćı derivaćı. S x 6= x0
problém neńı, protože je na prstencovém okoĺı bodu x0 splněná. Druhá pod-
mı́nka f(x) 6= f(x0) splněná být nemuśı. To je d̊uvod, proč je v [2] v d̊ukazu
použita Carathéodoryho funkce.
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Ještě vysvětĺıme, jak lze pravidlo o derivaci složené funkce zapsat po-
moćı nekonečně malých veličin z (5.6). Složenou funkci zaṕı̌seme pomoćı tř́ı
proměnných

z = g(y) y = f(x)

a derivace zaṕı̌seme pomoćı př́ır̊ustk̊u

g′(y) =
dz

dy
f ′(x) =

dy

dx

Pravidlo pro derivaci složené funkce pak naṕı̌seme

dz

dx
=

dz

dy

dy

dx

5.7.2 Derivace pro ostatńı racionálńı exponenty

Pravidlo pro derivaci složené funkce procvič́ıme na odvozeńı vzorc̊u pro de-
rivaci mocnin s racionálńım exponentem. Necht’ jsou n, m kladná přirozená
č́ısla. Pak

1. ( n
√
xm)′ = 1

n
(xm)1/n−1(xm)′ = 1

n
xm/n−mmxm−1 = m

n
xm/n−1

2. (1/ n
√
xm)′ = −( n

√
xm)′/( n

√
xm)2 = −m

n
xm/n−1x−2m/n = −m

n
x−m/n−1

Závěr: vztah (xq)′ = qxq−1 plat́ı pro všechna q ∈ Q. Definičńı obory funkce
a derivace záviśı na hodnotě q. Pokud o hodnotě q nemáme žádné informace,
tak jsou

”
bezpečné“ hodnoty pro x jen x > 0. Z toho d̊uvodu je za definičńı

obor obecné mocninné funkce x 7→ xα zpravidla považován interval x > 0.

5.7.3 Derivace inverzńı funkce

Složeńım funkce f s inverzńı funkćı f−1 dostaneme identitu id : x 7→ x, která
má derivaci rovnu jedné. Odtud a z pravidla pro derivaci složené funkce plyne

(f−1)′(f(x))f ′(x) = 1

Symbol (f−1)′(f(x)) označuje hodnotu derivace funkce f−1 v bodě f(x).
Označ́ıme-li y = f(x), přeṕı̌seme vztah na

(f−1)′(y)f ′(x) = 1 (5.9)

Nebo pomoćı nekonečně malých veličin z (5.6) naṕı̌seme větu o derivaci
inverzńı funkce

dx

dy

dy

dx
= 1
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5.7.4 Derivace odmocnin podruhé

Z pravidla pro derivaci inverzńı funkce odvod́ıme derivaci odmocniny. Pro
x > 0 položme y = f(x) = xn. Pak z (5.9) plyne

( n
√
y)′nxn−1 = 1

Po dosazeńı x = n
√
y a po úpravě dostaneme

( n
√
y)′ =

1

ny(n−1)/n

5.7.5 Limita a spojitost derivace

Vylož́ıme, jak poč́ıtat derivaci funkćı zadaných
”
po částech“. Jako modelový

př́ıklad nám bude sloužit následuj́ıćı funkce s absolutńı hodnotou.

f : x 7→ |x2 − 1| =


x2 − 1 x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)
1− x2 x ∈ (−1, 1)
0 x ∈ {1,−1}

Protože je derivace limita, záviśı jej́ı hodnota v bodě x jen na hodnotách
v okoĺı tohoto bodu. Proto je pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) derivace rovna
f ′(x) = 2x. Pro x ∈ (−1, 1) je f ′(x) = −2x. V bodech x ∈ {−1, 1} bud’

spoč́ıtáme derivaci př́ımo z definice nebo použijeme následuj́ıćı větu.

Věta o limitě derivace. Je-li funkce f spojitá v bodě x0 a derivace f ′ má
v x0 limitu, př́ıpadně jednostrannou limitu, pak má f v bodě x0 derivaci,
př́ıpadně jednostrannou derivaci a plat́ı

f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)

př́ıpadně
f ′+(x0) = lim

x→x+0
f ′(x)

př́ıpadně
f ′−(x0) = lim

x→x−0
f ′(x)

Důkaz. Dokážeme vztah pro limitu zprava. Podobně se dokáže vztah pro
limitu zleva a odtud pak plyne vztah pro oboustrannou limitu.
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Funkce f má na pravém okoĺı (x0, x0 + δ) konečnou derivaci, je tedy na
tomto okoĺı spojitá. Zároveň v́ıme, že je v bodě x0 spojitá zprava. Jsou tedy
splněny předpoklady Lagrangeovy věty, a tedy k x ∈ (x0, x0 + δ) existuje
cx ∈ (x0, x) splňuj́ıćı

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(cx)

Předpokládáme, že existuje limita f ′ pro x → x+0 , ta je rovna limitě f ′(cx)
pro x → x+0 . Využ́ıváme, že pro x → x+0 se cx také bĺıž́ı k x0 zprava. Proto
plat́ı

f ′+(x0) = lim
x→x+0

f ′(x)

�

Pro výše uvedený př́ıklad je

lim
x→1+

f ′(x) = lim
x→1+

2x = 2, lim
x→1−

f ′(x) = lim
x→1−

−2x = −2

Z věty pak plyne f ′+(1) = 2, f ′−(1) = −2.

5.7.6 Výpočet derivaćı

Vrát́ıme se k př́ıklad̊um, které jsem poč́ıtali v článku 5.1 a ukážeme, jak je
spoč́ıtat pomoćı pravidel odvozených v tomto článku.

1. f : x 7→ x2

f ′(x) = 2x, a proto je f ′(2) = 4

2. f : x 7→
√
x

f ′(x) = 1
2
x−1/2, a proto je f ′(1) = 1/2

3. f : x 7→ sgnx
Použijeme vlastnost limity – jej́ı hodnota zálež́ı jen na hodnotách funkce
v okoĺı bodu, libovolně malém, ve kterém limitu poč́ıtáme. Pro x > 0
je f(x) = 1, a tedy f ′(x) = 0. Podobně dostaneme f ′(x) = 0 pro x < 0.
Derivaci v nule pomoćı vzorc̊u spoč́ıtat neumı́me, muśıme postupovat
jako v článku 5.1. Př́ıpadně použijeme větu o spojitosti funkce v bodě,
ve kterém má vlastńı derivaci. Funkce sgn neńı v bodě nula spojitá,
proto v tomto bodě nemůže mı́t vlastńı derivaci.
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4. f : x 7→ |x2 − 1|
Derivace jsme spoč́ıtali v článku 5.7.5 se stejným výsledkem jako v 5.1.

5. Pokuśıme-li se použ́ıt postup z předchoźıho př́ıkladu na výpočet deri-
vace funkce f : x 7→ x2 sin(1/x), f(0) = 0 v bodě nula, dostaneme pro
x 6= 0: f ′(x) = 2x sin(1/x) − sin(1/x). Protože f ′ nemá v bodě nula
limitu, neńı možné použ́ıt větu o limitě derivace a je třeba postupovat
jako v článku 5.1.

6. f : x 7→
√
x3, x ≥ 0

f ′(x) = (x3/2)′ = 3
2
x1/2

5.8 Řešené př́ıklady

1. Najdeme intervaly, na nichž je funkce f rostoućı.

f : x 7→ 3x4 + 4x3 − 6x2 − 12

Spoč́ıtáme derivaci

f ′(x) = 12x3 − 12x2 − 12x+ 12

Řešeńım rovnice f ′(x) = 0 je x ∈ {1,−1}.
Řešeńım nerovnice f ′(x) ≥ 0 je x ≥ −1.

Závěr: funkce je rostoućı na intervalu [−1,+∞). Plyne to z věty o
rostoućı funkci a znaménku derivace (pro interval uzavřený zleva).

2. Nalezneme obrazy interval̊u I1 = [−1, 2], I2 = [−1, 2), I3 = (−1, 2],
I4 = (−1, 2) ve funkci f : x 7→ x3 − x.

Vı́me, že obraz f(I1) je uzavřený interval.1 Krajńımi body tohoto in-
tervalu jsou minimálńı a maximálńı hodnota, kterou funkce f nabývá
na intervalu I1. Abychom tyto hodnoty zjistili, potřebujeme znát mo-
notonii funkce f , proto spoč́ıtáme prvńı derivaci: f ′(x) = 3x2 − 1 a
vyřeš́ıme nerovnice f ′(x) ≥ 0, f ′(x) ≤ 0.

Výsledky znázorńıme na schematu dole. Zaj́ımavé body ve schematu
umı́st́ıme ve správném pořad́ı, na jejich vzdálenostech nám nezálež́ı.

1Obraz uzavřeného intervalu ve spojité funkci je uzavřený interval. Viz věta 4.3.34 z [2].
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Schema vyjadřuje, že je funkce f rostoućı na intervalu [−1,−1
√

3],
klesaj́ıćı na intervalu [−1/

√
3, 1/
√

3] a rostoućı na intervalu [1/
√

3, 2].

Odtud plyne, že minimálńı hodnota je jedna z hodnot f(−1), f(1/
√

3).
Výpočtem dostaneme f(−1) = 0, f(1/

√
3) = −2/

√
27. Ze znamének

obou hodnot urč́ıme, že minimálńı hodnota je −2/
√

27.

Podobně zjist́ıme, že maximálńı hodnota je jedna z hodnot f(−1/
√

3) =
2
√

27, f(2) = 6. Bezpoužit́ı kalkulačky je vidět, že 2/
√

27 < 1, ma-
ximálńı hodnota je tedy f(2) = 6.

Závěr: f(I1) = [−2/
√

27, 6].

Obrazy daľśıch interval̊u urč́ıme úvahou z obrazu I1. Hodnotu f(2) = 6
nabývá funkce na I1 pouze v bodě x = 2. Hodnotu f(−1) = 0 nabývá i
v některém bodě intervalu (1/

√
3, 2). U této konkrétńı funkce je snadné

spoč́ıtat, že je to v bodě x = 1. Obecně dostaneme výsledek z věty o
nabýváńı mezihodnot.

Závěr:

f(I2) = f([−1, 2)) = [−2/
√

27, 6)

f(I3) = f((−1, 2]) = [−2/
√

27, 6]

f(I4) = f((−1, 2)) = [−2/
√

27, 6)



Kapitola 6

Dodatek – rovnice př́ımky

Pravděpodobně v́ıte, že grafem lineárńı funkce f : x 7→ ax+b je př́ımka. Vı́te
ale proč tomu tak je?

6.1 Rovnice př́ımky a podobnost trojúhelńık̊u

Začneme opačným tvrzeńım, budeme zkoumat, jakou rovnici má př́ımka
určená dvěma body.

Nejdř́ıv probereme př́ıpad bod̊u se stejnou x-ovou souřadnićı, tedy bod̊u
[x1, y1], [x1, y2]. Př́ımka jimi určená je kolmá k ose x, neńı grafem žádné
funkce a má rovnici x = x1.

Dále probereme př́ıpad bod̊u, kdy je druhý vpravo nahoře od prvńıho Pro
jejich souřadnice plat́ı y2 > y1, x2 > x1.

Vlevo jsou znázorněny takové dva body a vpravo jsme do obrázku přidali daľśı
bod př́ımky a tečkovaně jsme vyznačili dva podobné pravoúhlé trojúhelńıky.

89
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Větš́ı z nich má odvěsny délek x−x1, y−y1, ten druhý délek x2−x1, y2−y1.
A z podobnosti trojúhelńık̊u plyne

y − y1
x− x1

=
y2 − y1
x2 − x1

(6.1)

Hodnotu výraz̊u v (6.1) nazýváme směrnićı př́ımky. Označ́ıme ji k a vyjád-
ř́ıme pomoćı souřadnic bod̊u na př́ımce

k =
y2 − y1
x2 − x1

(6.2)

Rovnici př́ımky pak můžeme zapsat ve tvaru

y = y1 + k(x− x1) (6.3)

Úlohy. Ze vztah̊u (6.1), (6.2) odvod’te vztah (6.3).
Napǐste rovnici př́ımky procházej́ıćı body [2, 1], [4, 5].

Výše jsme odvodili vztahy pro speciálńı polohu bod̊u. Na daľśıch obrázćıch
ukážeme, že odvozené vztahy plat́ı i v obecné poloze.

Uvažujme bod [x, y] vlevo od bodu [x1, y1].
Z podobnosti trojúhelńık̊u dostaneme

y1 − y
x1 − x

=
y2 − y1
x2 − x1

,

což je ekvivalentńı vztahu (6.1).

Na obrázku vlevo jsou body splňuj́ıćı x1 < x2, y1 > y2. K nim jsou na obrázku
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vpravo zvoleny daľśı dva body a čárkovaně dokresleny podobné trojúhelńıky.
Pro bod vlevo plat́ı

y − y1
x1 − x

=
y1 − y2
x2 − x1

,

pro bod vpravo
y1 − y
x− x1

=
y1 − y2
x2 − x1

.

Obě rovnosti uprav́ıme vynásobeńım mı́nus jedničkou na (6.1).
Posledńı př́ıpad je y1 = y2. Př́ımka je rovnoběžná s osou x a má rovnici

y = y1. Rozmyslete si, že tuto rovnici dostaneme jako speciálńı př́ıpad výše
uvedených vztah̊u.

Závěr. Př́ımka určená dvěma r̊uznými body [x1, y1], [x2, y2] má v př́ıpadě
x1 = x2 rovnici x = x1 a v př́ıpadě x1 6= x2 rovnici (6.3), kde za k dosad́ıme
č́ıslo vypočtené z (6.2).

6.2 Geometrický význam koeficient̊u

Odvod́ıme geometrický význam koeficient̊u a, b v rovnici y = ax+ b.
Dosazeńım x = 0 dostaneme y = b. Proto prot́ıná př́ımka o rovnici y =

ax+ b osu y v bodě [0, b].
Pro zjǐstěńı geometrického významu koeficientu a budeme potřebovat dva

body př́ımky. Jejich souřadnice splňuj́ı rovnice y1 = ax1 + b, y2 = ax2 + b.
Odečteńım rovnic dostaneme y2 − y1 = a(x2 − x1) a po daľśı úpravě

a = (y2 − y1)/(x2 − x1) (6.4)

tedy vztah (6.2), který jsme výše odvodili geometricky. Na následuj́ıćıch
obrázćıch ukážeme geometrický význam č́ısla a.

TODO: OBRÁZEK (Tato zkratka znamená, že text neńı kompletńı a
bude později doplněn.)

6.3 Graf lineárńı funkce

Ukázali jsme, že každá př́ımka má rovnici bud’ x = konstanta nebo (6.3).
Možná se vám zdá, že z toho plyne, že každá rovnice (6.3) je rovnićı př́ımky.
Neńı tomu tak, mohlo by se stát, že některé z rovnic popisuj́ı př́ımku a ostatńı
jinou křivku.



92 KAPITOLA 6. DODATEK – ROVNICE PŘÍMKY

My zde ukážeme, že to nenastane, tedy, že každá rovnice (6.3) je rovnićı
př́ımky. Vemte si z toho poučeńı, že v matematice je třeba každé tvrzeńı
podložit d̊ukazem. Nestač́ı se odkázat na zkušenost, že to ve všech dosud
známých př́ıpadech tak vždy bylo.

Přejděme tedy k d̊ukazu. Uvažujme křivku o rovnici

y = ax+ b (6.5)

Dosad’me do ńı dvě r̊uzné hodnoty x1, x2 a spoč́ıtejme k nim y1, y2. Dosta-
neme dva body, které na této křivce lež́ı. Uvažujme rovnici př́ımky určené
těmito dvěma body a zapǐsme ji ve tvaru

y = ãx+ b̃ (6.6)

Z (6.2) a z (6.4) plyne rovnost a = ã. Dosazeńım x1, y1, a = ã do (6.5), (6.6)
pak dostaneme b = b̃. odtud pak plyne totožnost rovnic (6.5), (6.6), a tedy i
totožnost jejich graf̊u. A protože grafem (6.6) je př́ımka, je př́ımka i grafem
(6.5).



Kapitola 7

Dodatek – úpravy výraz̊u

Při zkoumáńı vlastnost́ı funkćı neustále naráž́ıme na nutnost umět upravovat
výrazy. Proto těm

”
nejpotřebněǰśım“ úpravám věnujeme tento dodatek a

čtenáři doporuč́ıme se k němu vrátit pokaždé, když zjist́ı, že mu úpravy
dělaj́ı pot́ıže a potřebuje si je zopakovat.

7.1 Kráceńı kořenovým činitelem.

Kráceńı kořenovým činitelem je základńı technika při poč́ıtáńı limit. Článek
rozděĺıme na dvě části. V prvńı části budeme upravovat racionálńı funkce
(pod́ıly mnohočlen̊u), ve druhé výraz obsahuj́ıćı odmocniny.

7.1.1 Kráceńı v racionálńı funkci

Př́ıklad. Určete definičńı obor výrazu a pokrat’te kořenovým činitelem, ko-
řenovými činitely.

x5 − 1

2x2 − x− 1

Řešeńı. Kořeny jmenovatele źıskáme vyřešeńım kvadratické rovnice: x1 = 1,
x2 = −1/2, definičńı obor výrazu tedy je množina R \ {1,−1/2}.

Č́ıslo x1 je též kořenem čitatele. Rozklad čitatele na součin źıskáme bud’

dosazeńım do vzorce a5− b5 = . . . nebo vyděleńım (x5− 1) : (x− 1). V obou
př́ıpadech dostaneme

x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

93
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Rozklad jmenovatele je

2x2 − x− 1 = (x− 1)(2x+ 1).

Pokráceńım dostaneme

x5 − 1

2x2 − x− 1
=
x4 + x3 + x2 + x+ 1

2x+ 1
.

Daľśı společný kořen čitatel se jmenovatelem nemaj́ı, proto neńı daľśı
kráceńı možné.

Úkol. Určete definičńı obor výraz̊u a pokrat’te kořenovým činitelem, kořeno-
vými činitely.

(x2 − 1)2

(x4 − 1)(x− 1)

(x2 − 5x+ 6)6

(x3 − 4x2 + 4x)3

7.1.2 Kráceńı v iracionálńı funkci

Př́ıklad. Určete definičńı obor výrazu a pokrat’te kořenovým činitelem, ko-
řenovými činitely.

2x+
√
x+ 5

1− x2

Řešeńı. Definičńı obor výrazu je [−5,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞), nebo jinak
zapsané [−5,+∞)\{−1, 1}. Kořeny jmenovatele jsou x1 = −1, x2 = 1. Č́ıslo
x1 je také kořenem čitatele. Abychom dokázali pokrátit, zbav́ıme se v čitateli
odmocniny t́ım, že zlomek rozš́ı̌ŕıme výrazem 2x−

√
x+ 5 a použijeme vztah

(a+ b)(a− b) = a2 − b2. Dostaneme

2x+
√
x+ 5

1− x2
=

4x2 − x− 5

(1− x2)(2x−
√
x+ 5)

Nyńı čitatele a jmenovatele rozlož́ıme na součin kořenových činitel̊u

4x2 − x− 5

(1− x2)(2x−
√
x+ 5)

=
(x+ 1)(4x− 5)

(1− x)(1 + x)(2x−
√
x+ 5)

a pokrát́ıme

(x+ 1)(4x− 5)

(1− x)(1 + x)(2x−
√
x+ 5)

=
4x− 5

(1− x)(2x−
√
x+ 5)
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Poznamenejme, že jsme úpravou vytvořili nový společný kořen čitatele a
jmenovatele x = 5/4. Jiné psolečné kořeny čitatel se jmenovatelem nemaj́ı.

Úkol. V kapitole 3.4.1 jsme jako jeden z kořen̊u rovnice s parametrem dostali

x =
1−

√
y2 − y + 1

y − 1

Ukažte, že definičńı obor zlomku jsou reálná č́ısla kromě jedničky a že jednička
je kořenem nejen jmenovatele, ale i čitatele. Dále pokrat’te zlomek kořenovým
činitelem.

7.2 Vytýkáńı a rozšǐrováńı

Při poč́ıtáńı nevlastńıch limit (tedy limit pro proměnnou rostoućı nade vše-
chny meze v kladných nebo záporných hodnotách) nás zaj́ımaj́ı předevš́ım
členy s nejvyšš́ı mocninou. Věťsinou1 stač́ı k prvńımu přibĺıžeńı ostatńı členy

”
docela obyčejně škrtnout“. Např́ıklad z výrazu

√
2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x+ 6

”
škrtnut́ım“ dostaneme výraz

√
2x4 = x2

√
2. Korektńı postup je mı́sto škrtáńı

nejvyšš́ı mocninu vytknout

√
2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x+ 6 = x2

√
2 + 3

x
+ 4

x2
+ 5

x3
+ 6

x4

Výraz pod odmocninou pak pro velká x nabývá hodnotu bĺızkou
√

2.
Pokud čtenáři takové vytýkáńı dělá problémy, doporučujeme mu nahradit

ho rozš́ı̌reńım – stejným výrazem jako jsme vytýkali, tedy x2.

√
2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x+ 6 = x2

√
2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x+ 6

x2

= x2
√

2x4 + 3x3 + 4x2 + 5x+ 6√
x4

= x2
√

2 + 3
x

+ 4
x2

+ 5
x3

+ 6
x4

Pozor přitom na následuj́ıćı úpravy: Pro která x plat́ı
√
x2 = x? A pro

která
√
x4 = x2?

1Ale ne vždy. Viz varovný př́ıklad dále. Nedoporučujeme použ́ıvat metodu škrtáńı,
dokud metodou vytýkáńı nespoč́ıtáte tolik př́ıklad̊u, abyste viděli, co se při škrtnut́ı vlastně
děje.
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Př́ıklad. V následuj́ıćım výrazu vytkneme x a zkrát́ıme. Úpravy plat́ı pro
x > 0.

x+
√
x2 + 1

2x+ 3
=
x(1 +

√
1 + 1

x2
)

x(2 + 3
x
)

=
1 +

√
1 + 1

x2

2 + 3
x

Totéž výše popsanou technikou rozš́ı̌reńı

x+
√
x2 + 1

2x+ 3
=

1
x
(x+

√
x2 + 1)

1
x
(2x+ 3)

=
1 +

√
1 + 1

x2

2 + 3
x

Pro x < 0 je
√
x2 = −x, a proto je

x+
√
x2 + 1

2x+ 3
=

1
x
(x+

√
x2 + 1)

1
x
(2x+ 3)

=
1−

√
1 + 1

x2

2 + 3
x

Úkol. Ještě jednou se vrát́ıme k výrazu z kapitoly 3.4.1

1−
√
y2 − y + 1

y − 1

Upravte zlomek vytknut́ım a ukažte t́ım, že pro y velké kladné nabývá zlomek
hodnot přibližně mı́nus jedna a pro y velká záporná hodnot přibližně plus
jedna.

Varovný př́ıklad. Výše jsme poukázali na to, že limity v nekonečnu lze
často určit

”
škrtnut́ım vhodných člen̊u“. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, proč

takový postup nedoporučujeme.

√
x4 + x3 + 1−

√
x4 − x3 + 1

x+ 2

”
Škrtnut́ım“ dostaneme (

√
x4−
√
x4)/(x+2) = 0/(x+2) = 0. Korektńım

postupen dostaneme

√
x4 + x3 + 1−

√
x4 − x3 + 1

x+ 2
=

2x3

(x+ 2)(
√
x4 + x3 + 1 +

√
x4 − x3 + 1)

Daľśı
”
škrtnut́ı“ je již korektńı, jak ukazuje následuj́ıćı úloha
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Úloha. Upravte vytknut́ım výraz

2x3

(x+ 2)(
√
x4 + x3 + 1 +

√
x4 − x3 + 1)

na výraz
2

(1 + 2
x
)(
√

1 + 1
x

+ 1
x4

+
√

1− 1
x

+ 1
x4

)

7.3 Rozklad na parciálńı zlomky

Rozklad na parciálńı zlomky je opačná operace ke sč́ıtáńı zlomk̊u. Např́ıklad
z výsledku sč́ıtáńı TODO (Zkratka TODO znamená, že text neńı kompletńı
a bude později doplněn.)

Výklad rozděĺıme na dvě části. Ve druhé části vysvětĺıme, jak ke konkrétńı
racionálńı funkci určit tvar parciálńıch zlomk̊u. V prvńı části vysvětĺıme, jak
ke známému tvaru určit koeficienty parciálńıch zlomk̊u.

7.3.1 Určeńı koeficient̊u při rozkladu na parciálńı zlomky

7.3.2 Určeńı jmenovatel̊u parciálńıch zlomk̊u

7.4 Úpravy při odvozováńı derivaćı

V tomto článku probereme úpravy výraz̊u, které použ́ıváme k odvozeńı vzorc̊u
pro derivaci mocninných funkćı a odmocnin.

7.4.1 Použit́ı binomické věty

Z binomické věty dostaneme

(x+ h)2 = x2 + 2xh+ h2

(x+ h)3 = x3 + 3x2h+ 3xh2 + h3

(x+ h)4 = x4 + 4x3h+ 6x2h2 + 4xh3 + h4

...

(x+ h)n = xn + nxn−1h+ n(n−1)
2

xn−2h2 + · · ·+ hn
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a odtud dále dostaneme

(x+ h)2 − x2

h
=

2xh+ h2

h
= 2x+ h

(x+ h)3 − x3

h
=

3x2h+ 3xh2 + h3

h
= 3x2 + 3xh+ h2

(x+ h)4 − x4

h
=

4x3h+ 6x2h2 + 4xh3 + h4

h
= 4x3 + 6x2h+ 4xh2 + h3

...

(x+ h)n − xn

h
=

nxn−1h+ n(n−1)
2

xn−2h2 + · · ·+ hn

h

= nxn−1 + n(n−1)
2

xn−2h+ · · ·+ hn−1

7.4.2 Odstraňováńı rozd́ılu odmocnin

Použijeme vzorce:

a2 − b2 = (a− b)(a+ b)

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

a4 − b4 = (a− b)(a3 + a2b+ ab2 + b3)
...

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + · · ·+ bn−1)

Zvoĺıme: a = n
√
x+ h, b = n

√
x a rozš́ı̌ŕıme výrazem an−1+an−2b+an−3b2+

· · ·+ bn−1. Dostaneme

√
x+ h−

√
x =

h√
x+ h+

√
x

3
√
x+ h− 3

√
x =

h

(x+ h)2/3 + (x+ h)1/3x1/3 + x2/3

4
√
x+ h− 4

√
x =

h

(x+ h)3/4 + (x+ h)2/4x1/4 + (x+ h)1/4x2/4 + x3/4

...
n
√
x+ h− n

√
x =

h

(x+ h)(n−1)/n + (x+ h)(n−2)/nx1/n + (x+ h)(n−3)/nx2/n + · · ·+ x(n−1)/n
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a odtud dále
√
x+ h−

√
x

h
=

1√
x+ h+

√
x

3
√
x+ h− 3

√
x

h
=

1

(x+ h)2/3 + (x+ h)1/3x1/3 + x2/3

4
√
x+ h− 4

√
x

h
=

1

(x+ h)3/4 + (x+ h)2/4x1/4 + (x+ h)1/4x2/4 + x3/4

...
n
√
x+ h− n

√
x

h
=

1

(x+ h)(n−1)/n + (x+ h)(n−2)/nx1/n + (x+ h)(n−3)/nx2/n + · · ·+ x(n−1)/n
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Kapitola 8

Změny v textu po 30. zář́ı 2019

2. 10. 2019 – Malá změna v kapitole 2.1.5 o spojitosti.
8. 10. 2019 – Opravena chyba v úkolu ze závěru kapitoly 2.1.3 o monotonii.
5. 12. 2019 – Opravena chyba v jednom komentáři v dodatku o úpravách 7.4.2.

– Přidána kapitola o derivaćıch.
10. 12. 2019 – Opraveny překlepy (čtyřikrát g mı́sto f) v kapitole o derivaćıch.
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