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Kapitola 1

Uvod

V textu se budeme zabyvat funkcemi jedné realné proménné. V této ivodni
kapitole vylozime, co to funkce je, a nastinime, co vSechno nas na funkcich
bude zajimat.

1.1 Co je to funkce

Historicky byla funkce piedpis, napf. f(z) = x?. Dnes pod pojmem funkce
rozumime zavislost mezi dvéma proménnymi, kterd muze, ale nemusi byt
ddna jednim predpisem. Tyto struéné historické poznadmky cerpame z [2],
4.4.7, zvidavy ¢tenai tam najde dalsi podrobnosti.
Funkce zadané (jednim) pfedpisem nazyvame elementdrmimi funkcemi.
Zkoumani téchto funkei bude jednim z nasich cili, ale nikoliv jedinym.
Piikladem funkef zadanych jinak nez jednim piedpisem jsou funkce f, g,!

fo={2" 05 ww={27 IS aw

Dirichletova funkce 9

1 z€eQ
5(“”):{0 r€R\Q

nebo funkce zadané empiricky jako naptiklad prubéh teploty namérené me-
teorologickou stanici v zavislosti na case.

1Z4pis (1.1) éteme: funkce f piifad{ éfslu # mensfmu nez jedna é&fslo 2 — 22 a éfslu @

vétsimu nebo rovnému jedné éislo. ..
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Dilezitym pojmem je graf funkce. Na obrazku jsou grafy funkei z (1.1),
vlevo funkce f, vpravo g.

/\,/ NS

Grafem Dirichletovy funkce jsou dvé ,fidké“ piimky.

Nékdy se funkce definuje primarné jako jeji graf, tedy mnozina dvojic
redlnych ¢isel [z, y] € R? takovd, Ze k éfslu x lezi na tomto grafu maximalné
jeden bod [z, y]. Jinak fe¢eno, lezi-li body [z, 1], [z, y2] na grafu funkce, musi
platit y; = y». Formélné zapsano G C R? je grafem funkce, pokud plati

(Vz, 91,92 € R)(([z,11] € G A [z, 90] € G) = y1 = ya).

Cteme: pro kazdou trojici redlnych ¢&isel x, y1, yo z platnosti [z,y1] € G,
[z, y2] € G plyne y; = yo. Rozmyslete si, ze vyznamové stejné je tvrzeni: pro
kazdou trojici redlnych ¢isel x, yi, yo splnujici [x,y1] € G, [z, y2] € G plati
Y1 = ya.”

Teprve z grafu funkce je poté odvozen predpis a definiéni obor funkce.
Cislu ¢ € R piifadime é&slo y spliujici [z,9] € G. Definiénim oborem je
mnozina ¢isel x, pro néz existuje ¢islo y takové, ze [x,y] € G.

Vysvétlime na nasledujicich grafech.

D

Budeme prochazet obrazky zleva doprava.

1. Naobrazku je ¢tvrtkruznice, ktera je grafem funkce s definicnim oborem
[0,1] a predpisem x — /1 — 22

20 vyrocich, kvantifikitorech, jejich ¢teni a vyznamu vice pojedndme v jedné z nasle-
dujicich kapitol.
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2. Pulkruznice na obrazku neni grafem funkce. Jeji rovnice je 2?2 + y? =
1, x € [0,1]. Pro z € [0,1) obsahuje dva ruzné body [z,+/1 — 22|,
[z, —v1 — 22|

3. Na obrazku je ¢ast vétve hyperboly. Je grafem funkce, ale urcit pouhym
pohledem z grafu jeji defini¢ni obor a predpis neni jednoduché, protoze
neni mozné hyperbolu nakreslit celou. Doplnime-li, zZe souradné osy jsou
jejimi asymptotami, muzeme urc¢it definiéni obor: (0, 4+00). O funkénim
predpisu vime, zZe je z — k/z, kde konstantu k nelze urcit z grafu bez
meritka.?

4. Na obréazku je graf po castech konstantni funkce s definiécnim oborem
(a,b) U (b, c). Jinym zpusobem muzeme tento obor zapsat (a,c)\ {b}.*

5. Na obréazku tvori graf funkce ¢tyti body. Definiéni obor funkce je ¢tyt-
prvkovd mnozina {a, b, ¢, d}.

Vyse mluvime o funkci jako vztahu dvou proménnych. Jednu z promén-
nych zpravidla oznaCujeme = a nazyvame ji argumentem funkce, promeéennou
funkce, vzorem a ve stiedoskolskych ucebnicich zpravidla nezavisle promén-
nou. Druhou proménnou zpravidla ozna¢ujeme y nebo f(x) (pro funkei po-
jmenovanou f) a nazyvame ji funkcéni hodnotou, obrazem a ve stiedoskols-
kych ucebnicich zpravidla zavisle proménnou. Pokud maji proménné néjaky
vyznam, tieba geometricky (délka, obsah, soufadnice, ...) nebo fyzikalni
(¢as, rychlost, sila, teplota, ...), ¢asto pouzijeme misto x, y znaceni dané
veli¢iné odpovidajici. Napiifklad oznac¢ime cas t, vzdélenost s a s = 1/2gt?
je zavislost drahy na case pti pohybu v gravitacnim poli intenzity ¢g. Nebo
oznacime délku hrany krychle a, objem krychle V a V = a® je zdvislost
objemu na délce hrany.

Pojmy (terminy) vzora obraz znéte z geometrie pii zobrazovani (posunuti,
otoceni, zrcadleni). Funkce je specidlnim typem zobrazeni, kde vzory a obrazy
jsou cisla.

Ukol. Uved'te dalsi priklady funkei jak elementarnich, tak ostatnich. Nejlépe
takové, které popisuji zavislost fyzikalnich, geometrickych, pripadné jinych

37 grafu uréime jen znaménko k. Pro hyperbolu v prvnim kvadrantu je k > 0.

4Prvni zplsob je sjednoceni dvou otevienych intervalt, druhy je rozdil intervalu a
jednoprvkové mnoziny. Vice o mnozinach, operacich s nimi a zpusobech zapisu v nékteré
z dalsich kapitol.
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Jrealnych® velicin. Déle uved'te piiklady mnozin G C R? a urcete, zda jsou
grafem funkce a pripadné urcete definicni obor a predpis funkce.

1.2 Co budeme na funkcich zkoumat

Bude nés zajimat, jak se méni funkéni hodnota pfi zméné proménné — tyto
zmény zpravidla znazornujeme na grafu funkce a pouzivame k tomu nize
uvedenou terminologii.

flag + Ax) T

Af = flxg + Ax) — f(xg)

flag)T ey G :

|
Ty To + Az

Cislo Az budeme nazyvat priristkem proménné x, ¢islo A f priristkem funkce
(presngjsi by asi bylo fikat piirustek funkéni hodnoty, ale moc se to ne-
pouziva). Nésledujici obrazky ukazuji situaci, kdy je piirustek funkce, pii-
padné prirustek proménné zaporny.

To To + Ax Ty + Ax Ty

1.3 Spojitost funkce

V pripadé, ze pro ,,malé“ hodnoty Az je prirustek funkce A f ,maly“, budeme
fikat, ze je funkce f spojitd v bodé xy. Uvozovkami chceme zduraznit znacnou
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vagnost tohoto popisu. Pojem spojitosti se vyvijel, podle poznamek 4.4.7
zminénych vyse byly kdysi obé funkce f, g uvedené v (1.1) povazovany za
nespojité® v bodé x = 1, protoze se v tomto bodé méni funkéni predpis.
Podle soucasné definice spojitosti neni funkce f v bodé x = 1 spojita zatimco
funkce g ano. Presna definice pojmu spojitosti je pomérné obtizna a uvedeme
ji pozdéji. K jejimu bliz§imu objasnéni uvedeme jesté nékolik piikladu.

Na levém obrazku je graf funkce
f(z) = sin(1/x),

na pravém

g(x) = zsin(1/x).

Obe funkce maji koteny v bodech 1/z = km, tedy x = 1/(k7), a tedy v okoli
nuly je korentu nahusténo nekoneéné mnoho. V bodé x = 0 tyto funkce nejsou
definované. Pokud chceme, muzeme je v tomto bodé dodefinovat. Vzniknou
tim nové funkce, které oznacime f , §.

fla) = {sin(é/:c) i 7:£ 8 i) = {xsin(()l/:c) i 7: 8 (12)

Rikame, 7ze funkce f je rozsirenim funkce f, funkce ¢ je rozsifenim funkce g.
Protoze pro hodnoty x ,blizké* nule jsou hodnoty g(x) ,blizké* §(0), je
funkce ¢ spojita v bodé nula a mluvime o spojitém rozsiteni. Funkce f je
rozsitenim funkce f, ale neni jejim spojitym rozsitenim.
Na nasledujicich obrazcich je dalsi piiklad spojitého rozsiteni, kdy de-
finiéni obor vyrazu zvétsime pokracenim.

Na obrazku vlevo je graf funkce

x?—1

r—1

h(z) =

a vpravo graf funkce

hz) =z +1.

SRikame-li, Ze je funkce v bodé nespojitd, mame na mysli, Ze nenf spojitd. Toto neni
zcela samoziejmé, napiiklad rostouci a nerostouci funkce nejsou v tomto smyslu doplikové
pojmy.
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K pojmu spojitosti zatim uvedeme, ze elementarni funkce (tedy funkce za-
dané jednim funkénim predpisem, které znate ze stiedni skoly) jsou na svych
defini¢nich oborech spojité.

Pokud funkce neni v bodé zy spojitd, ale lze ji v tomto bodé spojité
rozsitit, fikame, ze ma funkce v bodeé xq odstranitelnou nespojitost. Ptikladem
odstranitelnych nespojitosti je nespojitost funkce g v bodé z = 0 a nespoji-
tost funkce h v bodé z = 1.

Dalsim typem nespojitosti je nespojitost typu skoku.

Uvazujme funkci, kterd ¢islu x priradi cislo, které
z ¢isla x vznikne zaokrouhlenim na celé cislo. Tato
funkce neni spojita v bodé x = 0.5.

Cisla € (0,0.5) zaokrouhlime na nulu, zatimco
¢isla z € (0.5, 1) zaokrouhlime na jednicku. Funkén{
hodnota tedy pfi ,,prechodu® pies x = 0.5 ,skoc¢i“ o
jedna.

11 -~

0.5
Prikladem funkce, ktera neni spojita a tato nespojitost neni odstranitel-
nou nespojitosti ani nespojitosti typu skoku, jsou funkce f a f.

1.4 Limita funkce

S pojmem spojitosti izce souvisi pojem limita. Napiiklad funkce h : = +—
(22 — 1)/(xz — 1) zminovand vySe neni definovand v bodé x = 1, ale m4
v tomto bodé limitu rovnu A(1) = 2. Zjednodusené to znamend, ze pro z
blizké jedné je h(z) blizké dvéma.

Dalsim prikladem funkce majici limitu je vySe zminovana funkce g : x —
zsin(l/x). V bodé nula m4a limitu rovnu nule.

Piiklad funkce nemajici limitu je f : 2 + sin(1/z) v bodé nula. Vysvét-
lime pro¢: pro velkd k € N jsou obé xy = 1/(n/2 4 2km) ax_ =1/(—7/2 +
2km) ,hodné blizko“ nule a zaroven je f(xy) = sin(1/zy,) =1 a f(z_) =
sin(1/xz_) = —1. Neexistuje tedy zadné realné ¢islo, kterému by byly hodnoty
f(x) ,blizké“ pro ,vSechna z blizka*“ nule.

Na nésledujicim obrazku je graf funkce z — (sinz)/x. V nule neni funkce
definovana, ale z obrazku je vidét, ze ma v nule limitu. Hodnota limity zavisi
na jednotkach, které zvolime pro vypocet sinu. Obloukova mira (radidny) se
vyznacuje tim, ze hodnota této limity je rovna jedné. V nékteré z dalsich
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kapitol tuto skutecnost ukazeme. Pripomeneme si pritom, jak je obloukova
mira definovan4.

1.4.1 Nevlastni limity, jednostranné limity

Vyse uvedené limity popisuji chovani funkce v okoli bodu zg € R, a to takové
chovéni, kdy funkén{ hodnoty jsou blizké hodnoté L € R pro z blizké z,. Cislo
L nazyvame limitou funkce v bodé x.

Pojem limita funkce zahrnuje i ptipady, kdy nékteré z ¢isel xy, L, nebo
pripadné obé, jsou nekonecné. Vysvétlime na funkci f a jejim grafu.

z+1
2¢ + 1

frx—

Pro z velké kladné je funkéni hod-
nota blizka jedné poloviné. Rikame,
ze mé funkce f v bodé +oo limitu

N— rovinu 1/2 a o limité mluvime jako o

vlastni limité v nevlastnim bodé.
. Ptedpona ne ve slové nevlastni o-
\ znacuje nekonec¢nou hodnotu.

Podobné je limita funkce f v bo-
dé —oo rovna 1/2.

Ukol. Zodpovezte otdzky: Jak se jmenuje kiivka, kterd je grafem funkce f7
Jaky ma tato kiivka vztah k piimce o rovnici y = 1/27 A jak vztah kiivky a
piimky souvisi s nevlastnimi limitami, o kterych se pise vyse?

Nevite-li si rady, tak nac¢rtnéte graf funkce f, popiste osy, dokreslete na
né méfitko a nacrtnéte i primku o rovnici y = 1/2.

V bodé x = —1/2 neni funkce f definovand a v jeho okoli nabyva velkych
hodnot. Pro x o trochu vétsi nez 1/2 jsou funkéni hodnoty velké kladné —
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rikame, ze ma funkce v bodé z = —1/2 zprava limitu rovnu +oo a mluvime
o nevlastni limité ve vlastnim bodé.

Podobné: v bodé z = —1/2 zleva m4 funkce limitu rovnu —oc.
Ukol. Zodpovézte stejné otazky jako vyse pro piimku o rovnici z = —1/2.

Jesté jeden graf a pifklad: @ — 21/7,

Limita v bodé x = 0 zleva je rovna
nule, zprava je rovna +00.

Z grafu lze tusit i limity v bodech
+o0o. V kapitole o limitach sloze-
né funkce si vysvétlime, ze jsou o-
bé rovny jedné. Pokud se nad ni-
mi chcete zamyslet uz ted, tak si

rozmyslete, jakych hodnot nabyva
-\ vyraz 2/ pro x hodné velké kladné,

pripadné hodné velké zaporné.

Ukol. Jednostranné limity v nule jsme urcili z grafu. Urcete je bez grafu jen
z vlastnosti (a grafu) funkel z +— y = 1/z, y — 2V.

Dalsim prikladem jednostrannych limit je ,,zaokrouhlovaci“ funkce z konce
¢lanku 1.4. Limita této funkce v bodé 0.5 zleva je rovna nule a zprava rovna
jedné.

1.5 Aproximace funkci

Nékdy si pottebujeme praci s funkcemi zjednodusit, proto ,slozitou® funkci
nahradime ,jednodussi® funkci. Za toto nahrazeni a zjednoduseni zaplatime
mensi presnosti. Misto o nahrazeni mluvime vétsinou o aproximaci.

Za aproximujici funkci ¢asto volime linearni funkci, nebo, chceme-li apro-
ximaci zpfesnit, polynom.

Aproximace muze byt lokalni nebo globalni.

1.5.1 Aproximace polynomem

Ukazeme na grafu a na tabulce funkénich hodnot dvé ruzné aproximace
funkce sinus polynomem tietiho stupné.
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Vlevo je ¢erné graf funkce sinus na intervalu
[0,7/2] a ¢ervené na stejném intervalu graf
polynomu. Nazyvame ho Tayloruv polynom
a budeme se jim v nékteré z dalsich kapitol
zabyvat.

3
T:xr—>x—%

Na dalsim obrazku je podobnd situace, tentokrat s interpolaénim® polyno-

mern.
r  sinz T(z) I(x)
0 0 0.000 -0.001
0.2 0.199 0.199 0.200
0.4 0.389 0.389 0.390
0.6 0.565 0.564 0.564
0.8 0.717 0.715 0.716
1 0.841 0.833 0.841
1.2 0.932 0.912 0.933
1.4 0.985 0.943 0.987

Grafy se témér prekryvaji. Pri zvétSeni je
vidét, jak cerny graf prechazi nékolikrat pres
cerveny. Potvrdi se to v tabulce dole.®

I:2+— —0.1142%—0.0662>+1.0232z—0.0011

“Koeficienty jsou zaokrouhlené. Rozdily v tabulce
jsou spocitané pro presnéj$i hodnoty koeficientu.

T(x)—sinz I(z)—sinz
0 —1073
—3x107°6 1073

—9x 107° 6 x 1074
—6 x 1074 —8x 107
—3x 1073 —103
—-8x10% —6x107*
—-2x1072  9x 10
—4 x 1072 1073

V tabulce je v prvnim sloupci hodnota proménné z, ve druhém jeji funkéni
hodnota sinz, ve tfetim je hodnota Taylorova polynomu T'(x), ve ¢tvrtém
hodnoty interpolacniho polynomu /(z) a v patém a Sestém jsou hodnoty
rozdili T'(z) — sinz, I(x) — sinx. Tyto rozdily ukazuji kvalitu aproximace.
Vidime, ze aproximace Taylorovym polynomem je dobra v okoli bodu nula
a ve vétsi vzdéalenosti od bodu nula se zhorsuje. Aproximace interpola¢nim
polynomem je stejné dobra v celém intervalu. Tayloruv polynom proto nékdy
nazyvame lokdlni aprorimaci a interpolacni polynom globalni aprorimaci.

6Vybrali jsme étyti body z intervalu [0, 7/2] a sestavili polynom majicf stejnou funként
hodnotu jako aproximovana funkce sinus. Vice si zvidavy Ctendf muze precist napiiklad
v [2], v tomto textu se interpola¢nimu polynomu vénovat nebudeme.
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V textu se budeme podrobnéji zabyvat lokalni aproximaci. Nejdiive bu-
deme aproximovat linedrni funkci a ukdzeme néco, co je intuitivné jasné, a
sice, ze nejlepsi linearni aproximaci ziskame pomoci teény ke grafu funkce.
Pozdéji prejdeme k aproximaci polynomem vyssiho stupné nez jedna.

Otazky. Zamysleli jste se nékdy nad tim, jak kalkulacka pocita sinus? Pokud
byste meéli na vybér néktery z interpola¢nich polynomu, pfitom kvuli vétsi
piesnosti bychom pouzili polynomy vysstho stupné, ktery byste pouzili? Slo
by oba polynomy zkombinovat? Jak byste je zkombinovali, aby byla presnost
a rychlost vypoétu’ co nejlepsi?

1.6 Derivace

Dalsim pojmem je derivace, ktera ,malé“ zmény proménnych presnéji kvan-
tifikuje. Podivejme se, co se déje s podilem prirustki funkce a jeji proménné
Af/Az pii zmensovani Az k nule. Vysvétlime na funkci, jejimz grafem je
obloucek, vezmeme tu z clanku 1.2. Na obréazcich je kromé grafu funkce f
a bodu xy na ose x zobrazen ménici se prirustek Az. Daéle je na kazdém
obrézku uveden podil A f/Ax zaokrouhleny na setiny.

[l + Ax)

Af =0.64Ax

flag)T A

; ; ; ;
2y g+ Ax Ty vy + Ax

fleg +Az) 1
fl2o)]

; ; L
x9 @+ Aa ToTo + Ax

7Cim vice Elenti polynom mé, tim déle se pocits jeho funkéni hodnota.
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Na nasledujicim obrazku je zobrazen vytez z posledniho grafu s nejmensi
hodnotou Az.

flxo + Ar)y
Flaa)T

Vidime, ze se graf funkce ve vytezu mezi xg a ¢+ Ax podoba tsecce. To
se projevi tim, ze se podil Af/Ax mélo mén{ pii dalsim zmengovani Ax.8

V tabulce jsou uvedeny podily piirustku v zavislosti na prirustku pro-
ménné, za ¢arou i pro ddle se zmensujici hodnotu pifrustku Ax.°

Az 1.5 1.0 05 02 |01 0.05 001 0.005 0.001
Af/Az 054 064 0.77 0.88]0.92 094 095 0.96 0.96

Vidime, Ze se hodnoty podilu ,ustaluji“ na 0.96. Podil Af/Ax mé pro
Ax blizici se k nule limitu rovnu tomuto ¢islu. Tuto limitu nazyvame derivaci
funkce v bodé x.

Piimku prochézejici bodem [zg, f(z0)], na které jsou piirustky Ay, Az
piimo umérné a derivace je konstanta této imérnosti, budeme nazyvat tecnou

ke grafu funkce v bodé 1¢.*° Oznacime-li derivaci v bodé zy symbolem D, m4
tato tecna rovnici

y = D(x — o) + f(x0) (1.3)

8Je-li grafem opravdu tsecka, je piirtstek A f piimo tmérny pifriistku Az a uvedeny
podil je tedy konstantni. Pro podrobnosti odkazujeme na kapitolu 6, dodatek o piimé
umére.

9Pro piipad, ze by chtél étendi uvedenou tabulku piepoéitat, mu prozradime piedpis
funkce v6x — 22 — 4 + 0.06(z — 1)2 — 0.5 a bod z¢ = 1.5.

0K dyz mluvime o chovani funkce v bodé, napiiklad o teéné v bodé, mame na mysli bod
na ose x charakterizovany jednim redlnym ¢islem. V grafu pak toto chovani zndzornujeme
zpravidla v bodé o dvou soufadnicich [z, f(z)].
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Na obréazku je graf funkce s tecnou a
barevné vyznacenymi piirustky.

Cervené je vyznacen piirustek
funkce Af.

Zelené je vyznaCen prirustek
na tectné, budeme ho znacit df
1 | a nazyvat linearni cdsti prirustku
o o+ AT funkce.

flaa)7

Z podrobnosti trojihelniku plyne pro proménné Az (tedy nejen to na
obrézku nakreslené)
df/Ax = D.

Modfe je vyznacen rozdil prirustku df — Af.

Vyse jsme se zminovali, ze tecna je grafem lokalni aproximace funkce.

Rozdil df — Af je pak chybou takové aproximace. Ze vztahu df/Ax = D,
Af/Ax = D plyne

af=af .,

Az

V kapitole o derivaci tento vztah budeme interpretovat: chyba aproximace
df — Af je pro malé hodnoty Az ve srovnani s Az zanedbatelna.

(1.4)

Uvedeme jesté nékolik ptikladi. Na nasledujicich obréazcich nas zajima
bod, v némz je graf ,zlomeny“. Podil prirustki Af/Az vpravo od tohoto
bodu se lisi od podilu vlevo. Graf funkce nema v tomto bodé tec¢nu a funkce
nema v tomto bodé derivaci. Na obrazku vpravo jsou ke grafu teckované
dokresleny ,,poloteény” na obé strany.

Podobnym piikladem je funkce absolutni hodnota: z — |z| v bodé nula.

V dalsich ptikladech ukézeme, ze tecna ke grafu funkce tak, jak jsme
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ji definovali, nemusi mit obvykly geometricky vyznam. Jeji hlavni vyznam
vyjadiuje vztah (1.4). Na obou obrézcich dole nds zajima tecna ke grafu
funkce v pocatku soustavy soutadné. Z geometrie jste zvykli, ze naptiklad
kruznice lezi cela na jedné strané své tecny. Na obrazku vlevo tomu tak neni
a tecna protina graf v tecném bodé. Na obrazku vpravo je tecnou osa x,
protoze vyhovuje aproximacni vlastnosti (1.4) a nevadi, Ze v okoli te¢ného
bodu graf teénu mnohokrat!! protne.

1.7 Nekonec¢né malé veliciny

Pojem derivace funkce pochézi od sira Isaaca Newtona (1642 — 1727) a Gott-
frieda Wilhelma Leibnize (1646 — 1716). Pojmy spojitosti funkce (Bolzano
1817) a limity funkce (Weierstrass 1874) jsou o vic jak sto let mladsi. Panové
Newton a Leibniz za derivaci povazovali podil nekoneéné malych prirustku
funkéni hodnoty a proménné funkce.

Nekonecné maly prirustek proménné x oznac¢ime dx. Jemu odpovida ne-
konecéné maly piirustek funkéni hodnoty dy = f(z + dz) — f(x). Pro funkci
x +— 2% dostaneme

dy = (z + dz)* — 2* = 2z dz + (dz)*.
Odtud dostaneme podil

dy 2zdz+ (dz)?

dr dx
Piirustek dx je nekoneéné maly, proto za néj dosadime nulu. Dostaneme
derivaci funkce z — 2*

=2z +dx

dy _
dr

"Dokonce nekoneénékrat, predpis funkee je z +— z2 sin(1/2). Srojvejte s grafem funkce
x +— xsin(1/z) uvedenym v 1.3

2x
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Ve vypoctu je rozpor: vyrazem dx nejdiive délime a pak za néj dosadime
nulu. S timto rozporem se matematici dlouhé roky vyrovnavali konceptem
nekonecné malé nenulové veliciny, kterou chapali intuitivné. Teprve v dobéach
Bolzana a Weierstrasse matematici zacali pouzivat pojmy spojitosti a limity
k vyfeseni tohoto rozporu.

1.8 WolframAlpha

Na webu www.wolframalpha.com si muzete nechat vykreslit grafy elemen-
tarnich funkei. Klicové slovo je plot. Vyzkousejte

plot(x sin(1/x))

plot(x sin(1/x), (x,0,0.1))
plot(x~2, x"4, x76)
plot(sin(x)/x)
plot(2~(1/x))

Grafy berte jako uzitecnou ilustraci, ale méjte na paméti, ze jsou vy-
kreslovany z vypocitanych funkénich hodnot a nékdy takovy zpusob nékteré
vlastnosti funkce zkresli. Podivejte se tfeba na graf funkce z + e“'® na
intervalu [r/4, 7| a zamyslete se nad prunikem grafu s osou z.

plot(exp(cot(x)), (x, PI/4, PI))

Jednim z cilu tohoto textu je vylozit, jak ziskat zajimavé body grafu
vypoctem. WolframAlpha vam pak miuze slouzit jako kontrola vasich vypoc-
tu, nebo jako voditko, které vase vypocty nasmeéruje, nevite-li si s nimi rady.
Pri vykladu budeme WolframAlpha pouzivat pro znazornéni probiranych
pojmu.

1.9 Elementarni funkce

Dalsim nasim cilem bude definovani elementarnich funkei a zkoumani jejich
vlastnosti.

Zacneme funkcemi, k jejichz definici staci aritmetické operace. Patii mezi
né polynomy, mozna je znate pod ndzvem mnohocleny, a podily polynomu,
ty budeme nazyvat raciondlni funkce.
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Rekneme si néco o kofenech polynomi a o rozkladu polynomu na soucin
korenovych ¢initeli. Tyto pojmy by vam mély byt povédomé pro kvadratické
polynomy. My je budeme uvazovat i pro polynomy vyssiho stupné.

Predpokladédme, ze ¢tendr umi sc¢itat racionalni funkce, my si ukédzeme
opacnou operaci, a sice rozklad raciondlni funkce na soucet jednodussich ra-
ciondlnich funkei, tém budeme fikat parcidlni zlomky. Rekneme si, jak ze jme-
novatele racionalni funkce urcit jmenovatele parcialnich zlomku, naptiklad

x A B
221 :1:—1+x+1
*’+2x+3 A Bx+C
r(x2+1) ;+ 2?2 +1

a ukazeme si, jak se spocitaji hodnoty ¢isel A, B ptipadné C.

Dalsi funkce, kterymi se budeme zabyvat, jsou odmocniny. Ukazeme si, ze
existence odmocnin neni iplné samoziejma a ze souvisi s vlastnosti realnych
¢isel, o které budeme mluvit v kapitole o ¢islech.

V kapitole o spojitych funkcich pak ukazeme, Zze funkce definovana na
intervalu, kterd je na ném spojitd a navic bud rostouci nebo klesajici m4
inverzni funkci, jejiz defini¢ni obor je opét interval. Tato vlastnost ndm pak
bude slouzit pii definovani dalsich inverznich funkci, a sice logaritmu a cyk-
lometrickych funkei.?

Probereme vlastnosti mocninnych funkci. Budeme je budovat postupné
pro exponent, ktery je prirozené cislo, nula, celé ¢islo, raciondlni ¢islo. Vy-
svetlime si ptritom, ze vztahy

' =1 vt =1/x oV =\ (1.5)
jsou dusledkem prirozeného pozadavku, aby vztah
a™t" = a™a", (1.6)

ktery odvodime pro exponenty m,n € N platil i pro m,n € R.
Od mocninnych funkef piejdeme k funkeim exponencidlnim. Vztahy (1.5)
nam umozni pro a > 0 definovat funkci ¢ — a? pro ¢ € Q. Z mnoziny

12Mezi cyklometrické funkce patii arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens. Na kalkulacce jsou obvykle znaceny jako sin~!, tan~! a je dobré si pamatovat, ze
,ha minus prvou“ neoznacuje mocninu.
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racionalnich ¢isel pak exponencidlni funkci spojité rozsitime na mnozinu
realnych cisel.

V [2] je symbolem exp oznacena exponencialni funkce se zdkladem e =
2.718. Je zde definovana vztahy

(V1,9 € R)(exp(zy + 22) = exp(z1) exp(z2)) (1.7)
(Vx € R)(exp(x) > 1+ z) (1.8)

Pritom (1.7) je jen jinak napsany vztah (1.6). Vztah (1.8) uréuje mimo

jiné zaklad exponencialni funkce, viz nésledujici obrazky.
Na obou obrazcich je plnou carou
graf funkce exp s piimkou o rovnici
y = x+1. Nerovnost (1.8) se na grafu
projevi tim, ze se graf exponencidlni
funkce ptimky dotyka a mimo bod
dotyku lezi nad primkou.

Teckované jsou na obrazcich
: - : grafy s jinym zékladem. Na obrazku
; : vlevo x + 2% na obrazku vpravo

x — 4%

Je vidét, ze osu y oba teckované grafy protinaji pod jinym thlem nez
piimka a lezi tedy castecné pod ni. Exponencialni funkce se zakladem 2
piipadné 4 tedy nespliuji (1.8).

Ukézeme si pozdéji, ze vztah (1.8) navic zajistuje spojitost exponencialni
funkce a tim i jednoznacné rozsiteni z raciondlnich na redlné exponenty.

Budeme definovat logaritmus jako funkci inverzni k exponencialni funkci
a budeme pouzivat znaceni bézné v matematické literatuie — symbolem log
budeme znacit logaritmus se zakladem e, ktery znate pod ndzvem pfirozeny
logaritmus. S dekadickym logaritmem se v matematické literatute setkavame
ziidka.

Exponencidlni funkci pii obecném kladném zakladu pak definujeme po-
moci exponencidlni a logaritmické funkce vztahem a® = exp(xloga).

Piipomeneme trigonometrickou definici goniometrickych funkei, zobecnéni
pro jiné nez ostré uhly na jednotkové kruznici a odvodime souctové vzorce
pro sinus a kosinus. Rekneme si, ze se goniometrické funkce daji definovat po-
moci souc¢tovych vzorcu podobné jako funkce exponencidlni v (1.7), (1.8), ale
vice se tomuto zpusobu vénovat nebudeme a odkazeme piipadného zajemce
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na [2]. Vystacime s definici na jednotkové kruznici a odvozenymi souc¢tovymi
vZorci.
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Kapitola 2

Aritmetika a funkce

Budeme se zabyvat funkcemi, k jejichz definici staci aritmetické operace. Jsou
to polynomy! a podily polynomi?. Na téchto funkcich vylozime vlastnosti
funkci jako sudost, lichost, monotonii a fekneme, co je obor hodnot funkce.

Déle se budeme zabyvat inverzni funkeci. Vysvétlime, jak souvisi inverzni
funkce s rovnici s parametrem. Specialné budeme pomoci inverzni funkce
definovat odmocniny.

2.1 Mocniny s prirozenym exponentem

Zapis a" = a - a- - - 4 muzeme chapat jako zkratku. Tato zkratka vede piimo-
—
nx
cafe k nasledujici definici " proa € R, n € N, n > 1:

a'=a apron>2 a"=a-a"" (2.1)

Cislo a nazyvame zdkladem mocniny a ¢islo n exponentem.
Funkci o — 2" nazyvame mocninnou funkci® V celém ¢lanku (2.1) bu-
deme uvazovat mocninné funkce jen s kladnymi pfirozenymi exponenty.

2.1.1 Grafy mocninnych funkci

Na nasledujicich obréazcich jsou grafy mocninnych funkei. Vlevo plnou ¢arou
pro exponent n = 2 a carkovanou pro n = 3.

!Cesky termin pro polynomy je mnohoéleny.
2Podily polynomu nazyvame raciondlnimi funkcemi.
3Funkci  — a® nazyvéme exponencidlni funkci.

25
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( ;

Uprostied cerné pro n = 4, modfie pro n = 5 a ¢ervené pro n = 6. Vpravo
¢erné pro n = 10, modie pro n = 21 a ¢ervené pro n = 100.
Vsechny mocninné funkce jsou definované na mnoziné redlnych ¢isel (tj.

jejich definiéni obor je R).

2.1.2 Sudost, lichost

Pro sudé n je (—x)" = 2™

Na grafu se tato vlastnost projevi jako o [~z o [z, 4]
symetrie vzhledem k ose y:
lezi-li bod [z, y| na grafu funkce,
pak i bod [—z,y] lezl na grafu funkce.
Pro liché n je (—z)" = —z™.
® [z, y]

Na grafu se tato vlastnost projevi jako
symetrie vzhledem k pocatku:
lezi-li bod [z, y| na grafu funkce,
pak i bod [—z, —y] lezi na grafu funk-
e [~z —y]
ce.
Tyto vlastnosti mocninnych funkei vedou k definici sudé a liché funkce.

Definice sudé funkce. Funkci f nazveme sudou funkci, pokud pro kazdé x
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z jejtho definiéntho oboru plati: f je definovand v —z a f(—z) = f(x).
Po oznaceni definiéniho oboru funkce f symbolem D definici formalné zapi-
Sseme

(Vo € D)(—x € DA f(—x) = f(x))

Casto misto logické spojky ,a zaroven“ A piSeme carku

(Ve € D)(—z € D, f(—z) = f(x))

Definice liché funkce. Funkci f nazveme lichou funkci, pokud pro kazdé x
z jejtho defini¢ntho oboru plati: f je definovand v —z a f(—x) = —f(x).
Definici formalné zapiSeme

(Vo € D)(—z € D, f(-x) = —f(x))

2.1.3 Monotonie

V kapitole o ¢islech 4.3, lemma o umocnovani nerovnosti, ukazeme, ze pro
nezaporna a, b splnujici a < b a ptirozené kladné n plati a™ < b™. Toto tvrzeni
lze zapsat pomoci implikace

pro kladné prirozené n plati (Va,b € [0,4+00))(a < b= a" < b")
Nize ptripomeneme definici funkce rostouci na mnoziné. Vyse uvedeny
vyrok znamend, ze mocninnd funkce je rostouci na intervalu [0, +00).
Definice rostouci funkce. Rekneme, 7e je funkce f rostouci na mnoziné

M C R, pokud plati

(VIl,ZEQ S M)(Il < Tg — f(JIl) < f(ZEQ))

Ukéazeme, Ze pro lichy exponent je mocninné funkce rostouci na R. Mame
tedy ukazat platnost vyroku

Vi, 10 € R)(21 < 29 = 27 < 23
1 2

Rozebereme postupné ¢tyii pifpady: 1) z1,22 € [0,+00) 2) 21 € (—00,0),
xg € [0,400) 3) 1 € [0,+00), 3 € (—00,0) 4) 1,29 € (—00,0)

Prvni ptipad jsme rozebrali vyse.

V druhém pripadé je pravdivy i predpoklad =1 < x5 i zaveér z} <
implikace, takze je implikace pravdiva.
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Ve tretim piipadé neni pravdivy ani predpoklad ani zavér implikace a
implikace je tedy pravdiva.

Rozebereme c¢tvrty pripad:
Je-li 1 < o, je —x9 < —x1 & —x1, —19 € (0,+00). Protoze je mocninnd
funkce na (0, +00) rostouci, plyne odtud (—z3)" < (—z1)". Pro lichy expo-
nent upravime na —(zf) < —(z) a dale na z} < 3.

Proto pro xq, 9 € (—00,0) plati implikace z; < xo = 2} < z5.

Ukoly.
1. Ukazte, ze pro sudé n plati
(V1,29 € (—00,0]) (21 < 0 = ] > 27)
Funkci spliujici tento vyrok nazyvame klesajici na mnoziné (—oo, 0.

2. Napiste definici funkce klesajici na mnoziné M.

2.1.4 Obor hodnot

Ze stiedni skoly vite, ze mocninné funkce maji pro lichy exponent obor hod-
not roven mnoziné realnych ¢isel a pro sudy exponent mnoziné nezdpornych
redlnych ¢isel. My se zde zamyslime, co tato tvrzeni znamenaji. Nejdiive
pripomeneme definici oboru hodnot funkce.

Defince oboru hodnot. Pro funkci f s definicnim oborem D nazyvame
oborem hodnot mnozinu jejich funkénich hodnot, tedy mnozinu

H(f) ={f(z):z € D}

Jak zjistime z grafu funkce, ze ¢islo a € R lezi v oboru hodnot funkce?
Sestrojime pfimku o rovnici y = a a zjistime, zda ma s grafem spoleény
alespoii jeden bod. Pokud ano, pak je a prvkem oboru hodnot funkce.*

Na obrazku je graf funkce x — 2% a piimka o rovnici y = a pro a > 0.
Prisecik grafu® a piimky mé z-ovou soufadnici vyhovujici rovnici 22 = a.

4A pokud ne, tak a neni prvkem oboru hodnot.
5Grafem je parabola.
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Na nésledujicich obrazcich bychom radi zpochybnili samoziejmost exis-
tence takovych prusec¢iku. Bude nds zajimat, co se stane, zvétsime-li vyrez
s prusecikem, jako na obrazku vpravo nahote. Kdyz budeme uvazovat néjaky
hmotny objekt, tieba papir, na kterém pravé ¢tete tyto fadky®, tak z fyziky
vite, ze pro nase oc¢i a nas hmat pevna hmota se pti velkém zvétSeni premeéni
na malinké atomy, které se sklddaji z jesté mnohem mensiho jadra obklo-
peného prazdnem vyplnénym jesté mensimi elektrony.” Nemiuze se stat néco
podobného pri zvétseni okoli pruseciku?

Na obrazcich je vyznaceno, co by se mohlo pfi zvétSeni stat: na levém je
v grafu mezera okolo piimky y = a a primka tedy s grafem nema prusecik.
Na obrazku vpravo sice mezera neni, ale v grafu chybi pravé ten bod, ve

6pifpadné elektronické zafizeni, ze kterého &tete
"Zjistéte kolikrat je atomové jadro mensi nez atom.
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kterém by se s nim ptimka protnula.

V nasledujicim textu ukazeme, ze pro mocninnou funkci pii sebevétsim
zvétSeni ani jeden z obrazku nenastane. Dusledkem bude existence pruseciku
a tedy existence odmocniny.

2.1.5 Spojitost

Ukazeme, ze v grafu mocninné funkce nemuze vzniknout mezera. Upravime
rozdil funkénich hodnot

bn . an — (b . a)(bn—l +abn—2 4o +an—1)

Budeme uvazovat a, b z intervalu I = [0, M].
Pak je

bn—l + abn—? Lot Cln_l S nMn—l

Budeme predpokladat, ze a < b a nerovnici
vynasobime kladnym rozdilem b — a. Dosta-
neme

b —a™ < nM" 1 (b—a)

Volbou dostatecné malého b — @ muzeme udélat b — a™ dostatecné malé.
Konkrétné pro b — a = —5— dostaneme 0" — a™ < €. Proto nemuze nastat
situace na obrazku.

Co kdyz je v grafu mezera nulové velikosti? Ukazeme, ze takova situace
nastane, pokud za ¢isla povazujeme jen ¢isla racionalni a naopak nenastane
pii pouziti cisel redlnych.

2.1.6 Mocninna funkce na racionalnich ¢islech

Ptipomindme, ze racionalni ¢isla jsou podily celych ¢isel. Mezi racionélni ¢isla
patii i ¢isla celd, napiiklad ¢islo dva muzeme napsat ve tvaru podilu jako 2/1.

Budeme hledat vzor ¢isla 2 funkce druhd mocnina v mnoziné racionalnich
¢isel, tedy budeme hledat dvojici celych ¢isel p, ¢ splinujici

(p/q)* =2
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Upravou dostaneme
p2 — 2q2

Na pravé strané rovnice je sudé celé ¢islo, proto musi byt sudé ¢islo i na levé
strané, a proto musi byt i ¢islo p sudé®.

Odtud plyne, ze lze p vyjadrit jako
dvojnasobek celého ¢isla r

p=2r
dosazenim p? = 4r%? a pokracenim
dvéma dostaneme

2r? = ¢

;;;q'_f odkud podobnou tuvahou plyne, ze je
je 1 cislo ¢ sudé.

Dosli jsme tedy v zaveéru, ze obé ¢isla v podilu p/q = 2 musi byt suda. To je
ale ve sporu s tim, ze kazdé racionalni ¢islo je mozné vyjadrit ve zkraceném
tvaru tak, ze je citatel nesoudélny s jmenovatelem.

Odtud plyne, Ze neexistuje dvojice celych &isel spliujici (p/q)? = 2.

2.1.7 Realna ¢isla a odmocnina

V minulém odstavci jsme ukazali, Ze v mnoziné raciondlnich ¢isel nema
rovnice feSeni, tedy neexistuje raciondlni ¢islo ¢ spliujici ¢ = 2. Z toho
duvodu zavadime realna ¢isla. Nazorné muzeme realnd ¢isla definovat po-
moci vzajemné jednoznacné korespondence s body na pfimce — zadame na
piimce polohu nuly a jednicky, a pak kazdému bodu na pifimce odpovida
praveé jedno realné ¢islo a kazdému realnému ¢islu odpovida prave jeden bod
na piimce. Takovou korespondenci v matematice nazyvame vzajemné jedno-
znacnym zobrazenim.

Definice vzajemné jednoznacéné funkce — bijekce. Funkci f nazveme
vzdjemneé jednoznacnym zobrazenim mnoziny D C R na mnozinu H C R,
pokud ke kazdému y € H existuje pravé jedno = € D splaujici f(z) =y a
ke kazdému x € D existuje pravé jedno y € H splaujici f(x) = y. Vzdjemneé

8Kdyby bylo p liché, bylo by liché i p?.
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jednoznacné zobrazeni také nékdy nazyvame bijekci mnoziny D na mnozinu

H.

Uloha. Rozmyslete si, ze kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni je také
prostym zobrazenim.

Poznamka. Jiny zpusob zavedeni redlnych ¢isel je pomoci jejich nekoneéného
desetinného rozvoje. Upozornéme na prekvapivou skutecnost, ze zobrazeni
mnoziny realnych ¢isel na mnozinu nekonecnych desetinnych rozvoju neni
vzajemné jednoznacné. Napiiklad ¢islu jedna odpovidaji dva ruzné desetinné
rozvoje 1.0 a 0.9.

TODO: SOUVISLOST S VLASTNOSTI SUPREMA (Zkratka TODO
znamend, ze text neni kompletni a bude pozdéji doplnén.)

2.2 Odmocniny

Definice odmocniny z nezdporného ¢isla. Pro a € [0, +00) a sudé n >
2 definujeme n-tou odmocninu z a jako nezaporny kofen rovnice z" = a.
Znacime ji {/a. Pro n = 2 zpravidla znac¢ime struénéji v/a a vynechavdme
privlastek druha.

Ukoly.

2

1. Nacrtnéte graf funkce z +— 2° a urcete graficky druhou odmocninu

z péti.
2. Ukazte, ze je odmocnina z péti definovana jednoznacéné a vysvétlete,

jak to plyne z monotonie mocninné funkce.

Definice odmocniny lichého stupné. Pro a € R a liché n > 3 definujeme
n-tou odmocninu z a jako kofen rovnice 2™ = a. Znacime ji {/a.

Ukoly.

1. Nacrtnéte pro vhodné n graf funkce z +— 2™ a zvolte redlné ¢islo a a
urcete graficky n-tou odmocninu z a. Volte sudé i liché n a ke kazdému
n kladné, zaporné i nulové a.

2. Ukazte, ze odmocnina je definovand jednoznacné a vysvétlete, jak to
plyne z monotonie mocninné funkce.

3. Nacrtnéte grafy funkef x — /z pron = 2,3,4,5.
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2.3 Inverzni funkce

V predchozim odstavci jsme definovali odmocninu z a jako kofen rovnice
2™ = a s nezndmou x a parametrem a. Funkci této vlastnosti nazyvame

inverzni funkeci.

Definice inverzni funkce. Necht je zadana funkce f. Rekneme, ze k ni
existuje inverzni funkce, pokud ma rovnice y = f(z) nejvyse jeden kofen.
Funkci, ktera y pritadi tento koten, nazyvame inverzni funkci k funkci f a
znacime ji 1.

V definici inverzni funkce je podstatné, ze rovnice y = f(x) ma nejvyse
jeden kofen. Takovou funkci nazyvame prostou funkei.

Definice prosté funkce. Funkci f nazveme prostou funkci, pokud pro
kazdou dvojici x1, 9 z jejitho definicniho oboru plati implikace

f(x1) = f(x2) = 71 = 29

Lemma o jednoznaénosti vzori prosté funkce. Necht je funkce f prosté.
Pak m4 rovnice f(z) = a s nezndmou x a parametrem a pro libovolné a € R
nejvyse jeden koten.

DUKAZ. Jsou-li 71,25 € R koteny rovnice f(z) = a, pak plati f(z1) = f(z2).
Protoze predpoklddame, ze je funkce f prostd, plyne odtud x; = x5. Proto

ma rovnice f(z) = a nejvyse jeden kofen.

Dusledek. Je-li f prostd funkce, pak ma rovnice f(z) = a jeden koten pro
a z oboru hodnot funkce f a nema zadny kofen pro ostatni a.

2.3.1 Odmocnina jako inverzni funkce

Z minulych odstavct plyne, ze funkce tfeti odmocnina je inverzni funkci tieti
mocniny. Na obrazcich uvadime jejich grafy.
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Jiné je to v pripadé druhé odmocniny, protoze funkce druha mocnina
nema inverzni funkci. Zménime-li ale vhodné jeji definiéni obor, pak inverzni
funkci mit bude. Na obrazku je plnou ¢arou graf druhé mocniny se zménénym
definicnim oborem a graf funkce k ni inverzni — druhé odmocniny.

Jesté uvedeme formalni definici vyse zminénych pojmu.

Definice zuzené a rozsitrené funkce. Pokud pro funkci f s definiécnim
oborem D(f) a funkci g s definiénim oborem D(g) plati D(f) C D(g) a pro
viechna x € D(f) plati f(x) = g(x), pak nazyvame funkci f zuZenim funkce
g na mnozinu D(f). Znaéime f = g|p(p. Funkci g nazyvame rozsirenim
funkce f na mnozinu D(g).

Priklad. Uvazujme funkce g : z — 2%,z € R (tedy definiénim oborem g je
mnozina redlnych ¢isel R) a f : . +— 2% 2 € [0, +00) (tedy definiénim oborem
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f je interval [0,+00). Pak je f zizenim ¢ na interval [0,400), formalné

2apsino f = glio.so0).
Druhéd odmocnina je inverzni funkei k této zuzené funkci.

2.4 Polynomy

TODO: Definice, stupen, nulovy polynom, koren polynomu, déleni polynom,
rozklad polynomu na kofenové ¢initele. Nerozlozitelné polynomy v oboru
komplexnich ¢isel, v oboru realnych ¢isel. Maximalni pocet korenu polynomu,
rovnost polynomu. (Zkratka TODO znamend, ze text neni kompletni a bude
pozdéji doplnén.)

Nerozlozlozitelné polynomy v komplexnim oboru jsou linearni polynomy
(viz prednédska z algebry). Nerozlozlozitelnymi polynomy v redlném oboru
jsou i nékteré kvadratické polynomy — viz c¢lanky 16.1., 16.2. z dodatku o
komplexnich ¢islech.

Otazky. Kolik realnych kotenu muze mit kvadraticka rovnice? Kolik kubicka
rovnice? Kolik rovnice s polynomem stupneé nejvyse pét s realnymi koeficienty
ap,- . - ,CL5?

asx® + asxt + asz® + agr? + a1x +ag =0

Kolik rovnice s polynomem stupné nejvyse n s redlnymi koeficienty ao,. . . ,a,?
" + 12" N+ ar a9 =0
Otazka. Kolik kofentu x € R ma rovnice v zavislosti na hodnotéach a, b7 M4
pro néjaké hodnoty a, b vice jak jeden kotren?
ar+b=0
Otazka. Ktery z nasledujicich polynomu nelze v realném oboru rozlozit na

soucin polynomu nizsich stupnu? Takovym polynomum budeme fikat ne-
rozlozitelné polynomy.

v+ +1 P —r—1 3+ 1 ot 1
Ukol. Upravte polynomy na soucin v redlném oboru nerozlozitelnych polyno-

mu.
x>+ 8 x> — 32 2 4+2c—3 -1
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2.5 Racionalni funkce

TODO: Definice, ryze lomena racionalni funkce. Parcidlni zlomky, rozklad
racionélni funkce na soucet polynomu a parcidlnich zlomku. (Zkratka TODO
znamend, ze text neni kompletni a bude pozdéji doplnén.)

Ukoly. Vyjadiete vyrazy jako soucet polynomu a parcidlnich zlomk.

3 —a?+2 32 +x + 2 1 3
241 2 —1 3 —4x + 3 (2?2 + 1) (2 4+ + 3)?




Kapitola 3
Cviceni na funkce a jejich grafy

Cilem této kapitoly je procvicit pojmy vylozené v pfedchozich kapitoldch a
predevsim upozornit na jejich vzajemné souvislosti.

3.1 Rovnice s parametrem

Zacneme s dvéma funkcemi, jejichz grafy umime nakreslit

r—3
2¢ + 1

g2 +3r—1 h:zw—

a ukazeme, jak fesit, nejdiive graficky a poté i pocetné, rovnice s neznamou x
a parametrem y. Z vysledku pak uréime obor hodnot funkce a pokud existuje,
tak i inverzni funkeci.

> 4+3r—1 = y (3.1)
r—3

— 3.2

2 + 1 4 (3:2)

37
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3.1.1 Grafické reSeni rovnice s parametrem

Vlevo jsou spolu s parabolou
y=a?+3r—1

c¢arkované piimky o rovnicich
y = konstanta

Hodnoty konstanty na pravé strané
rovnice jsme vybrali tak, aby méla rov-
nice (3.1) dva kofeny, jeden kofen a
zadny koren. Kazdému z kofenu od-
povida prusecik primky s parabolou.

Vlevo je k hyperbole

B r—3
2+ 1

Y

nakreslena asymptota y = 1/2. Pro
toto ypsilon nemd rovnice (3.2) feseni
— piimka (asymptota) se s hyperbolou
neprotina.

Primky pro ostatni hodnoty ypsilon
(na obrazku y = —1/2 a y = 3/2) se
s hyperbolou protinaji v jednom bodé.

3.1.2 Pocetni feSeni rovnic s parametrem

P1i teseni rovnic budeme postupovat obdobné jako v pripadé konkrétniho

¢isla na pravé strané rovnice.
U rovnice (3.1) nejdiiv prevedeme pravou stranu rovnice nalevo

2 +3z—-1—y=0
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Dostali jsme kvadratickou rovnici s diskriminantem
D = 32 - 4(_1 - y)a

po upravé
D =13+4y

Vime, ze kvadraticka rovnice ma dva ruzné realné koteny v pripadé D > 0,
tedy v piipadé y > —13/4. Jeden redlny kofen mé v piipadé D = 0, tedy
y = —13/4 a v pripadé D < 0, tedy y < —13/4 nema zadny realny kofen.
Kofeny vypocteme dosazenim do vzorce. Dostaneme
Pro y > —13/4 mad rovnice kofeny

-3+ V13 +4y
2

T1,2 =

Pro y = —13/4 m4 rovnice kofen
r=—-3/2
Pro y < —13/4 nem4 rovnice zadny kofen.

Vysledek vypoctu se shoduje s grafickym feSenim, navic jsme nalezli
soufadnice vrcholu paraboly a tim i obor hodnot funkce g

H(g) = [-13/4, 4+00)

Rovnici (3.2) vynasobime jmenovatelem. Dostaneme®
r—3=y(2r+1)
Na pravé strané roznasobime zavorku
r—3=2xy+vy

Vyrazy obsahujici neznamou x prevedeme na levou stranu, ostatni vyrazy na
stranu pravou a na levé strané vytkneme x

z(1—-2y)=y+3

1Po vyfeseni rovnice bychom spravné méli ovéfit, ze ziskany kofen spliluje i rovnici
pred tpravou — tedy ze x # —1/2, pro které mé jmenovatel nulovou hodnotu. Zde si staci
uvédomit, ze pro x = —1/2 je x — 3 # 0 = y(2z + 1).
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Pro 1 —2y =0, tedy y = 1/2 dostaneme rovnici 0 = 7/2, kterd nemé feSeni.
Pro ostatni y dostaneme kofen rovnice vydélenim nenulovym vyrazem 1 — 2y
Vysledek tedy shrneme konstatovanim, ze pro y # 1/2 ma rovnice jeden

koten
y+3

1 -2y

xr =

a pro y = 1/2 nemé zadny kofen.
Vysledek vypoctu se shoduje s grafickym tesenim, navic jsme nalezli
predpis inverzni funkce

y+3

Rty s
1—2y

y €R\ {3}

3.2 Dalsi priklady na rovnice s parametrem

V kapitole 3.1 jsme fesili rovnice s parametrem jednoduché natolik, ze jsme
je uméli vyfesit pocetné i graficky a vysledky jsme porovnali. Zde se bu-

vvvvvv

z naseho vypoctu. Ijmyslné volime takové funkce, pfi kterych budeme fesit
kvadratickou rovnici s parametrem.

3.2.1
r?=3r+1
N T+ 2

Rovnici vynasobime jmenovatelem, vechny ¢leny prevedeme na jednu stranu
a upravime do tvaru kvadratické rovnice. Dostaneme

Y

4 r(—y—3)+(1-2y) =0 (3.3)
Diskriminant této kvadratické rovnice je
D= (~y—3)"—4(1 —2y)

a po uprave
D=y +14y+5

Pocet kofenu rovnice (3.3) dostaneme vyfesenim kvadratické rovnice D = 0
a nerovnice D > (.
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Pro y = —7 + v/44 m4 rovnice (3.3) jeden kofen. Dosazenim do vzorce
pak dostaneme, ze tento koten je x = (y + 3)/2, a tedy

pro yy=—-7+vV44 je x;=-24+v11
pro Yy, =—7—V44 je x9=-2-+v11

Pro y € (—o00, =7 —v/44) U (=7 + /44, +-00) m4 rovnice (3.3) dva kofeny

y+3+/y2+ 14y +5
xr =
2

Pro ostatni y rovnice nema feSeni.

Z mnagich vypoctu zjistime, ze funkce neni prostd, neméa tedy inverzni
funkci a jeji obor hodnot je (—oo, —7 — v/44] U [=7 + /44, +00). Pomoci
Y12 tento obor hodnot zapiseme (—o0, yo] U [y1, +00).

Vysledky jesté postupné vyneseme do grafu.

V grafu vlevo jsme vyznacili body [x1,11], [22,ys] a teckované pifmku
x = —2 (pro tuto hodnotu neni funkce definovand, graf proto vyznacenou
piimku neprotind).

V prostirednim grafu jsme dale ¢arkované vyznacili y lezici v oboru hodnot
funkce.

V pravém grafu jsme doplnili graf funkce.

8

P
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Presnéjsi graf ziskdame vydélenim

Do grafu dokreslime ptimku o rovnici
y=x—>5.

Pro velkd kladna x je 11/(z + 2) malé
kladné, a tedy graf funkce lezi maly
kousek nad touto primkou.

Pro velkd zdpornd x je 11/(z+2) malé
zaporné, a tedy graf funkce lezi maly

kousek pod touto primkou.
Pro uplnost uvedme, Ze grafem je /\
v tomto pripadé hyperbola.
3.2.2
I
V=2 +1

Prvni tprava rovnice je obdobna jako v minulém ptiklade.

yr* —x+y=0

(3.4)

Pro y = 0 dostavame rovnici —z = 0 s jednim kofenem.
Pro y # 0 dostdvame kvadratickou rovnici s diskriminantem

D=1—44°

Rovnice D = 0 je splnénd pro y; = 1/2 a pro yo = —1/2, nerovnice D >
0 je splnénd pro y € (—1/2,1/2). Kofeny kvadratické rovnice dostaneme

dosazenim do vzorce.
Rovnice tedy mé

pro y=-—1/2 koten x=-1

pro y € (—1/2,0) kofeny x5 =

pro y=0 koten x=0

pro y € (0,1/2) kofeny x5 =

pro y=1/2 kofen x=1

1+ /1 —4y2
2y

14 /1= 42

2y
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Pro ostatni y rovnice nema feseni.

Odvodime odsud, Ze funkce neni prosta a nema tedy inverzni funkci a jeji
obor hodnot je [—1/2,1/2].

Vysledky opét vyneseme postupné do grafu.
v y

Na obrazku vlevo jsme vynesli tii body grafu a ¢arkované vyznacili obor
hodnot. Na pravém obréazku je graf funkce.

3.3 Limity

Pii kresleni grafu v piikladu 3.2.1 jsme vydélili mnohocleny
?—3r+1 11

2 0T e
a pomohli si ddle dvahou o hodnotéch zlomku 11/(x 4+ 2) pro x blizké minus
dvéma nebo velké kladné i zaporné.
Pozdéji zavedeme pojem limity a budeme fikat, ze
hodnota vyrazu 11/(x + 2) se pro z blizici se
ke dvéma zprava se blizi k plus nekone¢nu
ke dvéma zleva se blizi k minus nekonec¢nu
k plus nekonecnu se blizi k nule
k minus nekonec¢nu se blizi k nule
Nebo také budeme fikat, ze limita vyrazu ...je pro x jdouci k ...rovna ...
Formalné budeme x blizici se ke dvéma zprava zapisovat v — 2T a x
blizici se ke dvéma zleva x — 27. Podobné x blizici se k plus nekonecnu
zapiSeme xr — +o00 a k minus nekoneénu x — —oo.
Vyroky napsané vyse slovné pak zapiseme: 11/(x+2) — 400 pro x — 21,
a podobné ostatni.

(3.5)

Podobné bychom v piikladu 3.2.2 mohli upravit
z 1
22+1 z+12
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a odtud usoudit, ze pro velkd x budou funkéni hodnoty malé kladné a pro
velka zaporna x budou malé zaporné a tikat tedy, ze limita tohoto vyrazu je
pro x jdouci k plus a minus nekone¢nu rovna nule.

V dalsi kapitole budeme zkoumat funkce

2%+ 2
T (3.6)
2
Yy
T - (3.7)

Rozebereme zde chovani téchto funkei v okoli kofenti jmenovatele a v okoli
obou nekonecen.

Pii zkouméani funkce z (3.7) zaéneme upravou

2

y , 11 1
—y? Ay —2) =y + -

o VW=t g Ty

Protoze je zde y nezévisle proménnd, prohodime osy, tedy vodorovné na-

kreslime osu y a svisle osu .
T Na obrézku vlevo je teckované nakres-

lend piimka x = y/4 + 1/8 a pifmka
\ y = 1/2. Plnou ¢arou je vyznacena

zavislost = na y na zadkladé uvahy:
k y/4 + 1/8 pricitdme 1/(16y — 8) a
Lo to je pro y — —oo malé zdporné, pro
f 7y — 1/27 velké zdporné, pro y —
\ 1/27 velké kladné a pro y — +o00 malé

: kladné.

Pti zkoumani funkce z (3.6) spocitdme limity zprava a zleva v bodech +1
a Fo0.

Pro x o mélo vétsi nez jedna je ¢itatel 22 + 22 zhruba roven tfem a jme-
novatel je kladny s hodnotou blizkou nule. Zlomek ma tedy velkou kladnou
hodnotu. Formalné tuto ivahu zapiseme: x;ﬁ — +oo prox — 17

)
. . 4 7’ 4 2
Pro x — 17 je jmenovatel maly zaporny, a proto % — —00.

Graf pro = hodné velkd (r — 400 a  — —oo) ziskdme nasledujici
tivahou: zlomek rozsifime vyrazem 1/z? (stejnou tipravu lze udélat vytknutim
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r?) a upravime

Pro velké z je citatel i jmenovatel priblizné roven jedné, tedy 9;22;_219” — 1.

Pro velka kladna x jesté muzeme doplnit: ¢itatel je o trochu vétsi nez
jedna a jmenovatel o trochu mensi nez jedna, proto ma zlomek hodnotu o
trochu vétsi nez jedna. Pro x velka zaporna obdobnou ivahu nelze provést,
délime dveé cisla o trochu mensi nez jedna a vysledek tedy muze byt i vetsi i
mensi nez jedna.

Na nésledujicim obrazku jsou plnymi ¢arami znazornény vysledky nasich

uvah.
\

=y

Ze spojitosti vysettované funkce plyne, Ze rovnice (3.8) ma pro libovolné
¢islo y koten = € (—1,1). Pro y < 1 ma pak jesté jeden koten z € (—oo, —1)
a pro y > 1 kofen x € (1,+00). Kofenu muze byt i vice, pokud by funkce
nebyla na uvedenych intervalech monotonni.

V nésledujici kapitole ukazeme, ze kotenu vice neni. Zjistime tak, ze je
funkce na intervalech (—oo, —1), (=1, 1), (1, 00) klesajici a jeji graf tedy vy-
pada jako vysSe uvedena teckovana krivka.
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3.4 Dalsi priklady na rovnice s parametrem

3.4.1

Probereme funkci, jejiz limity jsme spoéitali v predchozi kapitole. Reseni
rovnice s parametrem nam pomuze Casti grafu spojit.

%+ 2
2 —1

Zactneme obdobnymi travami jako v pfedchozich ptikladech

y= (3.8)
*y—1)—2r—y=0

Pro y = 1 dostavame rovnici —2x — 1 = 0 s kofenem = = —1/2.
Pro y # 1 dostavame kvadratickou rovnici s diskriminantem

D=4+4y(y—1)

ktery nabyva kladnych hodnot pro vSechny realné hodnoty y. Rovnice mé
tedy pro y # 1 dva kofeny

7 vypoctu plyne, ze obor hodnot funkce je mnozina redlnych cisel R,
funkce neni prosta a nema tedy inverzni funkci.
Graf jsme uvedli nahote véetné tvah opirajicich se o vysledky vypoctu.

Ukol. Nechte WolframAlpha vykreslit grafy funkei
'_>1+\/x2—x+1 l—va?—z+1

—
r—1 v rz—1

T

a porovnejte s vyse uvedenym grafem.

NAvoD. Pouzijte pitkaz Plot((14sqrt(x*x-x+1))/(x-1)).

3.4.2

Uvedeme jesté jeden priklad, ve kterém pti feseni rovnice budeme umocnovat.
Vysvétlime, proc se o takové uprave 1ikd, ze neni ekvivaletni. Déle v piiklade
zopakujeme pojmy prosta a inverzni funkce a souvislosti.
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y =2x+ Vda? — 2x

Osamostatnime odmocninu a umocnime

y—2r = Vdx? -2 (3.9)
(y — 2x)* = 42® — 22 (3.10)
Y — Aoy 4+ 40? = 42* — 2

Vsimnéte si, Ze kvadraticky ¢len 422 se odeéte a dostaneme linedrni rovnici

v = day— 2
y' = x(dy—2)
y?

4y — 2

Pro y = 1/2 nemuzeme udélat posledni tipravu. Pro toto y mé rovnice pied
upravou tvar 1/4 = 0, nemd tedy FeSeni. Pro y # 1/2 jsme dostali kofen
z=y*/(4y —2).

Béhem feseni rovnice jsme pii upravé (3.9) na (3.10) umocnovali. V piipa-
dé, ze se strany rovnice pred tipravou lisi znaménkem, napiiklad L = y—2z =
—2, P = +/42? — 2x = 2, neni rovnice splnéna. Po tpravé rovnice splnéna je
(y — 22)* = (—2) = 4, 42 — 22 = 2* = 4. Umocnovan{ tedy muze rozsirit
mnozinu kofenu rovnice a je tieba ovérit, zda koteny rovnice (3.10) vyhovuji
i rovnici (3.9). Obvykle ovéfujeme dosazenim kofenu do rovnice (zkouskou).
My zde ukazeme jiny zpusob ovéfeni. Vyuzijeme nésledujici tvrzeni (lemma).
Lemma. Pokud pro éfsla L, P € R plati L? = P2, pak je bud L = P nebo
L=-P.

DUKAZ je jednoduchy. L? = P? upravime na L? — P? = 0 a déle na (L —
P)(L+ P) =0 a odtud plyne, ze bud je L — P =0 nebo L+ P = 0 a odtud
plyne pozadované tvrzeni. O

V nasem piipadé je P = v/4x? —2x > 0. Proto staci zjistit, zda je i
L = y — 22 > 0. Potom nemtize nastat pifpad L = —P a tedy z L? = P?
plyne L = P.

Zjistéme tedy, zda plati L > 0. Dosazenim a tpravami dostaneme

2y? vy -y

ay—2 YT o1 oy -1

L=y—-2rv=y—
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Vyfesenim nerovnice (y?—y)/(2y—1) > 0, dostaneme? y € [0,1/2)U[1, +00).

ZAVER: rovnice ma pro y € [0,1/2)U[1, +00) kofen = = y?/(4y — 2). Pro
ostatni y nema rovnice feSeni.

Jesté jsme vyse slibili vysvétlit, pro¢ pouzivame termin (ne)ekvivaletni
uprava. Jak souvisi uprava s ekvivalenci? Pti ipravach rovnice chceme, aby
mnozina kofentu rovnice pred upravou byla totozna s mnozinou kofenu rov-
nice po upraveé. Pro konkrétni hodnotu proménné se muzeme na kazdou z rov-
nic divat jako na vyrok. A rovnost mnozin kofenu znamena, ze jsou vyroky
ekvivalentni. Odtud nazev ekvivalentni dprava.

Resenfm rovnice jsme ziskali inverzni funkei k funkci®
fro— 204+ V422 -2z, z € (—00,00U[1/2,+00) (3.11)

Touto inverzni funkci je*

y2

— 1/2 1
s Vel UL +oo)

fliye

Nagim dalsim cilem je nac¢rtnout grafy funkce f i inverzni funkce f~1.
Zacneme inverzni funkcei f~1. V minulé kapitole jsme spocitali limity jejiho
rozsifeni na mnozinu R \ {1/2}.

2

4y — 2

gy

a vynesli je do grafu. Vlevo dole jsme ho znovu nakreslili a teckovanou
piimkou zndzoriili, Ze funkce g neni prostd. Inverzni funkce f~!, kterd je
zizenim funkce g, prostd je. Pojdme vytvoriit jeji graf.

Defini¢éni obor funkce f~! jsme ziskali z podminky y < 2z. Na obrazku
vpravo jsme tuto podminku vytesili graficky a feseni znazornili plnou ¢arou.

2Vyteseni této nerovnice nechdme na ctenafi.
3Definiéni obor jsme uréili z podminek — odmociiujeme jen nezdporna é&isla.
4Zde jsou definiénfm oborem ta y, pro néz mé rovnice y = f(z) fesen.
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Sestrojeny graf inverzni funkce lze povazovat za plnohodnotny graf funkce
f —pokud se v ném jako v grafu funkce f dokazeme orientovat. To si ovérime
v nasledujicim cviceni.
Ukol. Zvolte v grafu funkce f~! bod na ose x a na ose y vyznacte pro toto
x hodnotu f(x).

Pokud se vam nelibi prohozené osy, muzete je vymeénit zpét. Na nésledu-
jicich obrazcich je vlevo graf funkce f a vpravo graf funkce k nf inverzni.®

Y

N ” \ 7

Ukol. Vyfteste stejnou tlohu pro funkci h s opacnym znaménkem pred

odmocninou
h:xz— 2 —V4zr? — 2z

5Pokud funkce f pfifadi proménné z proménnou ¥y, pak inverzni funkce piifadi naopak
proménné y proménnou x. Na zakladnich a stfednich skolach je zpravidla vyzadovano u
inverzni funkce prejmenovéani, my je zde nedélame, povazujeme je za nepiinosné a naopak
spise matouci.
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a ukazte, ze se lisi jen znaménkem levé strany L pred umocnénim rovnice, a
tedy graf funkce h a funkce h=! k nf inverzn{ je®

y

-

6teckované jsou zakresleny grafy funkei f, f~1



Kapitola 4
Cisla

Na webu je samostatny text o ¢islech, ktery sem bude po prepracovani vlozen.
Najdete ho v adresari kap.fp.tul.cz/~simunkova/an1-2017-18 /1-Cisla a lze se
k nému proklikat ptes archiv starsich ro¢niku, na ktery je na webu dole odkaz.

Nésledujici ¢lanky doplnuji, co v ném chybi.

V tvodnim ¢lanku pojedndme o racionalnich ¢islech.

V nésledujicim rozebereme podrobnéji bod 5 zabyvajici se redlnymi ¢isly.
Budeme vychazet z textu [2] a odkazovat se na néj. Nékteré jeho partie
podrobnéji rozebereme.

4.1 Racionalni cisla

Zamysleni. Co je to raciondlni ¢islo?
Pokud odpovite, ze zlomek, je tieba fict, co tim myslite. Je 7/2 zlomek?
Pokud ano, je /2 raciondlni ¢islo? Pokud ne, tak co je to zlomek?

V [1] je popisovdna tzv. prvni krize matematiky ve starovékém Recku.
Recti ucenci veéfili, ze je kazdd dvojice tsecek soumeéritelnd, coz znamend,
ze jsou jejich délky celistvym nasobkem urcité spoleéné jednotkové délky.
Oznacime-li tuto zakladni délku d a ma-li prvni usecka délku m-nasobnou,
tedy md a druhé tsecka délku n-nasobnou, tedy nd, pak je pomér délek obou
tsecek roven m/n.

Pokud by tedy byla kazda dvojice usecek souméritelna, pak zvolime né-
kterou uisecku jako jednotkovou a kazda dalsi ma délku rovnu poméru dvou
celych ¢isel. Takovy podil nazyvame raciondlnim c¢islem. Racionalni od slova

o1
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ratio, neboli podil. Vyznam slova raciondalni, ¢esky rozumny, je pravdépo-
dobné odvozen pravé od slova ratio a viry v rozumnost délek vyjadienych
pomérem. !

Krize matematiky pfisla s objevem, ze thlopticka ctverce o jednotkové
strané ma délku odmocnina ze dvou a ta neni racionalnim ¢islem.

Véta o odmocniné. Odmocnina ze dvou neni racionalni ¢islo.

DUKAZ provedeme sporem. Budeme piedpoklddat, Ze nase tvrzeni neplati,
tedy Ze existuji pifrozend ¢isla m, n splaujici (m/n)? = 2 a odvodime
spor, tedy néco, co nemuze byt pravda. Odtud usoudime, ze nas vychozi
predpoklad nemuze platit, a tedy plati tvrzeni véty.

O cislech m, n budeme navic predpokladat, ze nejsou obé suda. Pokud by
byla obé sud4, tak bychom ve zlomku m/n pokratili dvéma nebo vhodnou
mocninou dvou a dostali zlomek, ktery nema i ¢itatele i jmenovatele sudého.

Ze vztahu (m/n)? = 2 po dpravé odvodime m? = 2n?%. Protoze je prava
strana sudd, musi byt suda i leva strana. Odtud plyne, Zze je m sudé. Kdyby
nebylo sudé, tedy bylo liché, tedy bychom ho mohli zapsat ve tvarum = 2k—1
s piirozenym k, pak by bylo m? = 4(k* — k) + 1, a tedy by m? bylo liché.

Vime tedy, ze je m sudé. Proto ho muzeme zapsat pomoci ptirozeného [
ve tvaru m = 2[. Odtud je m? = 4/2. Dosazenim do m? = 2n? dostaneme
412 = 2n?, pokratime na 212 = n? a stejnou tivahou jako vyse odvodime, ze
je n sudé. A to je slibovany spor a dukaz zde kondi. O

4.2 Vlastnosti realnych cisel

Mame na mysli vlastnosti (1) az (13) vypsané v [2] na strandch 20, 21 a
25. Poznamenejme, Ze jsou zde vlastnosti nazyvany axiomy. Budeme tato
slova? zamétiovat, protoze nepredpoklddame, Ze ¢tenaf zné rozdil mezi nimi.
Dokonce zatim rezignujeme na snahu tento rozdil vysvétlit. Omezime se na
diskuzi ve tride, ze které snad néjaké vysvétleni vzejde. Konstatujme jen, ze
pochopit, ¢im se lisi, je tézké, nicméné ¢tenar majici ambici pochopit, ¢im se
lis{ matematika od pouhého pocitani, by meél o rozdilu premyslet.

IPfizndvam, ze si tento pifbéh viceméné domyslim. Mozné jsem nékdy difv néco ta-
kového nékde cetla, ale nedokazu si vzpomenout kde. Poznamkou o ratiu a racionalité se
snazim motivovat studenty zapamatovat si definici racionalniho ¢isla. Obcas se zdésenim
zjistim, Ze s tim maji problém. A tak se kvuli tomu dopoustim b&jeni.

2Slova vlastnosti a axiomy.
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Vlastnosti (1) az (9) jsou ¢tenaii dobfe znamé. Ukédzeme na piikladu, jak
je pouzivame pii feseni rovnic.

Priklad. Ze vztahu mezi proménnymi xy + 2x + y = 5 chceme vyjadrit
proménnou y v zavislosti na proménné x.
Vztah (2), asociativitu scitani, jsme pouzili k vypusténi zavorek, které
nyni doplnime: zy + (2x +y) = 5.
Pouzijeme (1), komutativitu séitani: xy + (y + 2z) = 5.
Pouzijeme (2), asociativitu s¢itani: (xy + y) + 2z = 5.
Pouzijeme (7), existenci jednotkového prvku: (zy +y - 1) + 2z = 5.
Pouzijeme (5), komutativitu ndsobenf: (zy + 1-y) + 2z = 5.
Pouzijeme (9), distributivni zakon: (z + 1)y + 2z = 5.
Pouzijeme (4), existenci opacného prvku k 2z: (x 4+ 1)y + 2z + (—2x) =
5+ (—2x). Na levé strané jsme nenapsali zavorky — pouzili jsme asociativitu
scitani.
Pouzijeme (4), vlastnost opa¢ného prvku: (z + 1)y +0 =5+ (—2x).
Pouzijeme (3), vlastnost nulového prvku: (z 4+ 1)y =5+ (—2z).
Pouzijeme (5), komutativitu ndsobeni: y(z + 1) = 5 + (—2xz).
Nyni bychom radi pouzili (8), vlastnost inverzniho prvku k z + 1. To
muzeme udélat v pripadé = + 1 #£ 0, tedy pro x # —1.
Dostaneme y(z + 1)(z +1)"! = (5 — 2z)(z + 1)~ 1.
Pouzijeme (8), vlastnost inverznfho prvku: y -1 = (5 + (—2z))(z + 1)
Pouzijeme (7), vlastnost jednotkového prvku: y = (5 + (—2z))(z + 1)1

Pro = —1 vyfesime rovnici y(z + 1) = 5 + (—2z) dosazenim: 0 = 7.
Zaver:
Pro # = —1 nem4 rovnice zadny koien?.

Pro x # —1 m4 jeden koten y = (5 + (—2z))(z + 1)~

Poznamka o odéitani a déleni. Vsimnéte si, ze vlastnosti se tykaji pouze
operaci s¢itani a nasobeni. Operace odecitani a déleni jsou skryté v axiomech
opacného a inverzniho prvku. Odecitani a — b je zkraceny zapis pro soucet
a+ (—b). Déleni a/b je zkrdceny zapis pro soucin ab™!.

V prikladu bychom pak misto y = (5 + (—2z))(x 4+ 1)~ napsali y =
(5—2x)/(z+1). V dalsim textu budeme tento zapis pouzivat.

Poznamka o umocnovani. Dalsi operaci odvozenou od nasobeni jsou moc-
niny s prirozenym exponentem. Viz nasledujici definice.

3Nékdy ifkame, Ze rovnice nem4 feseni.
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Definice. Necht je a € R. Pod symbolem a! budeme rozumét &islo o hodnoté
a, tedy a' = a. Pron € N, n > 2 budeme pod symbolem a” rozumét éislo o

hodnoté a"'a, tedy a" = a" 'a.

Ukoly.

1. Rozmyslete si, jak z vySe uvedené definice plynou vam znamé vztahy

a’? = aa, a® = aaa, a* = aaaa, . ...

2. Odvod'te z axiomu vzorce (a+b)? = a®+2ab+?, (a+b)(a—b) = a®—b>.

Na piikladu nerovnice ukdzeme pouziti vlastnosti (12).

Priklad. Chceme vyftesit nerovnici 3z 4+ 4 < 0.

Pouzijeme prvni vztah vlastnosti (12), ipravu nerovnosti prictenim ¢isla —4
k obéma stranam. Dostaneme: 3x < —4.

Pouzijeme druhy vztah vlastnosti (12), vyndsobeni nerovnosti kladnym ¢is-
lem 37!, Dostaneme: x < —4/3.

Poznamka o algebraickych strukturach. V algebte budete probirat alge-
braické struktury — mnoziny s operacemi. Dulezitou roli bude hrat struktura
zvana téleso*, jehoz typickymi pifklady jsou raciondlni, redlnd a komplexni
¢isla s operacemi scéitani a nasobeni. Téleso budete definovat jako mnozinu
se dvéma operacemi, které splnuji vlastnosti (1) az (9).

Poznamenejme jesté, Zze na mnoziné komplexnich ¢isel neni definovano
usporadani, proto pro né nema smysl uvazovat vlastnosti (10) az (12). Mno-
zina racionalnich c¢isel tyto vlastnosti ma.

Redlnd a raciondlni ¢isla se lisi az vlastnosti (13), se kterou se nejspis
¢tendr teprve seznamuje a kterd je naroéna na pochopeni. Nazyvame ji vlast-
nosti supréma a budeme se ji zabyvat v clanku 4.4.

V nasledujicim ¢lanku se budeme zabyvat dalsimi vlastnostmi redlnych
¢isel a ukdzeme, ze plynou z axiomu (1) az (12).

Poznamka o &islech a nazvech. Ctensi by mél byt schopny se zmifiova-
nymi vlastnostmi pracovat. Uzite¢né je pamatovat si jejich ndzvy a zbytecné
pamatovat si jejich ¢isla. Zde jsme cisla pouzili jen kvuli snazsi dohledatel-
nosti v [2]. V dalsim textu budeme misto ¢isel pouzivat nazvy.

4V [2] je téleso nazyvano polem.



4.3. DALSI VLASTNOSTI REALNYCH CISEL 55

Poznamka o podrobnosti odvozovani a dikazi. Predchozi ptiklady
jsme udélali velmi podrobné. Chtéli jsme ukdazat, jak obvyklé tpravy rov-
predevsim proto, abychom vyklad prilis ,,nezahltili“ podrobnostmi. Vzdy by
vSak bylo dobré, kdyby ¢tenar umél v piipadé potieby takové vysvétleni az na
axiomy provést. Zvlasté takovy rozbor doporucujeme v pripadé pochybnosti
o platnosti pouzitého nebo odvozeného.

Pti kompromisu mezi strucnosti a prehlednosti na jedné strané a peclivosti
a uplnosti na strané druhé se vzdy ridime cilovou ¢tenaiskou skupinou. Proto
je potieba, aby studenti davali autorce zpétnou vazbu a nebali se Tict, které
partie textu jsou pro né malo srozumitelné.

4.3 Dalsi vlastnosti realnych cisel

V [2] je ve tvrzeni 1.3.1 uvedeno i s dikkazem pravidlo s¢itdni nerovnosti. My
zde uvedeme pravidlo nasobeni nerovnosti.

Lemma o nasobeni nerovnosti. Necht pro kladnd ¢isla a, b, ¢, d plati a < b,
¢ < d. Pak plati ac < bd.

DUKAZ. Vyndsobime nerovnost a < b &slem c: ac < be. Nerovnost ¢ < d
vynasobime ¢islem b: be < bd.

Na nerovnosti ac < be, be < bd pouzijeme tranzitivitu (vlastnost 11).
Dostaneme ac < bd. U

7Z pravidla o nasobeni nerovnosti plyne pravidlo o umocnovani nerovnosti,
jak ukazuje nésledujici lemma.

Lemma o umocnovani nerovnosti. Necht pro kladné ¢fsla a, b plati a < b
a necht je n > 2 piirozené ¢&islo. Pak plati a™ < b".

DUKAZ. Pouzijeme predchozi lemma a vyndsobime nerovnost a < b samu se
sebou. Dostaneme a? < b?, tedy zavér® lemmatu pro n = 2.

Vynasobenim nerovnosti a < b s nerovnosti a? < b? dostaneme nerovnost
a® < b3, tedy zavér lemmatu pro n = 3.

Dalsim krokem by bylo vynasobeni nerovnosti a < b s a® < b3 ... a takto
bychom mohli postupovat libovolné dlouho.

Muzeme to zkratit tim, ze vynasobime nerovnost a < b nerovnosti a" <
b". Dostaneme nerovnost ™! < b"*t!. Ukézali jsme tim, Ze z platnosti zavéru

50 predpokladu a zévéru se étendi doéte vice v nésledujici pozndmce.
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lemmatu pro n plyne jeho platnost pro n + 1. Tomu fikdme indukéni krok a
tento zptisob ditkazu nazyvame dikazem matematickou indukci. O

Poznamka o predpokladu a zavéru. Predchozi lemma bylo zformulovano
jako implikace: jestlize plati a < b, n € N, n > 2, pak plati a” < b™.

Vyrok a < b, n € N, n > 2 nagyvame predpokladem lemmatu, vyrok
a™ < b" zavérem lemmatu.

Cérky ve vyroku a < b, n € N, n > 2 chdpeme jako konjunkce A (,a
zéroven").

Poznamka o matematické indukci. Dukaz matematickou indukci pouzi-
vame na tvrzeni o prirozenych ¢islech. Sklada se ze dvou ¢asti. V jedné ¢asti
ukazeme platnost tvrzeni pro nejmensi ¢islo, ve druhé takzvany indukcéni krok.
V indukénim kroku predpokladame platnost tvrzeni pro n a dokazujeme jeho
platnost pro n + 1.

Nejmensi ¢islo je zpravidla n = 1, ale pokud chceme néjaké tvrzeni
dokazat tteba pro n > 5, pak je nejmensim ¢islem n = 5.

V [2] si muze zvidavy ¢tendr precist o matematické indunkei na strandch
27 az 32.

Ctenar jisté vi, ze pfi nasobeni nerovnosti zdpornym c¢islem se obraci
smysl nerovnosti. Zformulujeme a dokézeme tuto vlastnost.

Lemma o ndsobeni nerovnosti zdpornym ¢&islem. Necht je a < b, ¢ < 0.
Pak je ac > be.

DUKAZ. K nerovnosti ¢ < 0 pfi¢teme opacny prvek —c. Dostaneme 0 < —c.
Nerovnost a < b vyndsobime kladnym ¢islem —c. Dostaneme a(—c) < b(—c).

Nize ukdzeme pomocné tvrzeni: a(—c) = —(ac). Pak plati i b(—c) =
—(bc). Prepiseme tedy a(—c) < b(—c) na —(ac) < —(bc). K nerovnosti po-
stupné pricteme ac, bc. Dostaneme be < ac.

Dokazme jesté pomocné tvrzeni. K dikazu a(—c) = —(ac) staci ukdzat”,
ze a(—c) + ac = 0. Tady stac¢i pouzit na upravu levé strany rovnosti distri-
butivitu. Dostaneme a(—c + ¢) = 0, coz plyne z vlastnosti opaéného prvku
a 7z dalstho pomocného tvrzeni — cokoliv vynasobime nulou, dostaneme nulu.

O

Poznamka o pomocnych tvrzenich a stavbé dikazu. Predchozi dukaz
by byl prehlednéjsi, kdybychom lemmatu o nasobeni nerovnosti zapornym

50 ditkazu matematickou indukef vice v nasledujici poznamce.
"Viz vlastnost opa¢ného prvku.
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¢islem predradili dalsi dvé lemmata a pak se na né v dukazu odkazali. Tato
lemmata by tvrdila:

1. Pro kazdé a € R plati a -0 = 0.

2. Pro kazdou dvojici a,b € R plati (—a)b = —(ab).

V [2] si na strané 22 piectéte definici neostré nerovnosti. Dokazeme pro
ni pravidlo o ndsobeni nerovnosti.
Lemma o nasobeni neostrych nerovnosti. Nechf pro nezédpornd realns
¢isla a, b, c,d plati a < b, ¢ < d. Pak plati ac < bd.

DUKAZ rozdélime na nékolik piipadi. Rozmyslete si, Ze pokryvaji vechny
moznosti v predpokladech lemmatu.®

1. a,b,c,d jsou kladna, a < b, c < d
z lemmatu o nasobeni nerovnosti plyne ac < bd, a tedy i ac < bd

2. a,b,c,d jsou kladné, a = b, c < d
z lemmatu o nasobeni nerovnosti ¢ < d kladnym ¢islem a plyne ac < bd,
a tedy i ac < bd

3. a,b,c,d jsou kladnd, a =0, c=d
pak je ac = bd, a tedy i ac < bd

4. b nebo d je rovno nule
zb=0plyne a =0, a tedy ac = 0 = bd, a tedy i ac < bd; podobné pro
d=0

5. b a d jsou kladné a a nebo ¢ je rovno nule
vynasobime nerovnost b > 0 kladnym d a dostaneme bd > 0; protoze
jeac =0, je bd > ac, a tedy i bd > ac

i

V lemmatu o umocnovani nerovnosti jsme dokazali implikaci: jestlize plati
a < b, pak plati a” < b™. Ve skute¢nosti za uvedenych predpokladu (a, b jsou
nezdporna ¢isla) plati ekvivalence. Tu nyni dokazeme.

Lemma o umocnovani coby ekvivalentni tpravé. Pro prirozené ¢islo
n € N, n > 2 a nezdporna realna c¢isla a, b je a < b ekvivalentni s a”™ < b".

8Viz pozndmka o piedpokladu a zdvéru.
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Poznamka o specifickém matematickém jazyku. Lemma jsme zfor-
mulovali pokud mozno jazykem, kterym se bézné vyjadiujeme. Domnivame
se, ze v tomto piipadé to nebylo na tjmu presnosti vyjadieni. V matema-
tickych textech se spise pouzivd ndsledujici jazyk: ,nechf n € N, n > 2,
a,b € R, a,b > 0. Pak jsou nésledujici vyroky ekvivalentni a < b, a™ < b™“.

Pii tvrzenich slozitéjsich nez je toto lemma je kvuli presnosti takovy jazyk
nezbytnosti.

DUKAZ LEMMATU O UMOCNOVANI COBY EKVIVALENTN{ UPRAVE. Ekvi-
valenci dokazujeme jako dvé implikace. Implikaci a < b = a™ < 0" jsme
dokazali vyse v lemmatu o umoctniovani nerovnosti.

Dokézeme implikaci a® < b" = a < b obménou,? tedy dokdzeme implikaci
a>b=a">b". Pokud je a = b, pak je a” = 0", a tedy je a™ > b". Pokud
je a > b, pak je a™ > b", a tedy je a™ > b". O

Poznamka o implikaci, jejim predpokladu a zavéru.
V implikaci a > b = a™ > b" nazyvame vyrok a > b predpokladem, vyrok
a™ > b" zavérem.

Vsimnéte si, ze oslabenim zavéru neprestava implikace platit — z platnosti
a > b= a" > b" primo plyne platnost a > b = a" > b".

Na druhé strané oslabenim predpokladu v platné implikaci muzeme dostat
neplatné tvrzeni. Implikace a > b = o™ > b" plati, ale implikace a > b =
a™ > b" neplati.1?

Ukol. Vsimeijte si, jaké dalsf vlastnosti redlnych ¢&isel pouzivate a odvod'te
je z axiomtl.

4.4 Supremum, infimum

Seznamte se z definici horniho odhadu, maxima, dolnitho odhadu a minima
mnoziny v [2], definice 1.3.4, pozndmka 1.3.5.

TODO PRIKLADY (Zkratka TODO znamend, ze text neni kompletni a
bude pozdéji doplnén.)

9Tmplikaci ,jestlize neplati B, pak neplati A“ nazyvdme obménénou implikacik ,jestlize
plati A, pak plati B“. Napiiklad: ,jestlize méate z predmétu zkousku, pak mate z predmétu
izapocet” a ,jestlize nemate z predmétu zapocet, pak z néj neméte ani zkousku“. Srovnejte
s obrdcenou implikaci ,jestlize méte z predmétu zapocet, méate z néj i zkousku“. Vice viz
kapitola o jazyku matematiky.

10Pokud se radi s prateli piete o rozliénych tématech, davejte pozor, zda tyto zasady o
oslabeni/zesileni predpokladu a zdvéru v diskuzi vy nebo vasi piatelé dodrzujete.
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Definice 1.3.6 — zdola omezena mnozina, shora omezena mnozina, ome-
zena mnozina.

Definice 1.3.8 — supremum, infimum mnoziny.

TODO PRIKLADY (Zkratka TODO znamen4, Ze text neni kompletni a
bude pozdéji doplnén.)

Lemma o supremu a infimu ,,oddélenych® mnozin. Pokud pro dveé
mnoziny A, B C R plati

(Va € A)(Vb € B)(a <)

pak plati sup A < inf B.

Doporuceni: pred ¢tenim dukazu nakreslete ¢iselnou osu a nékolik prvku
mnoziny A i B splnujicich uvedenou vlastnost.

Dikaz. Uvazujme libovolné b € B. Z predpokladu lemmatu plyne, ze b je
horni zavorou mnoziny A. Supremum mnoziny A je nejmensi horni zavora,
a proto plati b > sup A a plati to pro vSechna b € B. Odtud plyne, ze sup A
je dolni zavora mnoziny B a odtud plyne sup A < inf B, protoze infimum je
nejveétsi dolni zavora. O

Ukazeme si dva pripady pouziti lemmatu.

Uvedeny obrazek je z kapitoly vénované li-
mitam funkci, kde ukazujeme existenci jed-
nostrannych limit monotonnich funkci. Na
S obrézku je graf rostouci funkce. Nas budou
zajimat mnoziny M;, M, pro malé kladné o
sup Myl

My = {f(z):x € (xo—0d,m0)}
= o My, = {f(z):x € (xg,z0+9)}

Py

Je-li funkce f na intervalu (z¢ — 0, xg + &) rostouci, pak plati
(Y1 € My,y2 € M) = y1 < 2
a z lemmatu o supremu a infimu oddélenych mnozin plyne
sup M, < inf M, (4.1)

Na obrazku jsou hodnoty sup M, inf M, vyznaceny na ose y a nerovnost je
znazornnéna jejich vzajemnou polohou.
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V tomto piikladé muzeme misto lemmatu o supremu a infimu oddélenych
mnozin pouzit hodnotu f(xg), kterd je horni zdvorou mnoziny M; a dolni
zévorou mnoziny Ms. Odtud plyne sup M; < f(xg) a inf My > f(x0) a tedy
i nerovnost (4.1).

Otéazka. Z ¢eho plyne vyse uvedené tvrzeni, Ze je f(xy) horni zdvorou mnoziny
M a dolni zavorou mnoziny M,?

Dalsi dva obrazky se tykaji Riemannova integrdlu. Ten je pro kladnou
funkci definovan jako obsah plochy!! pod jejim grafem. Na obrazku vlevo je
graf funkce a k nému je na obrazku vpravo vysrafovana plocha pod nim.

y

Jeji obsah odhadneme zdola a shora
obsahem plochy, jejiz obsah umime
spocitat. Jsou to mmnohothelniky se
stranami rovnobéznymi se souradnymi
osami, jejich priklady vidite na
obrazku vlevo.

Obsah obdélniku pod grafem (jsou vysrafovany modfe) nazyvame dolnim
Riemannovym integralnim souctem. Obsah obdélniku nad grafem nazyvame
hornim Riemannovym integrdalnim souctem. Libovolny dolni integralni soucet
je nejvyse roven hornimu integralnimu souctu.

Odtud a z lemmatu pak plyne, ze supremum dolnich integralnich souctu
je nejvyse roven infimu hornich integralnich sou¢tu. Pokud se sobé rovnaji,
budeme jejich spole¢nou hodnotu nazyvat riemannovym integrdlem zadané
funkce na zadaném intervalu. Ukézeme si, Ze spojité omezené funkce maji na
omezeném intervalu Riemannuv integral. Ukazeme si ale také priklad funkce,
jejiz dolni Riemannuv integrél je mensi nez horni Riemanntv integral. Tato

HTerminologickd pozndmka: na stfedni skole se zpravidla rozliduje mezi plochou a
jejim obsahem. Plocha je mnozina, napiiklad ¢tverec a obsah je ¢islo. Ve vysokoskolskych
ucebnicich je bézné terminem plocha oznacovat jeji obsah, tedy ¢islo. My se v textu budeme
drzet stfedoskolské terminologie.
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funkce tedy nema Riemannuv integral.
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Kapitola 5

Derivace funkce

Pro studium derivace funkce odkdzeme ¢tendfe na [2]. Budeme struéné ko-
mentovat, co ¢tenaii doporucujeme v [2] precist. Nekteré partie zde vylozime
zjednodusené. A predevsim budeme vyklddanou latku ilustrovat na obréazcich.

Nasledujici odstavec je z kapitoly o limitach, strana 116.

Limitni pfechod se vyskytuje i v realnych situacich: napt. projede-li auto
drahu 1 km za 1 minutu, pak jelo priumérnou rychlosti 60 km/hod. Zkracuje-
me-li méreny tsek, vypoctené hodnoty se blizi idaji na tachometru, tj. jakési
okamZzité rychlosti. Zde se vyskytuje limitni proces, ktery je soucasti definice
okamzité rychlosti. Matematizace tohoto procesu byla velmi obtizné a trvala
dlouhou dobu. Béhem ni se pracovalo s limitami posloupnosti i funkci pouze
intuitivné.

V clanku 5.1 na str. 133 — 137 naleznete pokracovani této motivace, de-
finici derivace, vztah derivace a spojitosti a nékolik prikladi. Véta 5.1.10
o spojitosti funkce v bodé, ve kterém ma konecnou derivaci je dulezitd, ale
povazujeme jeji formulaci i dukaz za dostatecné jednoduchy, abychom ¢tenare
odkézali na jeji znéni v [2].

K dalsi motivaci pojmu derivace doporucujeme ¢tenari shlédnout vyklad
okamzité rychlosti na webu Khanovy akademie
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new/ab-2-1/v/newton- leibniz-and-usain-bolt,

nebo si kliknéte na odkaz na webu predmétu na
https://kap.fp.tul.cz/~simunkova/.

V clanku 5.2 az k vété 5.2.5 jsou odvozena pravidla pro derivovani souctu,
rozdilu, soucinu a podilu, je uvedena souvislost mezi existenci jednostrannych

63
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derivaci a spojitosti funkce, odvozena derivace konstantni funkce. Také na
tuto dulezitou cast odkazeme ctenafe a nebudeme se ji vénovat.

Véta 5.2.6 a poznamka 5.2.7 jsou uvedeny pro elegantni a korektni dikaz
véty 5.2.8 o derivaci slozené funkce. Zjednodusenou (a méné korektni) verzi
tohoto dukazu uvedeme v ¢lanku 5.7.1.

vvvvvv

pojmu jako aproximace funkce a derivace funkce vice proménnych, proto se
jimi budeme pomérné podrobné zabyvat v ¢lancich 5.5.3, 5.5.4. Uvedeme zde
nékolik obrazku k ilustraci probiranych pojmu.

V 5.2.12 je uvedena definice teény. Je v ni nékolik chyb — nutno po-
dotknout, zZe jsou vyjimkou — text je jinak témér bezchybny. V tuvodnim
vztahu ma byt na levé strané g(y) — tedy proménnd y misto proménné x.
Jesté vic zmatecna je rovnice primky na néasledujicim radku — mozna naprava
je nahrazeni x za x(, a y na pravé strané za r. My se budeme vice vénovat
rovnici teény v ¢lanku 5.5.

Lemma 5.2.13 je dulezité pro tvrzeni o derivaci a prubéhu funkce. My ho
uvadime se stejnym dukazem podrobné rozebranym a opatfenym obrazkem
v ¢lanku 5.3.

K vétam o stfedni hodnoté 5.2.16, 5.2.18 uvadime v ¢lanku 5.4 obrazky.
Vété 5.2.14 o Darbouxové vlastnosti derivace se v tomto textu nebudeme
vénovat (zatim, moznd casem pridame ¢ldnek s obrézkem).

Vétu 5.2.22 o derivaci a monotonii a jeji dusledek 5.2.23 uvadime v ¢lanku
5.6. Tvrzeni jsme proti textu [2] ponékud zobecnili.

Funkei rostouci v bodé (definice 5.2.25, véta 5.2.26, dusledek 5.2.27) se
v tomto textu zabyvat nebudeme.

L’Hospitalovu pravidlu (véta 5.2.28) vénujeme samostatnou kapitolu.

5.1 Definice derivace, priklady

Definice. Je-li funkce f definovana v okoli bodu a a existuje-li limita

i 1@ = (@)

r—a T —a

: (5.1)

fikdme, ze ma funkce f v bodé a derivaci a limitu (5.1) nazyvame derivact
funkce f v bodé a a znacime f'(a).
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Je-1i limita (5.1) vlastni/nevlastni, mluvime o vlastni/nevlastni derivaci
funkce f v bodé a.

Jednostranné limity nazyvame jednostrannymi derivacemi funkce f v bodé
a zpravae (zleva) a znacime je f’ (a), f'(a)

o - B0

V nasledujicich piikladech si ukazeme, jak pocitat derivaci ptimo z jeji
definice. V ¢ldnku (5.2) pak odvodime vzorce pro poc¢itéani derivaci.

Priklady.

1. fraws2?

/ o _1; —
Fo) =y =il +2) =4
2. fix— T
-1 1 1
f’(l):hmﬁ = lim = -
z—1 x —1 =1/ + 1 2

3. f:x v+ sgnx — pfipomeneme, ze pro z > 0 je sgnxz = 1, pro x < 0 je
sgnz = —1 a sgn(0 = 0. Na pravém okoli nuly budeme tedy dosazovat
sgnx = 1, na levém sgnx = —1. Proto budeme pocitat v bodé x = 0
jednostranné derivace.

sgnx —sgn0 1

/ . . . -
f+(0> n xlg& z—0 N mlg(% r oo
— -1
f.(0) = lim sgne —sgnl _ lim — =400
r—0~ xr — 0 z—0- X

Funkce sgn ma tedy v bodé 0 jednostranné derivace, a protoze se rov-
naji, ma i (oboustrannou) derivaci. Tyto derivace jsou nevlastni (ne-
kone¢né).

4. frxes |22 —1|
spocitame derivaci v bodé a = 0: v okoli tohoto bodu je f(z) =1 — 22
a tedy

)

1 -2 -1
F0)=lm—" " —lim -2 =0

x—0 €T — O x—0
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a = 1: v pravém okoli bodu 1 je f(x) = 2% — 1, a tedy

, ot —=1-0 . B

v levém okolf bodu 1 je f(z) =1 — 22, a tedy

12—
) =tim =Y (e —1) = —2

z—0 €r — 1 x—0

Protoze se jednostranné derivace v bodé x = 1 nerovnaji, nemé funkce
f v bodé 1 oboustrannou derivaci.

5. f:x— x?sin(1/z) prox # 0, f(0) =0

f(0) = lim 27 sin(1/z) — 0 = lim zsin(1/x) =0

z—0 €T z—0

Poznamky.

1. V definici derivace jsme predpokladali, ze je funkce definovana v okoli
bodu a. V bodé a je definovani potfeba, protoze se funkéni hodnota f(a)
v definici vyskytuje a v okoli (libovolné malém) je definovéni potieba,
aby byla definovana limita.

2. Vztah (5.1) nékdy piseme ve tvaru

1y — e Jath) = f(h)
f'(a) = lim -

h—0

(5.2)

Podobné pro jednostranné derivace

f’_(a) _ hll%l_ f(a+h})l_f(a)
f;(a) _ hli%%rf(a_}_h]zj_f(a)

a derivaci zleva pripadné

f(a) = lim

h—0t+ h
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Vyse jsme definovali derivaci v bodé, coz je ¢islo. Funkei, kterd bodu a
pritadi toto ¢islo nazyvame derivaci funkce. Dtive, nez vyslovime definici,
uavedeme nékolik priklad.

Priklady.
1. fraw2?
f'(a) = lim M

= lim2a + h = 2a
h—0 h—0
ZAVER: 12 — 2z,7 € R.

2. f:x— |z
a>0:vokoliaje f(x)==x

/ S Cl“—h—a,_
fla)=Jim ——=1
a < 0:vokoliaje f(z) =—x
o —fath)—(—a)
fila) = Jim h =1

a = 0: v pravém okoli bodu 0 je f(z) = z, proto je f\(0) =1 (vypocet
je stejny jako pro a > 0)

v levém okoli je f(x) = —x, proto je f/(0) = —1

ZAVER: f'(x) =1proxz >0, f'(x) = —1 pro z < 0, v bodé x = 0 nen{
f" definovéno.

3. frx—=>Vad, x>0
pro x > 0 pocitame limitu

. V(x4 h)3—Va3
lim
h—0 h
zlomek rozsitime souc¢tem odmocnin
, (x+ h)® —2°
im
h=0 p( /(x + h)3 + /x3)

upravime citatele a pokratime h

322 + 3zh + h?

lim
=0 \/(x + h)3 4+ V3
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Vyraz je spojitou funkci proménné h, proto spocitdme limitu dosa-
zenim. Vyjde 3z2/2V 23 = 3\/x /2.
Pro x = 0 poc¢itdme derivaci zprava bud stejnymi tipravami jako nahoie
nebo jednodusseji
NGE
lim ~— = lim vk =0

h—0t h h—0+
ZAVER: funkce f ma pro x > 0 derivaci f'(z) = 3y/2/2, pro x = 0 ma
derivaci zprava rovnu nule. Muzeme ji tedy vyjadrit stejnym vztahem
jako pro x > 0.

V prvnim piikladé je piirozené za derivaci funkce f : x — 2% povazovat
funkci f’ : xz +— 2x. Definiéni obory funkce f a jeji derivace f’ jsou oba R.

V druhém piikladé ma derivace funkce f : x — |z| derivaci f' : z
sgnz, x # 0. Defini¢ni obory funkce a jeji derivace se tedy lisi. Zatimco f je
definovand na R, derivace f’ jen na R\ {0}.

Ve tietim pifkladé f : z — Va3, 2 > 0 je derivace f': z — 3vVx/2 s de-
finicnim oborem bud (0, +00) nebo [0, +00). Zalezi na nés, pro jakou definici
se rozhodneme. V [2] je v definici 5.1.13 zvolen druhy piipad. Defini¢ni obor
derivace f’ tvoii ty body, ve kterych méa f oboustrannou vlastni derivaci a ty
body, v nichz ma jednu vlastni jednostrannou derivaci a druhd jednostranna
derivace je bud nevlastni nebo neexistuje.

5.2 Kalkulus derivaci poprvé

V ¢lanku odvodime vzorce pro derivaci funkei
" . 1 1
=T X — \/E T — T —
x Jx

Vsechny tyto funkce lze zapsat jako mocninné funkce s racionalnim exponen-
tem x +— x7 a jejich derivace vyjde ve vSech pifpadech (z9)" = qz9~1.

5.2.1 Derivace mocnin a odmocnin
V ¢lanku pouzivame upravy vyrazu probrané v ¢lanku 7.4.

1. Konstantni funkce f : z+— C, x € R.

f(x) = limy_g % =0

ZAVER: derivace konstantni funkce je nula.



5.2. KALKULUS DERIVACI POPRVE 69

2. frx—rx,zeR
f(@) = limy, o =2 = 1
ZAVER: (z)) =1, x € R.

. frx—=a" neN zeR
Rada: pokud méte problém pochopit nasledujici ipravy, dosad’te za n
malé celé ¢islo, napriklad 2, 3, .. ..
f/(.%‘) = limp 0 W = limy o 7 =
limy_o(nz™t +n(n — 1)2"2h/2 + -+« + h"1) = na!
ZAVER: pron € N je (z") = nz"! s definicnim oborem z € R.
POZNAMKA: pron =0 ax # 0 je f(z) =1 a f'(z) = 07! =0 ve
shodé s vyse uvedenym vysledkem. Pron =1 je f(x) = x a pro x # 0
je f'(x) = 2% = 0, opét ve shodé s vyse uvedenym vysledkem.

x?+nz? T htn(n—1)z""2h2 /24 +h"—z"

4. f:x— Yz, n € N, obor pro x zalezi na n — pro liché n je z € R, pro
sudé n jex > 0
Rada: pokud méte problém pochopit nasledujici upravy, dosad’te za n
malé celé ¢islo, napriklad 2, 3, .. ..
() = limy g =5

: 1 _ 1
llmhﬁo (.Z’-‘rh)(77’71)/"+(.Z‘+h)("‘72)/":1,‘1/n+(x+h)("73>/n$2/n++Z‘<n71)/n T prn—1)/n

—1+1/n

lI
n

ZAVER: pro n € N, n > 2 je (z!/") = Lg=1+1/" 5 definicnim oborem
zévislym na hodnoté n — pro x = 0 je derivace nevlastni (a pro n sudé
jednostrannd), pro x # 0 je derivace definovand, pokud je definovand
odmocnina.

POzZNAMKA: formdlné je vzorec pro derivaci stejny

(z9) = qz"' progeN,1/geN (5.3)

5.2.2 Derivace a aritmetické operace
Véty o derivaci a aritmetickych operacich najde ¢tenéar v [2] pod éisly 5.2.1,
5.2.4, 5.2.5.

5.2.3 Derivace mocnin ze zapornym exponentem

Pouzijeme pravidlo pro derivaci podilu pro odvozeni vzorci (z~"), (z=/")
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. frx—1/2", neN zeR\{0}

(L)/ — —nz" L — _nl.—n—l

xn xr2n

2. f:xw— 1)z, n €N, definiéni obor zavisi na hodnoté n — pro sudé n
je x > 0, pro liché n je z € R\ {0}.

(L) = == n —1-1/n
% - x2/n

POZNAMKA: vzorec (5.3) tedy plati i pro zdporné hodnoty ¢ € Z,1/q € Z.

= —laj’
n

5.3 Derivace a extrémy funkce

Pro zjistovani prubéhu funkce m4 zésadni vyznam znaménko derivace. Na
obrazcich jsou grafy funkci, které maji v bodé zy kladnou derivaci. Na levém
obrazku je funkce v okoli bodu x( rostouci. Na obrazku vpravo rostouci neni
v zadném okoli bodu zg. Jen je v pravém okoli vétsi nez f(xg) a v dostatecné
malém levém okoli mensi nez f(xg). V tomto clanku dokazeme, ze tuto vlast-
nost ma funkce v kazdém bodé, ve kterém ma kladnou derivaci.

3 3

T
L J

Pro bod se zapornou derivaci ukazeme obdobné tvrzeni s opa¢nymi ne-
rovnostmi. Odtud pak plyne, ze v bodé, ve kterém ma funkce lokalni extrém
nemuze mit ani kladnou ani zadpornou derivaci. Tedy bud derivaci nemé nebo
ji ma nulovou. Tuto vlastnost zformulujeme v zavéreéné vété clanku.

Lemma o znaménku derivace a chovani funkce v okoli bodu. Necht
mé funkce f v bodé z( kladnou derivaci f'(xo) > 0, pak existuje § > 0 takové,
ze

(Vo € (zo — 0,20))(f(z) < f(0))

(Vz € (20,20 +9))(f(x) > f(20))

DUKAZ. Na levém obrazku je graf funkce f s bodem g, pro néjz plati
f’(l’o) > 0.
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Na pravém obrazku je graf funkce g, ktera prirustku h priradi smérnici seény
g(h) s vyznacenou limitou v nule, kterd je rovna f'(xo).

f(xo+h) = f(o)
h

g:hw—

Déle je na pravém obrazku vyznaceno okoli U.(f'(zg)) lezici v intervalu
(0,4+00) a jemu odpovidajici okoli Us(0) spliujict

he Us(0) = g(h) € U(f'(z0)). (5.4)

Krajni hodnoty okoli U.(f'(x)) se na obrazku vlevo zobrazi na piimky o rov-
nicich y = (f'(zo) £ €)(x — o) + f(xo). Graf funkce f na okoli Us(zy) lezt
mezi témito piimkami a odtud plyne tvrzeni lemmatu.

Jlxo)T

/ @ i i \ B

- U
Poznamka. Vztah g(h) € U.(f'(x0)) z (5.4) obsahuje dvé nerovnosti. V dukazu
staci uvazovat jen jednu z nich

f(zo + h) — f(xo)

g(h) = : > f(ao) — ¢

znézornénou na obrazku vlevo. Upravou nerovnosti (vynésobenim h) dosta-
neme pro h > 0: f(xo + h) — f(xo) > h(f'(z0) —€) a pro h < 0 opa¢nou
nerovnost. Oboji je znazornéno na obrazku vpravo.

S flxo)T

h
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Prechodem k funkci — f dostaneme ,,dualni* lemma.

il

Lemma. Necht m4 funkce f v bodé xy zdpornou derivaci f'(zy) < 0, pak
existuje 0 > 0 takové, ze

(Vz € (x0 — d,20))(f(x) > f(20))
(Vz € (w0, 20+ 0))(f(z) < f(w0))

DUKAZ. Pouzijeme pfedchozi lemma na funkci — f. Plat{ — f’(zg) > 0, a tedy
existuje 0 > 0 takové, ze

(Vo € (o — 0, 20)) (= f(2) < —f(z0))
(V€ (2o, 20 +0))(=f(x) > —f(20))
Pozadované tvrzeni dostaneme vynasobenim nerovnosti minus jednickou. [

Piimym dusledkem lemmatu je véta o derivaci a lokalnich extrémech.
Uvedeme jejich definici.

Definice lokalnich extrémti. Rekneme, 7e méa funkce f v bodé z, € R
lokdlni minimum, pokud existuje 0 > 0 takové, ze

(Vo € Ps(0))(f(2) > f(w0))-

Rekneme, 7e mé f v xq lokdln? mazimum pokud existuje § > 0 takové, ze

(V€ Ps(0))(f () < f(x0))-
Ma-li f v bodé zg lokalni maximum nebo lokalni minimum, fikame, ze ma
v bodé zy lokdlni extrém.

Véta o derivaci a extrémech. Mé-li funkce f v bodé xy derivaci a lokalni
extrém, pak je f'(zg) = 0.

DUKAZ. Véta je pifmym dusledkem lemmat o znaménku derivace a chovani
funkce v okoli bodu.
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Na obréazcich ma funkce v bodé xg lokdlni maximum. V bodé xg, ve kterém
nabyva funkce lokalniho maxima, nemtze mit ani kladnou ani zapornou deri-
vaci. Kdyby bylo f/(zq) > 0, tak by na pravém okoli muselo byt f(x) > f(zo),
tedy by v zp neméla f lokdlni maximum. Podobné, kdyby bylo f'(zq) < 0,
tak by na levém okoli muselo byt f(z) > f(zo), a opét by v zy neméla
f lokdln{ maximum. Jsou tedy dalsi dvé moznosti, bud je f'(zg) = 0 jako
na obrazku vlevo, nebo f’(z() neexistuje, jako na obrazku vpravo. My jsme
predpokladali existenci derivace v bodé xq, proto plati f’(zq) = 0.

Podobné je to v pripadé, ze méa f v bodé z( lokalni minimum. O

Nasledujici obrazky ukazuji, ze v bodé s nulovou derivaci funkce nemusi
mit lokalni extrém.

5.4 Rolleova a Lagrangeova véta

Zneéni a dukaz vét je v [2], 5.2.16, 5.2.18.
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Na obréazku vlevo ilustrujeme Rolle-
ovu vétu. Funkee je na intervalu [a, b]
spojita, v bodech a, b ma stejnou
; funkéni hodnotu a na intervalu (a, b)
a c b ma derivaci.

Véta pak fikd, ze existuje ¢ € (a,b), v némz mé funkce nulovou derivaci.
Dukaz véty tika, ze to je v bodé, ve kterém funkce nabyva extrémni hod-
noty, na nasem obrazku maxima. Je tieba si rozmyslet, jak to bude obecné.
Podrobnosti viz dukaz v [2].

Na dalsim obrazku ilustrujeme
Lagrangeovu  vétu. Predpoklady
jsou stejné jako u Rolleovy véty
kromé stejnych funkénich hodnot
v krajnich bodech intervalu.

Veéta tika, ze existuje bod ¢ € (a, b), v némz ma funkce derivaci rovnu smérnici

secny: (f(b) — f())/(b— a).

Dukaz pouzivda pomocnou funkci F,
jejiz funkéni hodnota je rovna rozdilu
znazornénému  plnou useckou. Je
to rozdil funkéni hodnoty a y-ové
soutfadnice bodu na secné.

Dalsi obrazek ukazuje, jak tuto y-ovou souradnici na secné vypocteme. Je

rovna souctu délek svislych tsecek — teckované a plné.
Teckovand je rovna f(a). Plnou

T ~ spocitdme z podobnosti trojihelni-
,,,,,,,,, I k. Dostaneme
b) — f(a
a X b y—f(a)Jr(a:—a)f(l))_g()

Na funkeci

Fo) = 1) - (@ + - 0 L=

Pouzijeme Rolleovu vétu a dostaneme pozadované tvrzeni véty. Podrobnosti
v [2].
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5.5 Derivace a tecna ke grafu funkce

V tomto ¢lanku probereme jak souvisi derivace funkce s tecnou ke grafu
funkce. Zacneme definici tecny a hned za ni uvedeme nékolik obrazku ilu-
strujicich, Zze tecnu chapeme vice jako aproximaci grafu nez jako piimku,
ktera se grafu dotyka. V dalsich ¢lancich se budeme podrobnéji zabyvat
aproximacnimi vlastnostmi tecny a v zavérecném clanku uvedeme, za jakych
podminek tec¢na spliuje geometrickou predstavu.

5.5.1 Definice tec¢ny

Definice teény ke grafu funkce. Necht m4 funkce f v bodé z, € R derivaci
f'(x0) € R. Pak pfimku o rovnici

y = f(xo) + f'(w0)(x — 20) (5.5)

budeme nazyvat tecnou ke grafu funkce f v bodé x,.

Piiklad. Napiseme rovnici teény ke grafu funkce f : x — /z v bodé zo = 4.
Spocitame derivaci funkce f

fll@) =1/(2Vz),  f(4)=1/4
a spolu s f(4) = 2 dosadime do (5.5)

y=2+1(z—4)

Poznamka. Mluvime o tecné v bodé z( prestoze geometricky ma teé¢ny bod
dvé soufadnice [z, f(z0)]. V dalsim textu uvidime, Ze nds bude vic nez ge-
ometrie zajimat vztah funkce f a linearni funkce [, jejimz grafem je tec¢na.
Kdyz mluvime o chovani funkce v bodé, mame na mysli bod na ose proménné
funkce, tj. ose x.

Nasledujici obrazky ukazuji, ze ne vzdy vysSe definovany pojem tecny
naplnuje geometrickou predstavu tecny. Na obrazku vlevo teéna protind graf
v tecném bodé. Na dalsich obrazcich teéna protind graf v libovolné malém
okoli tecného bodu dokonce nekonecnékrat. Na prostfednim obrazku je sa-
motny graf funkce, vpravo je spolu s te¢nou.
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V ¢lanku 5.5.5 uvedeme k témto obrazkum dalsi podrobnosti.

T

5.5.2 Rovnice tecny a prima imérnost

Na obrazku je tecna s vyznace-
nym tecnym bodem [zg, f(z¢)] a
bodem [z, y].

Z podobnosti trojihelniku plyne,
ze prirustek souradnice y

Flmp) e rerererennnnenny ...... o I_r_r”‘ Ay _ y _ f(xo)
: : je priimo umérny prirustku

Ay=f'{zg) Az

proménné x

i‘n }—r|;+;\r AIE =T — 330

s konstantou umérnosti f’(zo).

Tuto imérnost zapiseme vztahem ekvivalentnim s (5.5)

y — f(xo) = f'(wo)(z — x0)

5.5.3 Tecna a lokalni aproximace

Priklad. Ukazeme, jak lze rovnici tecny pouzit k pribliznému vyéisleni vyrazu.
Z rovnice tecny ke grafu funkce f : z +— /x v bodé x = 4 spocitame pribliz-
nou hodnotu v/5.

Rovnice tecny v bodé xy =4 je
y=2+3(z—4)

Prox =5 je y = 2.25.
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Pro porovnani uvedeme pfesnou hodnotu odmocniny zaokrouhlenou na
setiny V5 =224,

Na obrazku dole vysvétlime dalsi pojmy.

grrnesen g Zménu funkénl’ hodnoty
: budeme nazyvat prirustkem
y=rease funkce

Af = f(wo+ Ax) = f(a0),

: zménu na tecné budeme na-
zyvat linedrni ¢asti prirustku
funkce

: .:-=.¢-.;,+_\=- df = f/ (.I‘o) Ax.

Vyse uvedeny vypocet vyuziva toho, ze pro malé Ax je Af =df.

Poznamka (dulezita). Piirustek proménné z — x4 znac¢ime bud Az nebo
dx. Linearni ¢ast prirustku pak napiseme ve tvaru

df = f'(zo)da (5.6)

Tento vztah je zdklad diferencidlniho a integralniho poc¢tu od Newtona a
Leibnize z konce 17. stoleti. Na prirustky df, dr se tehdy matematici a
fyzikové divali jako na nekonecné malé velic¢iny. Derivace je pak podil téchto
nekoneéné malych velicin. Napiiklad pro f(z) = 22 je

(x4dz)? —2®  2zdz+ (dz)?
dx B dx

f(z) = =2r +dr =2z
Protoze je dxr nekonecné malé, dosadime za néj v zavéru vypoctu nulu. Ale
protoze je nenulové, muzeme jim v pocatku vypoctu délit. Matematici se
dlouhou dobu snazili precizovat tento pojem a odstranit rozpor hodnoty
zaroven nulové i nenulové. Nakonec za vice jak sto let dospéli k e-0 defi-
nici spojitosti a limity. Za zminku stoji, ze s nekoneé¢né malymi hodnotami
pocitd tzv. nestandardni analyza. Cesky matematik Petr Vopénka (1935 —
2015) byl pfiznivec nestandardni analyzy a povazoval zavedeni e-¢ definic za
zasadni historickou chybu matematiké analyzy.

Vztah (5.6) ¢asto piseme ve tvaru f'(z) = df/dz. Prirustek funkce df
¢asto nahrazujeme prirustkem proménné. Konkrétné pro proy = f(x) napiseme
f'(x) = dy/dx. A tieba pro s = f(t) napiseme f'(t) = ds/dt.
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5.5.4 Chyba lokalni aproximace

Rozdil Af —df budeme nazyvat chybou lokdlni aprozimace funkce f linearni
funkci [ v bodé xy. Pritom grafem linearni funkce [ je tecna ke grafu f v bodé
xo. Tedy predpis [ je

Lia— f(zo) + f'(20) (2 — 20) (5.7)
Poznamky.

1. Aproximaci nazyvame lokalni proto, ze je aproximace dobré jen v okoli
bodu zg.

2. Chybu aproximace lze také zapsat jako rozdil funkénich hodnot apro-
ximované a aproximujici funkce

Af —df = f(x) = f(zo) = f(wo)(x — w0) = f(2) — I(z)

Uvedeme nékolik tvrzeni o chybé aproximace. Prvni iikd, ze je chyba
Af — df zanedbatelna ve srovnani s Ax.

Lemma o chybé lokdlni aproximace. Necht m4 funkce f v bodé
konecnou derivaci. Pak plati

@) =)

T—x0 T — X

DUKAZ. Dosazenim za [(z) dostaneme

Fe)—l@) _ fla) — Flan) — £ @)z — a0)
= ST i) ) — o) = 0

r — T

U

Druhé tvrzeni tika, ze jina linearni funkce tuto vlastnost nema.
Lemma o lokdlni aproximaci linedrni funkci. Necht pro funkci f, bod

o € R a ¢islo A € R plati

T—T0 T — X
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Pak ma funkce f v bodé zq derivaci a ta je rovna A, tedy plati f'(xg) = A.
DUKAZ. Vztah (5.8) upravime na

limM—A:O

T—T0 T — X

odkud plyne existence derivace f’(xy) a rovnost f'(xg) = A. d
Obeé lemmata shrneme do jednoho.

Lemma. Méjme funkci f a bod xy. Pak pro A € R plati (5.8) pravée kdyz je
A = f/ (.Io)

DUKAZ. Mame dokézat ekvivalenci, kterou dokazujeme jako dvé implikace,
a ty jsou dokazany v predchozich lemmatech. Il

Predchozi tvrzeni fikaji, ze pri zmensujicim se x — x( se chyba zmensuje
rychleji. Dalsi tvrzeni umozni chybu pfresnéji kvantifikovat pomoci hodnot
druhé derivace. Druha derivace je derivaci derivace, tedy f” = (f')’.

Véta o chybeé linearni aproximace. Ma-li funkce f v okoli bodu xy druhou
derivaci a bod x lezi v tomto okoli, pfitom x # xg, pak mezi body x a x( lezi
bod ¢ takovy, ze pro chybu linearni aproximace

R(x) = f(z) = f(x0) — f'(w0)(x — x0)
plati .
R(z) = 5 f"(c)(z — w0)%.

DUKAZ. Pro chybu R(z) plati R(xg) =0, R'(x) = f'(z) — f'(z0). Pouzijeme

Rolleovu vétu na funkeci
F it (t—x0)*R(z) — (v — 20)*R(t),
pro kterou plati
F(xzo) = (w0 —20)*R(z) — (z — 20)*R(z0) = 0
F(z) = (x—)°R(z) — (x — 29)°R(z) = 0
F'(t) = 2(t —xo)R(x) — (x — z0)*(f'(t) = f'(x0))

Z Rolleovy véty plyne existence ¢ lezictho mezi = a g a spliujiciho F'(¢;) =
0.
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Déle plati F'(x) = 0, proto dalsi aplikaci Rolleovy véty dostaneme exis-
tenci ¢ lezictho mezi ¢; a xg takového, ze plati

F'(c) = 2R(x) — (x — 20)*f"(c) = 0
Odtud dostaneme )
R(z) = 51" (c)(@ = w0)’
O

Piiklad. Pouzijeme vétu k odhadu chyby aproximace funkce f(x) = /z
v okoli bodu 4, kterou jsme pocitali vysSe. Spocitame druhou derivaci

1

1
x) = —
P ==/
V bodé z =4 je
1
"(4) = —— = —0.03
J/(8) = —55 = 0.0

V okoli bodu 4 je f”(c) také priblizné rovna —0.03 (pouzivame spojitost této
druhé derivace). Odtud plyne pro x blizké zy = 4

VI =24 1(z—4)

s chybou fddové rovnou —0.015(z — 4)?, pro = 5 tedy radové —0.015, coz
odpovida tomu, co jsme v ptikladé nahote spocitali.

5.5.5 Tecna a geometrie

Ptripomenme graf odmocniny s tecnou v bodé xz = 4. Tecna lezi v pravém i
levém okoli bodu = nad grafem funkce. Souvisi to s tim, ze je chyba linearni
aproximace zaporna: f(x) < l(x), tedy f(z) —I(z) < 0. A to souvisi s tim,
ze je v okoli bodu x zdpornd druhé derivace f”.




5.6. DERIVACE A MONOTONIE FUNKCE 81

Na dalsim obrazku jsou grafy z pocatku clanku o teénach. Predpis ke

grafu vlevo je
fiom (z—17° —24+2

a ro = 1. Vypoctem dostaneme f”(z) = 6(z —1). V pravém okoli bodu x je
druha derivace kladna, v levém zaporna. To vysvétluje, pro¢ tecna protind
graf funkce.

Vpravo je graf spojitého rozsiteni funkce

r— 2 —05+ (z—1)2(1+2sin(6/(x — 1)), x#1

Druha derivace této funkce méni v libovolném okoli bodu zy = 1 nekoneénékrat
znaménko.

rg 4} To

5.6 Derivace a monotonie funkce

Véta o neklesajici funkci a znaménku derivace. Necht m4 funkce f na
otevieném intervalu I = (a,b) derivaci. Pak je f neklesajici na I prave kdyz
je [’ nezaporna na I.

DUKAZ. Mame dokézat ekvivalenci, budeme dokazovat dvé implikace. Prvni
implikace: je-li f’ nezdporna na I, pak je f na I neklesajici. Druhd implikace:
je-li f neklesajici na I, pak je f’ na I nezdporna.

Dukaz prvni implikace: je-li f' nezépornd na I, x1,z5 € I, x1 < o, pak
z Lagrangeovy véty plyne existence x3 € (21, x2)

f(z2) — f(z1)

To — 1

= f(x3) >0,

odtud plyne f(z2) — f(z1) > 0 a tedy je f neklesajici na I.
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Misto druhé implikace dokdzeme jeji obménu: neni-li f’ nezdporna na I,
pak neni f neklesajici na I: pokud neni f’ na intervalu I nezdpornéa, existuje
zo € I, pro néz je f'(xo) < 0. Z lemmatu o znaménku derivace a chovani
v okoli z ¢lanku 5.3, plyne, Ze f neni v okoli x( neklesajici, a tedy ani neni
neklesajici na I. O

Véta o nerostouci funkci a znaménku derivace. Necht m4 funkce f na
otevieném intervalu I = (a, b) derivaci. Pak je f nerostouci na I pravé kdyz
je f’ nekladnd na 1.

DUKAZ. Staci pouzit predchozi vétu na funkci — f. O

Véta o nulové derivaci. Mé-li funkce f na intervalu I = (a,b) nulovou
derivaci, pak je f na I konstantni.

DUKAZ. Z ptredchozich vét plyne, Ze funkce f je na intervalu I neklesajici a
nerostouci. Odtud plyne, Ze je konstantni. U

Véta o rostouci funkci a znaménku derivace. Nechf m4 funkce f na
otevieném intervalu I = (a, b) derivaci. Pak je f rostouci na I praveé kdyz je f’
nezapornd na I a zaroven neni f’ nulova na zadném neprazdném otevieném
intervalu I; C I.

DUKAZ. Opét dokdZeme dvé implikace.

Prvni implikace: necht je f rostouci na I. Pak z piedchozi véty plyne, Ze
mé f na I nezédpornou derivaci. Zbyva ukéazat, ze derivace f’ neni nulové na
zadném neprazdném otevieném intervalu I; C I — to plyne z véty o nulové
derivaci a z toho, ze je f rostouci.

Opacnéd implikace: z pfedchozi véty vime, Ze z nezapornosti derivace
plyne, Ze je funkce neklesajici. Chceme ukézat, Ze je rostouci. Rozebereme,
co plati pro funkci, ktera neni rostouci, ale je neklesajici: existuji x1, x5 € [,
x1 < 9 pro néz je f(x1) = f(xq). Protoze je f neklesajici na I, je konstantni
na Iy = (x1,23). Odtud plyne, Ze mé f na I; nulovou derivaci, a to vylucuji
predpoklady véty. Proto je f na I rostouci. U

Piiklad. Funkce f : 2 — 2% md na R derivaci f’ :  — 322, Derivace f’ je
nezaporna na R a nulova je jen v bodé x = 0, tedy neni nulova na zadném
intervalu. Proto je f podle ptedchozi véty rostouci na R.

Poznamka. Vsechny tii véty plati i pro jiné nez oteviené intervaly, tedy
intervaly [a, D), (a, b], [a, b] za stejnych predpokladu pro derivaci na otevieném
intervalu (a, b) a piipadné spojitosti v krajnich bodech intervalu.
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Uvedeme znéni posledni véty. Nechame na ¢tenari ovérit, ze dukazy budou
stejné jako pro otevieny interval.

Véta o rostouci funkci a znaménku derivace pro interval uzavieny
zleva. Necht m4 funkce f na otevieném intervalu I, = (a, b) derivaci a necht
je spojitd na intervalu I = [a,b). Pak je f rostouci na I prave kdyz je f’
nezapornd na I, a zaroven neni f’ nulova na zadném neprazdném otevieném
intervalu I; C I,,.

Véta o rostouci funkci a znaménku derivace pro interval uzavieny
zprava. Necht mé funkce f na otevieném intervalu I, = (a,b) derivaci a
necht je spojitd na intervalu I = (a, b]. Pak je f rostouci na I prave kdyz je f’
nezapornd na I, a zaroven neni f’ nulova na zadném neprazdném otevieném
intervalu I; C I,,.

Véta o rostouci funkci a znaménku derivace pro uzavieny interval.
Necht mé funkce f na otevieném intervalu I, = (a,b) derivaci a necht je
spojitd na intervalu I = [a,b]. Pak je f rostouci na I pravée kdyz je f’
nezapornd na [, a zaroven neni f’ nulova na zadném neprazdném otevieném
intervalu I; C I,,.

5.7 Kalkulus derivaci podruhé

5.7.1 Derivace slozené funkce

Vétu o derivaci slozené funkce najde ¢tenar v [2] pod ¢islem 5.2.8. K dukazu
je v [2] pouzita pomocnd Carathéodoryho funkce. My zde ukézeme hlavni
myslenku dukazu bez této funkce a fekneme, v ¢em je pak v dukazu problém.

Pro x # xo, f(x) # f(x0) plati

9(f(x)) = 9(f(x0)) _ g(f(x)) = g(f(20)) f(x) = f(x0)
T — o f(x) — f(xo) T — o
Limitnim pifechodem pro x — xy dostaneme za predpokladu existence deri-
vacl napravo

(9(f (@) =g'(f(2))['(z)
Problém je s vyse uvedenou podminkou a s existenci derivaci. S x # x
problém neni, protoze je na prstencovém okoli bodu z( splnénda. Druhé pod-
minka f(z) # f(x) splnéna byt nemusi. To je duvod, pro¢ je v [2] v dikazu
pouzita Carathéodoryho funkce.
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Jesté vysvétlime, jak lze pravidlo o derivaci slozené funkce zapsat po-
moci nekoneéné malych velic¢in z (5.6). Slozenou funkci zapiSeme pomoci tif
proménnych

2=g(y) y=[f(z)
a derivace zapiSseme pomoci prirustku
dz _dy

9'(y) f'(x)

B d_y Cdx

Pravidlo pro derivaci slozené funkce pak napiseme
dz dzdy
dz ~ dydz

5.7.2 Derivace pro ostatni racionalni exponenty

Pravidlo pro derivaci slozené funkce procviéime na odvozeni vzorcu pro de-
rivaci mocnin s racionalnim exponentem. Necht jsou n, m kladnd pfirozena
cisla. Pak

1. (W)/ — %(xm)l/nfl(mm)/ — %J;m/nfmml,mfl — %xm/nfl

2 (1/ (L/[E_m)/ _ _({z/x_m)//({z/x_m)Q — _%xm/nflehn/n — _%xfm/nfl
ZAVER: vztah (27) = qr?™! plati pro véechna q € Q. Defini¢n{ obory funkce
a derivace zavisi na hodnoté ¢. Pokud o hodnoté ¢ nemame zadné informace,
tak jsou ,bezpecné“ hodnoty pro x jen x > 0. Z toho duvodu je za defini¢ni
obor obecné mocninné funkce x — ¢ zpravidla povazovan interval z > 0.

5.7.3 Derivace inverzni funkce

Slozenim funkce f s inverzn{ funkci f~! dostaneme identitu id : x + z, ktera
ma derivaci rovnu jedné. Odtud a z pravidla pro derivaci slozené funkce plyne

() (f@)f(x) =1
Symbol (f7')'(f(z)) oznacuje hodnotu derivace funkce f~' v bodé f(x).
Oznac¢ime-li y = f(x), prepiSeme vztah na
()W) f (@) =1 (5.9)
Nebo pomoci nekoneéné malych veli¢in z (5.6) napiSeme vétu o derivaci
inverzni funkce

dedy |
dydz
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5.7.4 Derivace odmocnin podruhé

7 pravidla pro derivaci inverzni funkce odvodime derivaci odmocniny. Pro
x> 0 polozme y = f(z) = 2™ Pak z (5.9) plyne

(¢5)Yna" =1

Po dosazeni x = {/y a po tpravé dostaneme

5.7.5 Limita a spojitost derivace

Vylozime, jak pocitat derivaci funkci zadanych ,,po ¢astech“. Jako modelovy
priklad nam bude slouzit nasledujici funkce s absolutni hodnotou.

*—1 x € (—o0,—1)U(1,00)
from]a?—1=¢ 1—-22 € (-1,1)
0 zxe{l,—1}

Protoze je derivace limita, zavisi jeji hodnota v bodé x jen na hodnotach
v okoli tohoto bodu. Proto je pro z € (—oo0,—1) U (1,00) derivace rovna
f'(z) = 2z. Pro z € (—1,1) je f'(z) = —2z. V bodech z € {—1,1} bud

spocitame derivaci piimo z definice nebo pouzijeme nasledujici vétu.

Véta o limité derivace. Je-li funkce f spojitd v bodé xy a derivace f’ ma
v o limitu, pfipadné jednostrannou limitu, pak ma f v bodé z( derivaci,
piipadné jednostrannou derivaci a plati

f'(wo) = lim f'(x)

Tr—T0
piipadné
fi(xo) = lim f'(x)
Z‘-}Z‘O
pripadné

fo(xo) = lim f'(x)

14)2?0

DUKAZ. DokéZeme vztah pro limitu zprava. Podobné se dokdze vztah pro
limitu zleva a odtud pak plyne vztah pro oboustrannou limitu.
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Funkce f mé na pravém okoli (z¢, o + ¢) konecénou derivaci, je tedy na
tomto okoli spojitd. Zaroven vime, ze je v bodé z spojita zprava. Jsou tedy
splnény predpoklady Lagrangeovy véty, a tedy k x € (xq, o + 0) existuje
¢ € (g, x) splijic

f(@) = f(xo)

r — Xy

= f/(cr>

Piedpokladdme, Ze existuje limita f’ pro z — zd, ta je rovna limité f’(c,)
pro ¥ — x§. Vyuzivame, 7e pro x — x{ se ¢, také bliz{ k zy zprava. Proto
plati

Ji(zo) = lim f'(z)

x—>1‘0
U
Pro vyse uvedeny piiklad je
li '(z) = lim 2z =2 li () = lim —2z = -2
S )= fip e =2 i [l = i =2

Z véty pak plyne f/ (1) =2, f (1) = 2.

5.7.6 Vypocet derivaci

Vratime se k prikladum, které jsem pocitali v ¢lanku 5.1 a ukazeme, jak je
spocitat pomoci pravidel odvozenych v tomto ¢lanku.

1. fraxrsa?
f'(z) =2z, a proto je f'(2) =4

2. fix— N
f(z) = 12712 aproto je f'(1) =1/2

3. f:rxrsgne
Pouzijeme vlastnost limity — jeji hodnota zalezi jen na hodnotach funkce
v okoli bodu, libovolné malém, ve kterém limitu pocitame. Pro z > 0
je f(x) =1, atedy f'(z) = 0. Podobné dostaneme f'(z) = 0 pro x < 0.
Derivaci v nule pomoci vzorcu spocitat neumime, musime postupovat
jako v ¢lanku 5.1. Piipadné pouzijeme vétu o spojitosti funkce v bodé,
ve kterém ma vlastni derivaci. Funkce sgn neni v bodé nula spojita,
proto v tomto bodé nemuze mit vlastni derivaci.
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4. o |z® =1
Derivace jsme spocitali v ¢lanku 5.7.5 se stejnym vysledkem jako v 5.1.

5. Pokusime-li se pouzit postup z predchoziho piikladu na vypocet deri-
vace funkce f : z — 2?sin(1/z), f(0) = 0 v bodé nula, dostaneme pro
x # 0: f'(x) = 2zsin(1/x) — sin(1/x). Protoze f’ nemd v bodé nula
limitu, neni mozné pouzit vétu o limité derivace a je tfeba postupovat
jako v ¢lanku 5.1.

6. f:x— \/F, x>0
f/(l‘) — (:ES/2)’ — %xl/Z

5.8 Resené priklady
1. Najdeme intervaly, na nichz je funkce f rostouci.

f:a— 32t + 423 — 627 — 12

Spocitame derivaci
f/(z) = 122% — 1227 — 122 + 12

Resenfm rovnice f'(z) = 0 je x € {1, —1}.

Resenim nerovnice f'(z) > 0 je z > —1.

ZAVER: funkce je rostouci na intervalu [—1,+00). Plyne to z véty o
rostouct funkei a znaménku derivace (pro interval uzavieny zleva).

2. Nalezneme obrazy intervalu I; = [-1,2], I, = [-1,2), I3 = (—1,2],
I, = (—1,2) ve funkei f : z +— 23 — .

Vime, Ze obraz f(I;) je uzavieny interval.! Krajnimi body tohoto in-
tervalu jsou minimalni a maximalni hodnota, kterou funkce f nabyva
na intervalu I;. Abychom tyto hodnoty zjistili, potfebujeme znat mo-
notonii funkce f, proto spocitdme prvni derivaci: f'(z) = 32 — 1 a
vyfesime nerovnice f'(z) > 0, f'(z) < 0.

Vysledky zndzornime na schematu dole. Zajimavé body ve schematu
umistime ve spravném potadi, na jejich vzdalenostech nam nezalezi.

LObraz uzavieného intervalu ve spojité funkci je uzavieny interval. Viz véta 4.3.34 z [2].
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Schema vyjadiuje, Ze je funkce f rostouci na intervalu [—1,—14/3],
klesajici na intervalu [—1/4/3,1/4/3] a rostouci na intervalu [1//3,2].

-1 —1/y3 1E 2

Odtud plyne, Ze minimélni hodnota je jedna z hodnot f(—1), f(1/v/3).
Vypoctem dostaneme f(—1) = 0, f(1/v/3) = —2/+/27. Ze znamének
obou hodnot uréime, ze minimdlni hodnota je —2//27.

Podobné zjistime, Ze maximalni hodnota je jedna z hodnot f(—1/v/3) =
2v/27, f(2) = 6. Bezpouziti kalkulacky je vidét, ze 2/v/27 < 1, ma-
ximalni hodnota je tedy f(2) = 6.

ZAVER: f(I,) = [-2/v/27,6].

Obrazy dalsich intervaltu uréime ivahou z obrazu I;. Hodnotu f(2) = 6
nabyva funkce na I; pouze v bodé x = 2. Hodnotu f(—1) = 0 nabyva i
v nékterém bodé intervalu (1/v/3,2). U této konkrétni funkce je snadné

spocitat, ze je to v bodé x = 1. Obecné dostaneme vysledek z véty o
nabyvani mezihodnot.

ZAVER:
[_Z/ﬁa 6)

[~2/v/27,6]
[_2/\/2_7’ 6)

L) = f([=12)
I3) = f((=1,2])
L) = f((-1,2))



Kapitola 6

Dodatek — rovnice primky

Pravdépodobné vite, ze grafem linearni funkce f : x — ax +b je ptimka. Vite
ale pro¢ tomu tak je?

6.1 Rovnice primky a podobnost trojiihelniki

Zacneme opacnym tvrzenim, budeme zkoumat, jakou rovnici ma piimka
urcena dvéma body.

Nejdiiv probereme piipad bodu se stejnou z-ovou soutadnici, tedy bodu
[z1,11], [T1,ye]. Piimka jimi urcend je kolma k ose x, neni grafem zddné
funkce a ma rovnici z = z;.

Déle probereme ptipad bodu, kdy je druhy vpravo nahote od prvniho Pro
jejich soutadnice plati yo > yq, x9 > 7.

0 yit

A -

Vlevo jsou znazornény takové dva body a vpravo jsme do obrazku piidali dalsi
bod piimky a teckované jsme vyznacili dva podobné pravouhlé trojihelniky.

39
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Vétsi z nich ma odvésny délek x — x1, y — y1, ten druhy délek xo — x1, Yo — 1.
A 7 podobnosti trojihelniku plyne

Y=y _ -y
r — T To — X1

(6.1)

Hodnotu vyrazu v (6.1) nazyvame smérnici primky. Oznacéime ji k a vyjad-
fime pomoci souradnic bodu na piimce

To — Iq

Rovnici primky pak muzeme zapsat ve tvaru

y=1y +k(x—1x1) (6.3)

Ulohy. Ze vztahti (6.1), (6.2) odvod'te vztah (6.3).
Napiste rovnici piimky prochézejici body [2, 1], [4, 5].
Vyse jsme odvodili vztahy pro specialni polohu bodu. Na dalsich obrazcich

ukazeme, ze odvozené vztahy plati i v obecné poloze.

Uvazujme bod [z,y] vlevo od bodu [z, 1]
7 podobnosti trojihelniku dostaneme

Y-y _p-n
T —T Ty—T1

coz je ekvivalentni vztahu (6.1).

AN

Y1t

Yar

Na obrazku vlevo jsou body splnujici 1 < xs, y; > y». K nim jsou na obrazku
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vpravo zvoleny dalsi dva body a ¢arkované dokresleny podobné trojuhelniky.
Pro bod vlevo plati

Yy—th Y1 — Y

T —T Ty — T

pro bod vpravo
=Y  h—

T—T, Ty—1T1

Obeé rovnosti upravime vynasobenim minus jednickou na (6.1).

Posledni ptipad je y; = y». Piimka je rovnobézna s osou x a ma rovnici
y = y;. Rozmyslete si, ze tuto rovnici dostaneme jako specialni ptripad vyse
uvedenych vztahu.

Zaveér. Piimka urcend dvéma ruznymi body [z1,y1], %2, y2] ma v piipadé
x1 = x9 TOVNici x = x1 a v piipadé x; # x9 rovnici (6.3), kde za k dosadime
¢islo vypoctené z (6.2).

6.2 Geometricky vyznam koeficienti

Odvodime geometricky vyznam koeficientu a, b v rovnici y = ax + b.
Dosazenim x = 0 dostaneme y = b. Proto protind pifimka o rovnici y =
ax + b osu y v bodé [0, b].
Pro zjisténi geometrického vyznamu koeficientu a budeme potiebovat dva
body piimky. Jejich soutadnice spliuji rovnice y; = axy + b, yo = axs + b.
Odectenim rovnic dostaneme y, — y; = a(ry — 1) a po dalsi uprave

a=(y2 —y1)/ (w2 — 11) (6.4)

tedy vztah (6.2), ktery jsme vyse odvodili geometricky. Na nésledujicich
obrazcich ukazeme geometricky vyznam ¢isla a.

TODO: OBRAZEK (Tato zkratka znamend, ze text neni kompletni a
bude pozdéji doplnén.)

6.3 Graf linearni funkce

Ukdzali jsme, ze kazdd piimka m4 rovnici bud z = konstanta nebo (6.3).
Moznd se vam zdé, Ze z toho plyne, ze kazdd rovnice (6.3) je rovnici piimky.
Neni tomu tak, mohlo by se stét, ze nékteré z rovnic popisuji piimku a ostatni
jinou ktivku.
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My zde ukazeme, Ze to nenastane, tedy, ze kazd4a rovnice (6.3) je rovnici
primky. Vemte si z toho pouceni, ze v matematice je tieba kazdé tvrzeni
podlozit dukazem. Nestaci se odkazat na zkuSenost, ze to ve vSech dosud
znamych pripadech tak vzdy bylo.

Piejdéme tedy k dukazu. Uvazujme kiivku o rovnici

y=azr+b (6.5)

Dosadme do ni dvé rizné hodnoty 1, x5 a spoéitejme k nim y;, y». Dosta-
neme dva body, které na této kiivce lezi. Uvazujme rovnici piimky urcené
témito dvéma body a zapiSme ji ve tvaru

y=ax+b (6.6)

7 (6.2) a z (6.4) plyne rovnost a = a. Dosazenim 1, y1, a = @ do (6.5), (6.6)
pak dostaneme b = b. odtud pak plyne totoznost rovnic (6.5), (6.6), a tedy i
totoznost jejich grafi. A protoze grafem (6.6) je piimka, je piimka i grafem
(6.5).
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Dodatek — upravy vyrazu

Pti zkoumani vlastnosti funkci neustéle narazime na nutnost umeét upravovat
vyrazy. Proto tém ,nejpotiebnéjsim“ upravam vénujeme tento dodatek a
ctendri doporucime se k nému vratit pokazdé, kdyz zjisti, ze mu tpravy
délaji potize a potiebuje si je zopakovat.

7.1 Kraceni korenovym cinitelem.

Kréceni kofenovym ¢initelem je zékladni technika pii pocitani limit. Clanek
rozdélime na dvé casti. V prvni casti budeme upravovat racionalni funkce
(podily mnohoclenu), ve druhé vyraz obsahujici odmocniny.

7.1.1 Kraceni v racionalni funkci

Piiklad. Urcete definiéni obor vyrazu a pokratte kofenovym ¢initelem, ko-
fenovymi Cinitely.
x® —1
Y p—
RESEN{. Kofeny jmenovatele ziskame vyfesenim kvadratické rovnice: z; = 1,
x9 = —1/2, defini¢ni obor vyrazu tedy je mnozina R\ {1, —1/2}.
Cislo 1 je té7 kofenem ¢itatele. Rozklad ¢itatele na souéin ziskdme bud

dosazenim do vzorce a® —b° = ... nebo vydélenim (2° —1) : (x —1). V obou
piipadech dostaneme

P —l=@-DE*+2°+2°+2+1)

93
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Rozklad jmenovatele je
202 —x — 1= (z—1)(2z +1).
Pokracenim dostaneme

x® =1 _x4—|—a:3+x2+a:+1
22 —x—1 2r + 1 '

Dalsi spoleény koten citatel se jmenovatelem nemaji, proto neni dalsi
kraceni mozné.
Ukol. Urcete definién{ obor vyrazll a pokratte kofenovym ¢initelem, kofeno-
vymi Cinitely.
(22 —1)2 (2? — 5z +6)°
(= 1)(z —1) (23 — 422 + 4x)3

7.1.2 Kraceni v iracionalni funkci

Piiklad. Urcete definiéni obor vyrazu a pokratte kofenovym Einitelem, ko-

fenovymi Cinitely.
20 ++r +5
1— 2

RESENI. Defini¢n{ obor vyrazu je [=5,—1) U (—1,1) U (1, 4+00), nebo jinak
zapsané [—5, +00) \ {—1, 1}. Kofeny jmenovatele jsou z; = —1, 25 = 1. Cislo
x1 je také kotenem citatele. Abychom dokazali pokratit, zbavime se v Citateli
odmocniny tim, ze zlomek rozsitime vyrazem 2x —+/x + 5 a pouzijeme vztah
(a+b)(a —b) = a® — b*. Dostaneme

2 +Vr+5 472 —x — 5

1 —a? (1 —22)(2x — vz +5)

Nyni citatele a jmenovatele rozlozime na souc¢in korenovych ¢initelu

4a? —x —5 (r+1)(4x — 5)

(1—-2)2z—+vVr+5) (1—-2)1+2)2x—Vo+5)

a pokratime

(x +1)(4z —5) B dr —5

(1—z)(14+z)2x—+Vx+5) (1—2)2r—+x+5)
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Poznamenejme, ze jsme upravou vytvorili novy spolecny kofen citatele a
jmenovatele x = 5/4. Jiné psoleéné kotreny citatel se jmenovatelem nemaji.

Ukol. V kapitole 3.4.1 jsme jako jeden z kofentu rovnice s parametrem dostali

- VE g i1

y—1

Tr =

Ukazte, ze defini¢ni obor zlomku jsou realna ¢isla kromé jednicky a ze jednicka
je kofenem nejen jmenovatele, ale i ¢itatele. Dale pokratte zlomek kofenovym
¢initelem.

7.2 Vytykani a rozsSirovani

P1i poc¢itani nevlastnich limit (tedy limit pro proménnou rostouci nade vse-
chny meze v kladnych nebo zédpornych hodnotéch) nés zajimaji predevsim
¢leny s nejvyssi mocninou. Vétsinou! staci k prvnimu piibliZzeni ostatni ¢leny
,docela oby¢ejné skrtnout”. Napiiklad z vyrazu v2x? + 323 + 422 + 5z + 6
Skrtnutim* dostaneme vyraz v/2z* = 22v/2. Korektni postup je misto skrt4nf
nejvyssi mocninu vytknout

\/2x4+3x3+4x2+5x+6:x2\/2+§+§+x%+x%

Vyraz pod odmocninou pak pro velkd z nabyvé hodnotu blizkou v/2.
Pokud c¢tenari takové vytykani déla problémy, doporuc¢ujeme mu nahradit
ho rozsifenim — stejnym vyrazem jako jsme vytykali, tedy 22

5 V22t + 3% 4 422 + 5 + 6
T 72
oV 2zt + 323 + 42?4+ 52 + 6
X
1/x4

= 3:2\/2+§+;i2+%+x%

V2rt + 313 + 422 + 50 +6 =

Pozor ptritom na néasledujici dapravy: Pro kterd = plati va? = x?7 A pro
kterd vat = 22?7
!Ale ne vzdy. Viz varovny piiklad déle. Nedoporucujeme pouzivat metodu skrtani,

dokud metodou vytykani nespocitate tolik prikladu, abyste vidéli, co se pri Skrtnuti vlastné
déje.
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Priiklad. V nasledujicim vyrazu vytkneme x a zkratime. ﬁpravy plati pro

x> 0.
et vZrl sl 4/1+%) 1+4/1+%

20+3  z(2+3%) 243

T

Totéz vyse popsanou technikou rozsiteni

T+ Val+1 L+ Va2 +1) L+ /1+ 5

T —

20+3 2z +3) 2432

Pro x < 0 je Va2 = —x, a proto je

e+ VIR E1l L+ va?y1) 1oyt
20+3 (2243 243

Ukol. Jesté jednou se vratime k vyrazu z kapitoly 3.4.1

l—y?—y+1

y—1

Upravte zlomek vytknutim a ukazte tim, ze pro y velké kladné nabyva zlomek
hodnot ptiblizné minus jedna a pro y velkd zapornd hodnot ptiblizné plus
jedna.

Varovny priklad. Vyse jsme poukdazali na to, ze limity v nekonec¢nu lze

casto urcit ,Skrtnutim vhodnych clent“. Naésledujici priklad ukazuje, proc¢
takovy postup nedoporucujeme.

Vat+ a3 +1—Vat—a3+1
T+ 2

Skrtnutim® dostaneme (V24 —v/z4) /(x+2) = 0/(z+2) = 0. Korektnim
postupen dostaneme

\/x4—|—x3—|—1—\/m4—:p3—|—17 23
z+2 (VAT S T LVt — 2 1)

Dalsi ,skrtnuti“ je jiz korektni, jak ukazuje nasledujici uloha
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Uloha. Upravte vytknutim vyraz

23

(x+2) Vot + a3+ 1+ Vot — a3 +1)

na vyraz

2
A+ J1+1+ L+ /1-1+ D)

7.3 Rozklad na parcialni zlomky

Rozklad na parcidlni zlomky je opa¢na operace ke séitani zlomku. Napriklad
z vysledku s¢itani TODO (Zkratka TODO znamend, ze text neni kompletni
a bude pozdéji doplnén.)

Vyklad rozdélime na dvé ¢asti. Ve druhé ¢asti vysvétlime, jak ke konkrétni
racionalni funkci uré¢it tvar parcidlnich zlomku. V prvni ¢asti vysvétlime, jak
ke znamému tvaru urcit koeficienty parcialnich zlomku.

7.3.1 Urceni koeficientu pti rozkladu na parcialni zlomky

7.3.2 Urceni jmenovatelt parcialnich zlomku

7.4 Upravy pri odvozovani derivaci
V tomto clanku probereme upravy vyrazu, které pouzivame k odvozeni vzorcu

pro derivaci mocninnych funkei a odmocnin.

7.4.1 Pouziti binomické véty

7 binomické véty dostaneme

(x+h)? = 2°+2zh+h?
(x+h)* = 2°+32°h+ 32h* + R?
(x+h)' = 2" +42°h + 62°h* + 4zh® + h*

(x+h)" = 2" +na" 'h+ —"("2_1)1’"*%2 +---+ A"
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a odtud déle dostaneme

(z + h)* — 22
h

(z + h)® —2?
h

(z + h)* — 2*
h

(x+ h)" — 2"
h

2xh + h?

%:mm

3x2h + 3xh? + h?

a: +h:1: + =322 + 3xh + h?

423h + 622h% + 4xh® + bt

. = 423 + 62°h + 4zh® + h?

na™th + —n(n;l)x”’2h2 +--+ R

h

nz" !+ —n<"2_1)x"_2h R

7.4.2 QOdstranovani rozdilu odmocnin

Pouzijeme vzorce:

a’? — b’
a® — b
at — bt
a® —b"

= (a—"0b)(a+0)
= (a—b)(a®+ab+b?)
= (a—"0)(a®+a’b+ab® +b°)

= (a—=b)(a" " +a"+a" B+ 0"

Zvolime: a = /x + h, b = {/x arozsitime vyrazem a" ' +a" 2b+a" 30>+
-+-+ "1, Dostaneme

Vith- Vi =
Varh—vz =
Vath-va =
Vath- i =

h
Vi+h+x
h
(x4 h)?/3 4 (x4 h)V321/3 4 22/3
h
(x4 h)3* + (x4 h)2 Azt + (@ + h)VAz2/4 + 23/4

h

((L’ + h)(n—l)/n + ((L’ + h)(n—Q)/nxl/n + (ZE + h)(n—S)/nIZ/n 4.

—+ x(”—l)/”
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a odtud dale

Vat+h— e 1
3 T Vethtz
\/ﬁ Ve+h—z 1
(x4 h)2/3 4 (x4 h)Y321/3 4- 22/3
W Verh— e L

(z + h)3/* + (x + h)? 22 V/A + (z + h)V422/4 + 23/4

\/x+ Vr+h— | 1

(ZL‘ + h)(n—l)/n + (ZL‘ + h)(n—Q)/nwl/n + (l‘ + h)(n—3)/nx2/n 4+ rn—1)/n
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Kapitola 8

Zmeény v textu po 30. zari 2019

2. 10. 2019 — Maléd zména v kapitole 2.1.5 o spojitosti.

8. 10. 2019 — Opravena chyba v tkolu ze zavéru kapitoly 2.1.3 o monotonii.

5. 12. 2019 - Opravena chyba v jednom komentéii v dodatku o upravach 7.4.2.
— Piidana kapitola o derivacich.

10. 12. 2019 — Opraveny pieklepy (¢tytikrat g misto f) v kapitole o derivacich.
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