
Limity funkce

Rozš́ı̌rená reálná osa:
R∗ = R ∪ {+∞,−∞}
Body +∞, −∞ rozš́ı̌rené reálné osy nazýváme nevlastńımi body. Body x ∈ R
nazýváme vlastńımi body rozš́ı̌rené reálné osy.

Okoĺı bodu:
pro x ∈ R, ε > 0 je okoĺım bodu x interval U(x) = (x− ε, x+ ε)
pro x = +∞, a ∈ R je okoĺım bodu +∞ interval U(+∞) = (a,+∞)
pro x = −∞, b ∈ R je okoĺım bodu −∞ interval U(−∞) = (−∞, b)
Budeme-li cht́ıt vyznačit, které okoĺı máme na mysli, tak mı́sto U(x) naṕı̌seme
Uε(x), př́ıpadně Ua(+∞), Ub(−∞).

Úkol:
Zakreslete okoĺı na reálné ose a uvědomte si, že pro malé hodnoty ε jsou č́ısla
lež́ıćı v okoĺı bodu x

”
bĺızká“ bodu x. Podobně pro velká a v př́ıpadě bodu

+∞ a velká záporná b v př́ıpadě bodu −∞.

Definice limity pomoćı okoĺı:
Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R∗ limitu rovnu L ∈ R∗, pokud ke
každému okoĺı U(L) existuje okoĺı U(x0) takové, že pro každé x ∈ U(x0)\{x0}
plat́ı f(x) ∈ U(L).
Znač́ıme: limx→x0 f(x) = L, nebo f(x)→ L pro x→ x0.

Pro konečná x0, L lze definici přepsat pomoćı ε, δ

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Uδ(x0) \ {x0})(f(x) ∈ Uε(L))

př́ıpadně pomoćı interval̊u

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0})(f(x) ∈ (L− ε, L+ ε))

Podobně pro x0 = +∞, L ∈ R

(∀ε > 0)(∃a ∈ R)(∀x > a)(f(x) ∈ (L− ε, L+ ε))

Úkol:
Zakreslete okoĺı x0 = +∞ na osu x a okoĺı Uε(L) na osu y a vyznačte,
v kterých částech roviny může a v kterých nemůže být graf funkce f .

Daľśı úkoly:
Napǐste definici pro daľśı kombinace x0, L, jejich okoĺı vyznačte na osách a
v rovině vyznačte tu část, ve které graf funkce f nemůže ležet.



Jednostranné limity:
Pravé okoĺı bodu x0 ∈ R je interval (x0, x0 + δ).
Levé okoĺı bodu x0 ∈ R je interval (x0 − δ, x0).
Pomoćı pravého/levého okoĺı naṕı̌seme limitu pro x jdoućı k x0 zprava/zleva
a znač́ıme x→ x+0 (pro limitu zprava), x→ x−0 (pro limitu zleva). Např́ıklad

Úkoly:
Vyznačte pravé a levé okoĺı bodu x0 na č́ıselné ose.

Napǐste definici limity pro x jdoućı k x0 zleva pro př́ıpad limity L ∈ R. Okoĺı
x0, L vyznačte na osách a v rovině vyznačte tu část, ve které graf funkce f
nemůže ležet.

Napǐste definici jednostranné limity pro daľśı př́ıpady a též vyznačte v rovině
okoĺı i mı́sto, kde nelež́ı graf funkce.

Výpočet limity pomoćı jednostranných limit: Někdy je jednodušš́ı
spoč́ıtat jednostranné limity. Pokud vyjdou stejně (jako v př́ıpadě 1/x2 v bodě
nula – limita je z obou stran rovna plus nekonečnu), rovnaj́ı se limitě (obou-
stranné). Pokud vyjdou r̊uzně (jako v př́ıpadě 1/x v nule – limita zprava
je rovna plus nekonečnu, zleva minus nekonečnu), pak limita (oboustranná)
neexistuje.


