Limity funkce

Rozsitena reilna osa:
R* = R U {400, —o0}
Body 400, —o0 rozsitené realné osy nazyvame nevlastnimi body. Body x € R
nazyvame vlastnimi body rozsitené realné osy.

Okoli bodu:
pro z € R, ¢ > 0 je okolim bodu x interval U(z) = (z —e,x + ¢€)
pro x = +00, a € R je okolim bodu +oo interval U(+00) = (a, +00)
pro x = —o0, b € R je okolim bodu —oc interval U(—o0) = (—00,b)
Budeme-li chtit vyznacit, které okoli mame na mysli, tak misto U (x) napiseme
U.(z), ptipadné U,(+00), Uy(—00).

Ukol:
Zakreslete okoli na realné ose a uvédomte si, ze pro malé hodnoty ¢ jsou cisla
lezici v okoli bodu z ,,blizka*“ bodu x. Podobné pro velka a v pripadé bodu
400 a velka zaporna b v pripadé bodu —oc.

Definice limity pomoci okoli:
Rekneme, ze funkce f md v bodé xo € R* limitu rovnu L € R*, pokud ke
kazdému okoli U (L) existuje okoli U () takové, ze pro kazdé x € U(xo)\{xo}
plati f(z) € U(L).
Znacime: lim, ., f(x) = L, nebo f(z) — L pro z — xo.

Pro konec¢na x,, L lze definici prepsat pomoci ¢, §
(Ve > 0)(35 > 0)(Vz € Us(xo) \ {zo})(f(z) € Ue(L))
pripadné pomoci intervalu

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € (zo — 6,70+ 6) \ {zo})(f(z) € (L — &, L +¢))

Podobné pro zop = 400, L € R
(Ve > 0)(Fa € R)(Vz > a)(f(x) € (L—¢,L+¢))

Ukol:
Zakreslete okoli zy = 400 na osu = a okoli U.(L) na osu y a vyznacte,
v kterych castech roviny mize a v kterych nemuze byt graf funkce f.

Dalsi koly:
Napiste definici pro dalsi kombinace g, L, jejich okoli vyznacte na oséch a
v roviné vyznacte tu ¢ast, ve které graf funkce f nemuze lezet.



Jednostranné limity:
Pravé okoli bodu zg € R je interval (zq,xo + 9).
Levé okoli bodu zy € R je interval (zg — d, zg).
Pomoci pravého/levého okoli napiseme limitu pro x jdouci k z( zprava/zleva
a znacime x — z§ (pro limitu zprava),  — xy (pro limitu zleva). Napifklad

Ijkoly:
Vyznacte pravé a levé okoli bodu xy na ¢iselné ose.

Napiste definici limity pro z jdouci k z( zleva pro ptipad limity L € R. Okoli
xo, L vyznacCte na osach a v roviné vyznacte tu ¢ast, ve které graf funkce f
nemuze lezet.

Napiste definici jednostranné limity pro dalsi pripady a téz vyznacte v roviné
okoli i misto, kde nelezi graf funkce.

Vypocet limity pomoci jednostrannych limit: Nékdy je jednodussi
spocitat jednostranné limity. Pokud vyjdou stejné (jako v ptipadé 1/2? v bodé
nula — limita je z obou stran rovna plus nekonecnu), rovnaji se limité (obou-
stranné). Pokud vyjdou ruzné (jako v piipadé 1/z v nule — limita zprava
je rovna plus nekoneénu, zleva minus nekonecnu), pak limita (oboustrannd)
neexistuje.



