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12. ř́ıjna 2023



2



Obsah
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5.4 Daľśı př́ıklady na rovnice s parametrem . . . . . . . . . . . . . 72

5.4.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6 Dodatek – rovnice př́ımky, př́ımá úměra 77
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6.1.4 Lineárńı interpolace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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Kapitola 1

Úvod

V textu se budeme zabývat funkcemi jedné reálné proměnné. V této úvodńı
kapitole vylož́ıme, co to funkce je, a nast́ıńıme, co všechno nás na funkćıch
bude zaj́ımat.

1.1 Co je to funkce

Historicky byla funkce předpis, např. f(x) = x2. Dnes pod pojmem funkce
rozumı́me závislost mezi dvěma proměnnými, která může, ale nemuśı být
dána jedńım předpisem. Tyto stručné historické poznámky čerpáme z [2],
4.4.7, zv́ıdavý čtenář tam najde daľśı podrobnosti.

1.1.1 Od předpisu funkce k jej́ımu grafu

Funkce zadané (jedńım) předpisem nazýváme elementármı́mi funkcemi. Zkou-
máńı těchto funkćı bude jedńım z našich ćıl̊u, ale nikoliv jediným.

Př́ıkladem funkćı zadaných jinak než jedńım předpisem jsou funkce f , g,

f(x) =

{
2− x2 x < 1
x/2 x ≥ 1

g(x) =

{
2− x2 x < 1
x x ≥ 1

(1.1)

Dirichletova funkce δ

δ(x) =

{
1 x ∈ Q
0 x ∈ R \Q

nebo funkce zadané empiricky jako např́ıklad pr̊uběh teploty naměřené me-
teorologickou stanićı v závislosti na čase.
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8 KAPITOLA 1. ÚVOD

Důležitým pojmem je graf funkce. Na obrázku jsou grafy funkćı z (1.1).

−1 0 1 2 3

0

0.5

1

1.5

2

x

f
(x
)

−1 0 1 2 3

0

1

2

3

x

g
(x
)

Grafem Dirichletovy funkce jsou dvě
”
ř́ıdké“ př́ımky.

Ve výše uvedených př́ıkladech jsme předpokládali, že čtenář v́ı, co je graf
funkce. Napǐsme jeho definici – nejdř́ıve slovy a ńıže pomoćı matematických
symbol̊u: Graf je podmnožina roviny, přitom body v rovině popisujeme po-
moćı souřadnic – dvojic reálných č́ısel [x, y]. Graf funkce f je pak množina G,
která obsahuje dvojice [x, y] splňuj́ıćı: x je prvkem definičńıho oboru funkce
f ; y je rovno funkčńı hodnotě f(x). Pomoćı matematických symbol̊u graf
zaṕı̌seme

G = {[x, y] ∈ R2 : x ∈ D(f) ∧ y = f(x)}

Množinu všech dvojic – kartézský součin R × R jsme označili zkráceně R2,
definičńı obor jsme označiliD(f). Konjunkci ∧ (a zároveň) často nahrazujeme
v zápise čárkou:

G = {[x, y] ∈ R2 : x ∈ D(f), y = f(x)}

1.1.2 Od grafu k předpisu funkce

Někdy se funkce definuje primárně jako jej́ı graf, tedy množina dvojic re-
álných č́ısel [x, y] ∈ R2 taková, že k č́ıslu x lež́ı na tomto grafu maximálně
jeden bod [x, y]. Jinak řečeno, lež́ı-li body [x, y1], [x, y2] na grafu funkce, muśı
platit y1 = y2. Formálně zapsáno G ⊂ R2 je grafem funkce, pokud plat́ı

(∀x, y1, y2 ∈ R)(([x, y1] ∈ G ∧ [x, y2] ∈ G) ⇒ y1 = y2).

Čteme: pro každou trojici reálných č́ısel x, y1, y2 z platnosti [x, y1] ∈ G,
[x, y2] ∈ G vyplývá y1 = y2.
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Rozmyslete si, že bez implikace (tj. bez použit́ı slova vyplývá) lze tvrzeńı
zformulovat: pro každou trojici reálných č́ısel x, y1, y2 splňuj́ıćıch [x, y1] ∈ G,
[x, y2] ∈ G plat́ı y1 = y2.

Teprve z grafu funkce je poté odvozen předpis a definičńı obor funkce.
Č́ıslu x ∈ R přǐrad́ıme č́ıslo y splňuj́ıćı [x, y] ∈ G. Definičńım oborem je
množina č́ısel x, pro něž existuje č́ıslo y takové, že [x, y] ∈ G.

Vysvětĺıme na následuj́ıćıch grafech.

Budeme procházet obrázky zleva doprava.

1. Na obrázku je čtvrtkružnice, která je grafem funkce s definičńım oborem
D = [0, 1]. Předpis funkce dostaneme z rovnice kružnice x2 + y2 =
1 vyjádřeńım y = ±

√
1− x2. V prvńım kvadrantu je y ≥ 0 a tedy

dostáváme předpis y =
√
1− x2.

2. Půlkružnice na obrázku neńı grafem funkce. Jej́ı rovnice je x2 + y2 =
1, x ∈ [0, 1]. Pro x ∈ [0, 1) p̊ulkružnice obsahuje dva r̊uzné body
[x,

√
1− x2], [x,−

√
1− x2].

3. Křivka na třet́ım obrázku je větev hyperboly o rovnici y = 1/x. Na
obrázku je vidět jen jej́ı část, ale uvažujme ji jako graf funkce celou.
Definičńı obor této funkce je D = (0,+∞).

4. Na obrázku je graf po částech konstantńı funkce s definičńım oborem
(a, b)∪ (b, c). Jiným zp̊usobem můžeme tento obor zapsat (a, c) \ {b}. 1

5. Na obrázku tvoř́ı graf funkce čtyři body. Definičńı obor funkce je čtyř-
prvková množina {a, b, c, d}.

Úkol. Uved’te daľśı př́ıklady funkćı jak elementárńıch, tak ostatńıch. Nejlépe
takové, které popisuj́ı závislost fyzikálńıch, geometrických, př́ıpadně jiných

”
reálných“ veličin. Dále uved’te př́ıklady množin G ⊂ R2 a určete, zda jsou
grafem funkce a př́ıpadně určete definičńı obor a předpis funkce.

1Prvńı zp̊usob je sjednoceńı dvou otevřených interval̊u, druhý je rozd́ıl intervalu a
jednoprvkové množiny.



10 KAPITOLA 1. ÚVOD

1.1.3 Daľśı terminologie

Výše mluv́ıme o funkci jako vztahu dvou proměnných. Jednu z proměnných
zpravidla označujeme x a nazýváme ji argumentem funkce, proměnnou funk-
ce, vzorem a ve středoškolských učebnićıch zpravidla nezávisle proměnnou.
Druhou proměnnou zpravidla označujeme y nebo f(x) (pro funkci pojme-
novanou f) a nazýváme ji funkčńı hodnotou, obrazem a ve středoškolských
učebnićıch zpravidla závisle proměnnou. Pokud maj́ı proměnné nějaký vý-
znam, třeba geometrický (délka, obsah, souřadnice, . . . ) nebo fyzikálńı (čas,
rychlost, śıla, teplota, . . . ), často použijeme mı́sto x, y značeńı dané veličině
odpov́ıdaj́ıćı. Např́ıklad označ́ıme čas t, vzdálenost s a s = 1/2gt2 je závislost
dráhy na čase při pohybu v gravitačńım poli intenzity g. Nebo označ́ıme
délku hrany krychle a, objem krychle V a V = a3 je závislost objemu na
délce hrany.

Pojmy (termı́ny) vzor a obraz znáte z geometrie při zobrazováńı (posunut́ı,
otočeńı, zrcadleńı). Funkce je speciálńım typem zobrazeńı, kde vzory a obrazy
jsou č́ısla.
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1.2 Co budeme na funkćıch zkoumat

Bude nás zaj́ımat změna funkčńı hodnoty při změně proměnné. Vysvětĺıme
na př́ıkladech.

1.2.1 Př́ıklady na př́ır̊ustek funkce

a

a+∆a
Př́ıklad. Obsah čtverce o straně a je roven
O = a2. Změnou velikosti strany o ∆a dosta-
neme obsah (a+∆a)2, po úpravě

(a+∆a)2 = a2 + 2a∆a+ (∆a)2

Jednotlivé sč́ıtance vid́ıme na obrázku jako
obsahy dvou obdélńık̊u o stranách a, ∆a a
čtverce o straně ∆a. Obsah čtverce se změńı o

∆O = 2a∆a+ (∆a)2

Př́ıklad.Uvažujme těžký předmět o hmotnostim, který p̊usob́ı silou F = mg
na podložku o obsahu O. Tlak této podložky na jej́ı podlož́ı je p = F/O.
Vypočteme, jak se změńı tlak při změně obsahu podložky. Přitom uvažujeme
pouze váhu předmětu, proto je śıla F konstantńı, změnu váhy desky za-
nedbáme. Tlak se změńı na

F

O +∆O

Chceme-li spoč́ıtat změnu tlaku, odečteme od sebe novou a starou hodnotu
a uprav́ıme

F

O +∆O
− F

O
=

FO − (O +∆O)F

O(O +∆O)
=

FO −OF −∆OF

O(O +∆O)
=

−F∆O

O(O +∆O)

Vid́ıme, že kladné hodnotě ∆O odpov́ıdá záporná změna tlaku, tedy vlastně
pokles tlaku. To odpov́ıdá fyzikálńı představě – při rozložeńı váhy na větš́ı
plochu se tlak zmenš́ı.

Ukážeme, jak se výše uvedené zobraźı na grafech funkćı.
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a a+∆a

O

O +∆O

∆a

∆
O

Na grafu funkce O = a2 je znázorně-
na změna proměnných a, O.

Č́ıslo ∆a budeme nazývat př́ır̊ustkem
proměnné a, č́ıslo ∆O př́ır̊ustkem
funkce (přesněǰśı by asi bylo ř́ıkat
př́ır̊ustek funkčńı hodnoty, ale moc
se to nepouž́ıvá).

O O +∆O

p

p+∆p

∆O

∆
p

Na grafu funkce p = F/O je znázor-
něna změna proměnných O, p.

Zde je funkce klesaj́ıćı a tedy př́ır̊us-
tek funkce ∆p je záporný.

Zat́ım jsme uvažovali kladný př́ır̊ustek proměnné. Na následuj́ıćım obráz-
ku je př́ır̊ustek proměnné ∆a záporný, což odpov́ıdá zmenšeńı strany čtverce.
Protože je funkce O = a2 rostoućı, tak je záporný i př́ır̊ustek funkce ∆O.

a

a+∆a

aa+∆a

O

O +∆O

∆a

∆
O

1.2.2 Shrnut́ı

Na př́ıkladech jsme vysvětlili pojmy př́ır̊ustek proměnné a př́ır̊ustek funkce.
V daľśıch kapitolách budeme pracovat s těmito pojmy a se vztahy mezi nimi.
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1.3 Spojitost funkce

K vyložeńı pojmu spojitost funkce si připomeňme funkce f , g z kapitoly 1.1.1 a
jejich grafy, do kterých dokresĺıme př́ır̊ustek proměnné ∆x a př́ır̊ustek funkce
∆y.
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Pojem spojitosti se vyv́ıjel, kdysi byly obě funkce f , g považovány za
nespojité v bodě x = 1, protože se v tomto bodě měńı funkčńı předpis. 2

V současné době chápeme pojem spojitosti funkce jinak a vycháźıme ze
vztahu př́ır̊ustk̊u. V př́ıpadě funkce g

”
malým“3 hodnotám ∆x odpov́ıdaj́ı

”
malé“ hodnoty ∆y. V př́ıpadě funkce f je tomu stejně pro kladné ∆x, ale
pro záporné ∆x je tomu jinak:

”
malému“ ∆x odpov́ıdá ∆y, které je větš́ı než

0.5.

Podle současné definice spojitosti neńı funkce f v bodě x = 1 spojitá
zat́ımco funkce g ano. Přesná definice pojmu spojitosti je poměrně obt́ıžná a
uvedeme ji později.

Daľśım př́ıkladem nespojité funkce je zaokrouhlovaćı funkce. Č́ısla do 0.5
zaokrouhĺıme dolu na nulu. Č́ısla od 0.5 do 1.5 zaokrouhĺıme na jedničku,
atd. . . . . Grafem této zaokrouhlovaćı funkce jsou úsečky a body nespojitosti
funkce jsou 0.5, 1.5, atd. . . . .

2Čerpáme z poznámek 4.4.7 z [2] jež jsme již zmı́nili výše.
3Úvozovkami chceme zd̊uraznit značnou vágnost, nepřesnost, pojmu

”
malý“.
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1.4 Odstranitelná nespojitost

Odstranitelnou nespojitost vysvětĺıme na př́ıkladech. Začneme jednoduchým
př́ıkladem funkce, u které lze zkráceńım zlomku rozš́ı̌rit definičńı obor. Daľśı
př́ıklady budou obt́ıžněǰśı a méně intuitivńı. V závěru poznatky shrneme a
definujeme pojem odstranitelné nespojitosti.

1.4.1 Př́ıklad

Nakresĺıme graf funkce f

f(x) =
1− x2

1− x
(1.2)

Definičńı obor jsou x ∈ R, pro něž má výraz smysl, tedy všechna kromě
jedničky. Výraz v čitateli lze rozložit na součin a poté pro x ̸= 1 pokrátit se
jmenovatelem

1− x2

1− x
=

(1− x)(1 + x)

1− x
= 1 + x

Grafem tedy bude př́ımka o rovnici y = 1 + x bez jednoho bodu.
Přidáńım bodu [1, 2] do grafu funkce dostaneme graf funkce f̃(x) = 1+x.

Funkce f , f̃ se lǐśı definičńım oborem: zat́ımco definičńı obor f̃ je množina
reálných č́ısel,4 tak definičńı obor funkce f je množina reálných č́ısel bez bodu
1.5

4Pomoćı matematických symbol̊u zaṕı̌seme: D(f̃) = R, D(f) = R \ {1}.
5Bodem máme na mysli bod na ose x. Běžně budeme mluvit o chováńı funkce v bodě –

spojitosti v bodě, limitě v bodě, tečně v bodě. Bod v rovině má dvě souřadnice a např́ıklad
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1 2
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1 2

1
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f̃(x)

1 2

1

2

3

x

f̂(x)

Č́ım se funkce nelǐśı, jsou funkčńı hodnoty v bodech pr̊uniku obou de-
finičńıch obor̊u. Funkci f1 splňuj́ıćı

D(f1) ⊇ D(f2),
6 ∀x ∈ D(f2) : f1(x) = f2(x)

7

budeme nazývat rozš́ıřeńım funkce f2. Funkce f̃ je tedy rozš́ı̌reńım funkce f .
Graf f̃ je př́ımka.

Pokud bychom přidali jiný bod, např́ıklad [1, 1], dostali bychom funkci f̂ ,
jej́ıž předpis vid́ıte ńıže.

f̂(x) =

{
1 + x x ̸= 1
1 x = 1

(1.3)

Funkce f̃ , f̂ jsou obě rozš́ı̌reńım funkce f . Funkce f̃ je nav́ıc v bodě,
ve kterém jsme funkci f rozšǐrovali, spojitá, proto ji nazýváme spojitým
rozš́ıřeńım funkce f .

1.4.2 Daľśı př́ıklad

Daľśım př́ıkladem je funkce

f(x) =
sin(x)

x
, x ∈ R \ {0}

v př́ıpadě tečny běžně mluv́ıme o tečně v bodě x0 a z geometrického hlediska má tečný
bod souřadnice: [x0, f(x0)].

6Čteme: D(f1) je nadmnožinou D(f2), př́ıpadně: D(f2) je podmnožinou D(f1).
7Čteme: pro všechna x z D(f2) plat́ı f1(x) = f2(x), př́ıpadně: pro všechna x z de-

finičńıho oboru funkce f2 jsou si funkč́ı hodnoty x funkćı f1, f2 rovny.
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Na obrázku vid́ıte graf, hodnoty sinu poč́ıtáme v radiánech. Funkce neńı
definovaná v nule. Můžeme ji v nule spojitě rozš́ı̌rit hodnotou jedna8

f̂(x) =

{
sin(x)

x
x ̸= 0

1 x = 0

−4 −2 2 4 6 8 10
−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.4.3 Méně intuitivńı př́ıklad

K objasněńı pojmu spojitost uvedeme méně intuitivńı př́ıklad funkćı f , g,
jejichž předpisy vid́ıte ńıže.

f(x) = sin(1/x), g(x) = x sin(1/x)

Kořeny9 těchto funkćı źıskáme z rovnice

1/x = kπ, k ∈ Z

ze které vyjádř́ıme x

x =
1

kπ

kořeny jsou tedy v bodech 1/π, 1/(2π), 1/(3π), 1/(4π), 1/(5π), . . . a mezi
nimi jsou vždy body 1/(1.5π), 1/(2.5π), 1/(3.5π), 1/(4.5π), ve kterých funkce

8Proč zrovna hodnotou jedna si ukážeme později, souviśı to s použit́ım radián̊u. Při
použit́ı stupň̊u bychom dostali hodnotu π/180

.
= 0.017.

9Kořenem funkce f nazýváme kořen rovnice f(x) = 0. Kořen̊um odpov́ıdaj́ı na grafu
jeho pr̊useč́ıky s osou x.



1.4. ODSTRANITELNÁ NESPOJITOST 17

g nabývá hodnoty 1, nebo −1 a funkce h hodnoty x, nebo −x. Grafy tedy
velmi rychle kmitaj́ı v okoĺı nuly. Na grafu jsou tečkovaně znázorněny př́ımky
y = x, y = −x.

0.5 1 1.5 2 2.5 3

−1

−0.5

0.5

1 f(x) = sin(1/x)
g(x) = x sin(1/x)

V bodě x = 0 tyto funkce nejsou definované. Pokud chceme, můžeme je
v tomto bodě rozš́ı̌rit. Vzniknou t́ım nové funkce, které označ́ıme f̂ , ĝ.

f̂(x) =

{
sin(1/x) x ̸= 0

0 x = 0
ĝ(x) =

{
x sin(1/x) x ̸= 0

0 x = 0
(1.4)

Pojd’me rozebrat, jestli jsou tato rozš́ı̌reńı spojitá.

Protože pro hodnoty x
”
bĺızké“ nule jsou hodnoty ĝ(x)

”
bĺızké“ ĝ(0), je

funkce ĝ spojitá v bodě nula. Funkce ĝ je tedy spojitým rozš́ı̌reńım funkce g.

Funkce f̂ nabývá v bodě 0 hodnoty f̂(0) = 0 a pro hodnoty x
”
bĺızké“

nule nabývá hodnot až jedna a mı́nus jedna (ve výše zmiňovaných bodech
1/(1.5π), 1/(2.5π), 1/(3.5π), 1/(4.5π), . . . ). Proto neńı funkce f̂ spojitá
v bodě nula a je sice rozš́ı̌reńım funkce f , ale neńı jej́ım spojitým rozš́ı̌reńım.

1.4.4 Shrnut́ı

K pojmu spojitost ještě uvedeme, že elementárńı funkce (tedy funkce zadané
jedńım funkčńım předpisem, které znáte ze středńı školy) jsou na svých de-



18 KAPITOLA 1. ÚVOD

finičńıch oborech spojité. Př́ıklady nespojitých funkćı tedy můžeme dostat
jen v př́ıpadě funkćı definovaných v́ıce vztahy.10

Pokud funkce neńı v bodě x0 spojitá, ale lze ji v tomto bodě spojitě
rozš́ı̌rit, ř́ıkáme, že má funkce v bodě x0 odstranitelnou nespojitost. V této ka-
pitole jsme uvedli př́ıklady odstranitelných nespojitost́ı: funkce f definovaná
v (1.3) má odstranitelnou nespojitost v bodě x = 1 a funkce g definovaná
v (1.4) má odstranitelnou nespojitost v bodě x = 0.

1.5 Limita funkce

S pojmem spojitosti úzce souviśı pojem limita. Např́ıklad funkce f(x) =
(x2 − 1)/(x − 1) zmiňovaná výše neńı definovaná v bodě x = 1, ale má
v tomto bodě limitu rovnu f̂(1) = 2. Zjednodušeně to znamená, že pro x
bĺızké jedné je f(x) bĺızké dvěma.

Daľśım př́ıkladem funkce maj́ıćı limitu je výše zmiňovaná funkce g(x) =
x sin(1/x). V bodě nula má limitu rovnu nule.

Př́ıklad funkce nemaj́ıćı limitu je f(x) = sin(1/x) v bodě nula. Vysvětĺıme
proč: pro velká k ∈ N jsou obě x+ = 1/(π/2 + 2kπ) a x− = 1/(−π/2 +
2kπ)

”
hodně bĺızko“ nule a zároveň je f(x+) = sin(1/x+) = 1 a f(x−) =

sin(1/x−) = −1. Neexistuje tedy žádné reálné č́ıslo, kterému by byly hodnoty
f(x)

”
bĺızké“ pro

”
všechna x bĺızká“ nule.

Daľśı výše zmiňovaná funkce f(x) = (sinx)/x má v nule limitu. Hodnota
limity záviśı na jednotkách, které zvoĺıme pro výpočet sinu. Oblouková mı́ra
(radiány) se vyznačuje t́ım, že hodnota této limity je rovna jedné. V některé
z daľśıch kapitol tuto skutečnost ukážeme. Připomeneme si přitom, jak je
oblouková mı́ra definovaná.

1.5.1 Nevlastńı limity, jednostranné limity

Výše uvedené limity popisuj́ı chováńı funkce v okoĺı bodu x0 ∈ R, a to takové
chováńı, kdy funkčńı hodnoty jsou bĺızké hodnotě L ∈ R pro x bĺızké x0. Č́ıslo
L nazýváme limitou funkce v bodě x0.

Pojem limita funkce zahrnuje i př́ıpady, kdy některé z č́ısel x0, L, nebo

10Jako např́ıklad v (1.1), (1.3), (1.4).
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př́ıpadně obě, jsou nekonečné. Vysvětĺıme na funkci f a jej́ım grafu.

f(x) =
x+ 1

2x+ 1

Pro x velké kladné je funkčńı hod-
nota bĺızká jedné polovině. Ř́ıkáme,
že má funkce f v bodě +∞ limitu
rovnu 1/2 a o limitě mluv́ıme jako o
vlastńı limitě v nevlastńım bodě.

Předpona ne ve slově nevlastńı o-
značuje nekonečnou hodnotu.

Podobně je limita funkce f v bo-
dě −∞ rovna 1/2.

Úkol. Zodpovězte otázky: Jak se jmenuje křivka, která je grafem funkce f?
Jaký má tato křivka vztah k př́ımce o rovnici y = 1/2? A jak vztah křivky a
př́ımky souviśı s nevlastńımi limitami, o kterých se ṕı̌se výše?

Nev́ıte-li si rady, tak načrtněte graf funkce f , popǐste osy, dokreslete na
ně měř́ıtko a načrtněte i př́ımku o rovnici y = 1/2.

V bodě x = −1/2 neńı funkce f definovaná a v jeho okoĺı nabývá velkých
hodnot. Pro x o trochu větš́ı než 1/2 jsou funkčńı hodnoty velké kladné –
ř́ıkáme, že má funkce v bodě x = −1/2 zprava limitu rovnu +∞ a mluv́ıme
o nevlastńı limitě ve vlastńım bodě.

Podobně: v bodě x = −1/2 zleva má funkce limitu rovnu −∞.

Úkol. Zodpovězte stejné otázky jako výše pro př́ımku o rovnici x = −1/2.

Ještě jeden graf a př́ıklad: x 7→ 21/x11.

11Tento zápis čteme: funkce přǐrad́ı č́ıslu x č́ıslo 21/x. Všimněte si, že jsme funkci nepo-
jmenovali.
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Limita v bodě x = 0 zleva je rovna
nule, zprava je rovna +∞.
Z grafu lze tušit i limity v bodech
±∞. V kapitole o limitách slože-
né funkce si vysvětĺıme, že jsou o-
bě rovny jedné. Pokud se nad ni-
mi chcete zamyslet už ted’, tak si
rozmyslete, jakých hodnot nabývá
výraz 21/x pro x hodně velké kladné,
př́ıpadně hodně velké záporné.

Úkol. Jednostranné limity v nule jsme určili z grafu. Určete je bez grafu jen
z vlastnost́ı (a graf̊u) funkćı x 7→ y = 1/x, y 7→ 2y.

Daľśım př́ıkladem jednostranných limit je
”
zaokrouhlovaćı“ funkce z konce

článku 1.5. Limita této funkce v bodě 0.5 zleva je rovna nule a zprava rovna
jedné.

1.6 Aproximace funkćı

Někdy si potřebujeme práci s funkcemi zjednodušit, proto
”
složitou“ funkci

nahrad́ıme
”
jednodušš́ı“ funkćı. Za toto nahrazeńı a zjednodušeńı zaplat́ıme

menš́ı přesnost́ı. Mı́sto o nahrazeńı mluv́ıme většinou o aproximaci.
Za aproximuj́ıćı funkci často voĺıme lineárńı funkci, nebo, chceme-li apro-

ximaci zpřesnit, polynom.
Aproximace může být lokálńı nebo globálńı.

1.6.1 Aproximace polynomem

Ukážeme na grafu a na tabulce funkčńıch hodnot dvě r̊uzné aproximace
funkce sinus polynomem třet́ıho stupně.

Vlevo je černě graf funkce sinus na intervalu
[0, π/2] a červeně na stejném intervalu graf
polynomu. Nazýváme ho Taylor̊uv polynom
a budeme se j́ım v některé z daľśıch kapitol
zabývat.

T : x 7→ x− x3

6
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Na daľśım obrázku je podobná situace, tentokrát s interpolačńım12 polyno-
mem.

Grafy se téměř překrývaj́ı. Při zvětšeńı je
vidět, jak černý graf přecháźı několikrát přes
červený. Potvrd́ı se to v tabulce dole.a

I : x 7→ −0.114x3−0.066x2+1.023x−0.0011

aKoeficienty jsou zaokrouhlené. Rozd́ıly v tabulce
jsou spoč́ıtané pro přesněǰśı hodnoty koeficient̊u.

x sinx T (x) I(x) T (x)− sinx I(x)− sinx
0 0 0.000 -0.001 0 −10−3

0.2 0.199 0.199 0.200 −3× 10−6 10−3

0.4 0.389 0.389 0.390 −9× 10−5 6× 10−4

0.6 0.565 0.564 0.564 −6× 10−4 −8× 10−4

0.8 0.717 0.715 0.716 −3× 10−3 −10−3

1 0.841 0.833 0.841 −8× 10−3 −6× 10−4

1.2 0.932 0.912 0.933 −2× 10−2 9× 10−4

1.4 0.985 0.943 0.987 −4× 10−2 10−3

V tabulce je v prvńım sloupci hodnota proměnné x, ve druhém jej́ı funkčńı
hodnota sin x, ve třet́ım je hodnota Taylorova polynomu T (x), ve čtvrtém
hodnoty interpolačńıho polynomu I(x) a v pátém a šestém jsou hodnoty
rozd́ıl̊u T (x) − sinx, I(x) − sinx. Tyto rozd́ıly ukazuj́ı kvalitu aproximace.
Vid́ıme, že aproximace Taylorovým polynomem je dobrá v okoĺı bodu nula
a ve větš́ı vzdálenosti od bodu nula se zhoršuje. Aproximace interpolačńım
polynomem je stejně dobrá v celém intervalu. Taylor̊uv polynom proto někdy
nazýváme lokálńı aproximaćı a interpolačńı polynom globálńı aproximaćı.

V textu se budeme podrobněji zabývat lokálńı aproximaćı. Nejdř́ıve bu-
deme aproximovat lineárńı funkćı a ukážeme něco, co je intuitivně jasné, a
sice, že nejlepš́ı lineárńı aproximaci źıskáme pomoćı tečny ke grafu funkce.
Později přejdeme k aproximaci polynomem vyšš́ıho stupně než jedna.

Otázky. Zamysleli jste se někdy nad t́ım, jak kalkulačka poč́ıtá sinus? Pokud
byste měli na výběr některý z interpolačńıch polynomů, přitom kv̊uli větš́ı
přesnosti bychom použili polynomy vyšš́ıho stupně, který byste použili? Šlo

12Vybrali jsme čtyři body z intervalu [0, π/2] a sestavili polynom maj́ıćı stejnou funkčńı
hodnotu jako aproximovaná funkce sinus. Vı́ce si zv́ıdavý čtenář může přeč́ıst např́ıklad
v [2], v tomto textu se interpolačńımu polynomu věnovat nebudeme.
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by oba polynomy zkombinovat? Jak byste je zkombinovali, aby byla přesnost
a rychlost výpočtu13 co nejlepš́ı?

1.7 Derivace

Daľśım pojmem je derivace, která
”
malé“ změny proměnných přesněji kvan-

tifikuje. Pod́ıvejme se, co se děje s pod́ılem př́ır̊ustk̊u funkce a jej́ı proměnné
∆f/∆x při zmenšováńı ∆x k nule. Vysvětĺıme na funkci, jej́ımž grafem je
oblouček, vezmeme tu z článku 1.2. Na obrázćıch je kromě grafu funkce f
a bodu x0 na ose x zobrazen měńıćı se př́ır̊ustek ∆x. Dále je na každém
obrázku uveden pod́ıl ∆f/∆x zaokrouhlený na setiny.

Na následuj́ıćım obrázku je zobrazen výřez z posledńıho grafu s nejmenš́ı
hodnotou ∆x.

13Č́ım v́ıce člen̊u polynom má, t́ım déle se poč́ıtá jeho funkčńı hodnota.
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Vid́ıme, že se graf funkce ve výřezu mezi x0 a x0+∆x podobá úsečce. To
se projev́ı t́ım, že se pod́ıl ∆f/∆x málo měńı při daľśım zmenšováńı ∆x.14

V tabulce jsou uvedeny pod́ıly př́ır̊ustk̊u v závislosti na př́ır̊ustku pro-
měnné, za čarou i pro dále se zmenšuj́ıćı hodnotu př́ır̊ustku ∆x.15

∆x 1.5 1.0 0.5 0.2 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
∆f/∆x 0.54 0.64 0.77 0.88 0.92 0.94 0.95 0.96 0.96

Vid́ıme, že se hodnoty pod́ılu
”
ustaluj́ı“ na 0.96. Pod́ıl ∆f/∆x má pro

∆x bĺıž́ıćı se k nule limitu rovnu tomuto č́ıslu. Tuto limitu nazýváme derivaćı
funkce v bodě x0.

Př́ımku procházej́ıćı bodem [x0, f(x0)], na které jsou př́ır̊ustky ∆y, ∆x
př́ımo úměrné a derivace je konstanta této úměrnosti, budeme nazývat tečnou
ke grafu funkce v bodě x0.

16 Označ́ıme-li derivaci v bodě x0 symbolem D, má
tato tečna rovnici

y = D(x− x0) + f(x0) (1.5)

14Je-li grafem opravdu úsečka, je př́ır̊ustek ∆f př́ımo úměrný př́ır̊ustku ∆x a uvedený
pod́ıl je tedy konstantńı. Pro podrobnosti odkazujeme na kapitolu 6, dodatek o př́ımé
úměře.

15Pro př́ıpad, že by chtěl čtenář uvedenou tabulku přepoč́ıtat, mu prozrad́ıme předpis
funkce

√
6x− x2 − 4 + 0.06(x− 1)2 − 0.5 a bod x0 = 1.5.

16Když mluv́ıme o chováńı funkce v bodě, např́ıklad o tečně v bodě, máme na mysli bod
na ose x charakterizovaný jedńım reálným č́ıslem. V grafu pak toto chováńı znázorňujeme
zpravidla v bodě o dvou souřadnićıch [x, f(x)].
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Na obrázku je graf funkce s tečnou a
barevně vyznačenými př́ır̊ustky.

Červeně je vyznačen př́ır̊ustek
funkce ∆f .

Zeleně je vyznačen př́ır̊ustek
na tečně, budeme ho značit df
a nazývat linearńı část́ı př́ır̊ustku
funkce.

Z podrobnosti trojúhelńık̊u plyne pro proměnné ∆x (tedy nejen to na
obrázku nakreslené)

df/∆x = D.

Modře je vyznačen rozd́ıl př́ır̊ustk̊u df −∆f .
Výše jsme se zmiňovali, že tečna je grafem lokálńı aproximace funkce.

Rozd́ıl df − ∆f je pak chybou takové aproximace. Ze vztah̊u df/∆x = D,
∆f/∆x

.
= D plyne

df −∆f

∆x
.
= 0. (1.6)

V kapitole o derivaci tento vztah budeme interpretovat: chyba aproximace
df −∆f je pro malé hodnoty ∆x ve srovnáńı s ∆x zanedbatelná.

Uvedeme ještě několik př́ıklad̊u. Na následuj́ıćıch obrázćıch nás zaj́ımá
bod, v němž je graf

”
zlomený“. Pod́ıl př́ır̊ustk̊u ∆f/∆x vpravo od tohoto

bodu se lǐśı od pod́ılu vlevo. Graf funkce nemá v tomto bodě tečnu a funkce
nemá v tomto bodě derivaci. Na obrázku vpravo jsou ke grafu tečkovaně
dokresleny

”
polotečny“ na obě strany.

Podobným př́ıkladem je funkce absolutńı hodnota: x 7→ |x| v bodě nula.

V daľśıch př́ıkladech ukážeme, že tečna ke grafu funkce tak, jak jsme
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ji definovali, nemuśı mı́t obvyklý geometrický význam. Jej́ı hlavńı význam
vyjadřuje vztah (1.6). Na obou obrázćıch dole nás zaj́ımá tečna ke grafu
funkce v počátku soustavy souřadné. Z geometrie jste zvykĺı, že např́ıklad
kružnice lež́ı celá na jedné straně své tečny. Na obrázku vlevo tomu tak neńı
a tečna prot́ıná graf v tečném bodě. Na obrázku vpravo je tečnou osa x,
protože vyhovuje aproximačńı vlastnosti (1.6) a nevad́ı, že v okoĺı tečného
bodu graf tečnu mnohokrát17 protne.

1.8 Nekonečně malé veličiny

Pojem derivace funkce pocháźı od sira Isaaca Newtona (1642 – 1727) a Gott-
frieda Wilhelma Leibnize (1646 – 1716). Pojmy spojitosti funkce (Bolzano
1817) a limity funkce (Weierstrass 1874) jsou o v́ıc jak sto let mladš́ı. Pánové
Newton a Leibniz za derivaci považovali pod́ıl nekonečně malých př́ır̊ustk̊u
funkčńı hodnoty a proměnné funkce.

Nekonečně malý př́ır̊ustek proměnné x označ́ıme dx. Jemu odpov́ıdá ne-
konečně malý př́ır̊ustek funkčńı hodnoty dy = f(x + dx)− f(x). Pro funkci
f(x) = x2 dostaneme

dy = (x+ dx)2 − x2 = 2x dx+ (dx)2.

Odtud dostaneme pod́ıl

dy

dx
=

2x dx+ (dx)2

dx
= 2x+ dx

Př́ır̊ustek dx je nekonečně malý, proto za něj dosad́ıme nulu a źıskáme deri-
vaci funkce f

dy

dx
= 2x

17Dokonce nekonečněkrát, předpis funkce je x 7→ x2 sin(1/x). Srojvejte s grafem funkce
x 7→ x sin(1/x) uvedeným v 1.3



26 KAPITOLA 1. ÚVOD

Ve výpočtu je rozpor: výrazem dx nejdř́ıve děĺıme a pak za něj dosad́ıme
nulu. S t́ımto rozporem se matematici dlouhé roky vyrovnávali konceptem
nekonečně malé nenulové veličiny, kterou chápali intuitivně. Teprve v dobách
Bolzana a Weierstrasse matematici začali použ́ıvat pojmy spojitosti a limity
k vyřešeńı tohoto rozporu.

1.8.1 Přednášky Zbyňka Kubáčka

Pokud se chcete o nekonečně malých veličinách dozvědět v́ıce a rozumı́te
slovenštině, najděte si na youtube přednášky Zbyňka Kubáčka. Nı́že vid́ıte
sńımek z jedné z nich právě v okamžiku, kdy vysvětluje výše uvedený př́ıklad.

1.9 Software na kresleńı graf̊u

Během výuky budeme použ́ıvat portály desmos.com, geogebra.org, wolfram-
alpha.com k vykresleńı graf̊u funkćı. Takto vykreslené grafy berte jako u-
žitečnou ilustraci, ale mějte na paměti, že ne vždy vede jejich př́ımočará
interpretace ke správným závěr̊um. Jako př́ıklad uvedeme graf funkce f(x) =
2−1/x2

na dvou r̊uzných intervalech. Jak byste z grafu určili množinu kořen̊u
funkce? A jak vám tato množina vyjde výpočtem?
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Zaj́ımavé body grafu budeme hledat vždy výpočtem. Uvedené portály
pak použijeme na kontrolu výpočt̊u, př́ıpadně je použijte jako vod́ıtko, které
vaše výpočty nasměruje, nev́ıte-li si s nimi rady.

1.10 Elementárńı funkce

Daľśım naš́ım ćılem bude definováńı elementárńıch funkćı a zkoumáńı jejich
vlastnost́ı.

Začneme funkcemi, k jejichž definici stač́ı aritmetické operace. Patř́ı mezi
ně polynomy, možná je znáte pod názvem mnohočleny, a pod́ıly polynomů,
ty budeme nazývat racionálńı funkce.

Řekneme si něco o kořenech polynomů a o rozkladu polynomu na součin
kořenových činitel̊u. Tyto pojmy by vám měly být povědomé pro kvadratické
polynomy. My je budeme uvažovat i pro polynomy vyšš́ıho stupně.

Předpokládáme, že čtenář umı́ sč́ıtat racionálńı funkce, my si ukážeme
opačnou operaci, a sice rozklad racionálńı funkce na součet jednodušš́ıch ra-
cionálńıch funkćı, těm budeme ř́ıkat parciálńı zlomky. Řekneme si, jak ze jme-
novatele racionálńı funkce určit jmenovatele parciálńıch zlomk̊u, např́ıklad

x

x2 − 1
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
x2 + 2x+ 3

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1

a ukážeme si, jak se spoč́ıtaj́ı hodnoty č́ısel A, B př́ıpadně C.
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Daľśı funkce, kterými se budeme zabývat, jsou odmocniny. Ukážeme si, že
existence odmocnin neńı úplně samozřejmá a že souviśı s vlastnost́ı reálných
č́ısel, o které budeme mluvit v kapitole o č́ıslech.

V kapitole o spojitých funkćıch pak ukážeme, že funkce definovaná na
intervalu, která je na něm spojitá a nav́ıc bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı má
inverzńı funkci, jej́ıž definičńı obor je opět interval. Tato vlastnost nám pak
bude sloužit při definováńı daľśıch inverzńıch funkćı, a sice logaritmů a cyk-
lometrických funkćı.18

Probereme vlastnosti mocninných funkćı. Budeme je budovat postupně
pro exponent, který je přirozené č́ıslo, nula, celé č́ıslo, racionálńı č́ıslo. Vy-
světĺıme si přitom, že vztahy

x0 = 1 x−1 = 1/x x1/2 =
√
x (1.7)

jsou d̊usledkem přirozeného požadavku, aby vztah

am+n = aman, (1.8)

který odvod́ıme pro exponenty m,n ∈ N platil i pro m,n ∈ R.
Od mocninných funkćı přejdeme k funkćım exponenciálńım. Vztahy (1.7)

nám umožńı pro a > 0 definovat funkci q 7→ aq pro q ∈ Q. Z množiny
racionálńıch č́ısel pak exponenciálńı funkci spojitě rozš́ı̌ŕıme na množinu
reálných č́ısel.

V [2] je symbolem exp označena exponenciálńı funkce se základem e
.
=

2.718. Je zde definovaná vztahy

(∀x1, x2 ∈ R)(exp(x1 + x2) = exp(x1) exp(x2)) (1.9)

(∀x ∈ R)(exp(x) ≥ 1 + x) (1.10)

Přitom (1.9) je jen jinak napsaný vztah (1.8). Vztah (1.10) určuje mimo
jiné základ exponenciálńı funkce, viz následuj́ıćı obrázky.

18Mezi cyklometrické funkce patř́ı arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens. Na kalkulačce jsou obvykle značeny jako sin−1, tan−1 a je dobré si pamatovat, že

”
na mı́nus prvou“ neoznačuje mocninu.
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Na obou obrázćıch je plnou čarou
graf funkce exp s př́ımkou o rov-
nici y = x + 1. Nerovnost (1.10) se
na grafu projev́ı t́ım, že se graf ex-
ponenciálńı funkce př́ımky dotýká a
mimo bod dotyku lež́ı nad př́ımkou.

Tečkovaně jsou na obrázćıch
grafy s jiným základem. Na obrázku
vlevo x 7→ 2x, na obrázku vpravo
x 7→ 4x.

Je vidět, že osu y oba tečkované grafy prot́ınaj́ı pod jiným úhlem než
př́ımka a lež́ı tedy částečně pod ńı. Exponenciálńı funkce se základem 2
př́ıpadně 4 tedy nesplňuj́ı (1.10).

Ukážeme si později, že vztah (1.10) nav́ıc zajǐst’uje spojitost exponenciálńı
funkce a t́ım i jednoznačné rozš́ı̌reńı z racionálńıch na reálné exponenty.

Budeme definovat logaritmus jako funkci inverzńı k exponenciálńı funkci
a budeme použ́ıvat značeńı běžné v matematické literatuře – symbolem log
budeme značit logaritmus se základem e, který znáte pod názvem přirozený
logaritmus. S dekadickým logaritmem se v matematické literatuře setkáváme
zř́ıdka.

Exponenciálńı funkci při obecném kladném základu pak definujeme po-
moćı exponenciálńı a logaritmické funkce vztahem ax = exp(x log a).

Připomeneme trigonometrickou definici goniometrických funkćı, zobecněńı
pro jiné než ostré úhly na jednotkové kružnici a odvod́ıme součtové vzorce pro
sinus a kosinus. Řekneme si, že se goniometrické funkce daj́ı definovat pomoćı
součtových vzorc̊u podobně jako funkce exponenciálńı v (1.9), (1.10), ale v́ıce
se tomuto zp̊usobu věnovat nebudeme a odkážeme př́ıpadného zájemce na [2].
Vystač́ıme s definićı na jednotkové kružnici a odvozenými součtovými vzorci.
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Kapitola 2

Př́ıklady na čteńı z grafu

V úvodńı kapitole jsme probrali, co je funkce a co je graf funkce. V této
kapitole procvič́ıme čteńı informaćı z graf̊u funkćı na grafech popisuj́ıćıch
reálné jevy.

(Nahoře je moje formulace, ńı̌ze návrh přestylizace od chatGPT.)

V úvodńı kapitole jsme diskutovali o definici funkce a o tom, co představuje
graf funkce. V této kapitole se budeme věnovat praktickému cvičeńı v čteńı
informaćı z graf̊u funkćı, které popisuj́ı skutečné situace nebo jevy.

2.1 Geometrické úlohy

Matematická analýza se rozv́ıjela od sedmnáctého stolet́ı jako nástroj pře-
devš́ım pro fyziku a také pro geometrii. Ćılem této kapitoly je procvičit ma-
tematizaci reálných jev̊u a zopakovat vlastnosti funkćı. Použijeme k tomu
nádoby r̊uzných tvar̊u, u kterých prozkoumáme závislosti plošného obsahu
hladiny a objemu tekutiny na výšce hladiny.

2.1.1 Úlohy k řešeńı

Následuj́ı náčrtky a popisy nádob.

1. Pet lahev: je rotačně symetrická, hladiny jsou kruhy.

31
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2. Kuželovitá baňka: je rotačně symetrická, hladiny jsou kruhy.

3. Necky: hladiny jsou obdélńıky. Vlevo je pohled zepředu, vpravo shora.
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Úkoly.

1. Mezi následuj́ıćımi grafy nalezněte ke každé nádobě grafy závislosti
plošného obsahu hladiny na výšce hladiny a závislosti objemu tekutiny
na výšce hladiny. Kterých vlastnost́ı funkćı využ́ıváte?

2. Jak z graf̊u źıskáte odpověd’ na otázku: jaká bude výška hladiny po
nalit́ı daného objemu tekutiny?

(a) h

S, V

(b) h

S, V

(c) h

S, V
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(d) h

S, V

(e) h

S, V

(f) h

S, V

2.1.2 Řešený př́ıklad

Na př́ıkladu hrnku s uchem ukážeme odvozeńı závislosti objemu tekutiny na
výšce hladiny.

Na obrázku je znázorněn tvar hrnku, když si odmysĺıme ucho, je jeho tvar
rotačně symetrický a hladiny maj́ı tvar kruhu.
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Začneme př́ıpadem, kdy je hladina tekutiny v dolńı rozšǐruj́ıćı se části
hrnku. Hrnek zde má tvar komolého kužele. Jedna z podstav tohoto kužele
je podstavou hrnku a má tedy poloměr r1 = c/2 = 15j (viz popis na
následuj́ıćım obrázku). Výšku komolého kužele označ́ıme h. Druhá podstava
je totožná s hladinou a jej́ı poloměr vyjádř́ıme ve tvaru r2 = c/2 + x, kde x
jsme vyznačili na obrázku a vyjádř́ıme ho pomoćı výšky h. Použijeme k tomu
podobnost trojúhelńık̊u, jeden má odvěsny a, b, druhý odvěsny h, x. Odtud
plyne vztah b/a = x/h a odtud vyjádř́ıme x = bh/a. Poloměr hladiny tedy
je r2 = c/2 + bh/a, po dosazeńı a drobné úpravě je r2 = 15j + h/2.

Dosazeńım do vzorce pro objem komolého kužele

V = 1
3
πh(r21 + r1r2 + r22)

dostaneme

V (h) = 1
3
πh(152 + 15(15 + h/2) + (15 + h/2)2)

a př́ıpadně po úpravě

V (h) = π(225h+ 15
2
h2 + 1

12
h3)

Nı́že pak vid́ıme graf závislosti objemu tekutiny na výšce jej́ı hladiny pro
h ∈ [0, a].
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a = 10j h ≤ a

b = 5j
c = 30j

a h

b

x

a = 10

V (a)

h

V

Až k mı́stu, kde zač́ıná ucho hrnku spoč́ıtáme objem tekutiny jako součet
V (a), tedy objemu celé dolńı rozšǐruj́ıćı se části nádoby, a objemu válce o
poloměru podstavy r = b+ c/2 a výšce h− a. Závislost objemu tekutiny na
výšce hladiny je v tomto úseku lineárńı, grafem je tedy úsečka.

Dosazeńım hodnot za a, b, c a po úpravě dostaneme předpis funkce po-
pisuj́ıćı závislost objemu tekutiny V na výšce hladiny h.

V (h) =

{
π(225h+ 15

2
h2 + 1

12
h3) h ∈ [0, 10]

π(900h− 5916.3) h ∈ (10, 35]
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a = 10j

d = 25j

h
h− a

V (a)

V = π(b+ c/2)2(h− a)

a = 10 a+ d = 35

V (a)

V (a+ d)

h

V

Abychom zvýšili hladinu nad h = a + d, muśıme naplnit ucho hrnku.
Objem tekutiny, která naplńı ucho před daľśım zvýšeńım hladiny označ́ıme
∆V . Tento objem nebudeme vyč́ıslovat, pouze ho odhadneme1 a zaměř́ıme
se na to, jak se projev́ı na grafu závislosti V na h: nespojitost́ı a skokem ve
směru osy V o ∆V .

1Ve skutečnosti jeho hodnotu nadsad́ıme, aby byla na grafu viditelná.
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∆V

a = 10 a+ d = 35

V (a)

V (a+ d)

V (a+ d) + ∆V

h

V

Úkol – čteńı z grafu.

1. Do nádoby jsme nalili tekutinu. Změř́ıme výšku hladiny. Jak použijeme
graf k určeńı objemu nalité tekutiny?

2. Do nádoby se chystáme naĺıt změřený objem tekutiny. Jak z grafu
urč́ıme výšku hladiny?

2.2 Sb́ırka úloh Matematika a svět okolo nás

Následuj́ıćı obrázky jsou ze sb́ırky úloh Matematika a svět okolo nás.2

2Sb́ırka je d́ılem kolektivu autor̊u pod vedeńım Zbyňka Kubáčka a je k dispozici online.
Jednotlivé úlohy naleznete na http://hore.dnom.fmph.uniba.sk/˜esfprojekt/heslo.htm.
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Úkol – čteńı z grafu. Vyřešte úlohy na obrázćıch.
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Kapitola 3

Č́ısla

3.1 Racionálńı č́ısla

Zamyšleńı. Co je to racionálńı č́ıslo?
Pokud odpov́ıte, že zlomek, je třeba ř́ıct, co t́ım mysĺıte. Je π/2 zlomek?

Pokud ano, je π/2 racionálńı č́ıslo? Pokud ne, tak co je to zlomek?

V [1] je popisována tzv. prvńı krize matematiky ve starověkém Řecku.
Řečt́ı učenci věřili, že je každá dvojice úseček souměřitelná, což znamená,
že jsou jejich délky celistvým násobkem určité společné jednotkové délky.
Označ́ıme-li tuto základńı délku d a má-li prvńı úsečka délku m-násobnou,
tedy md a druhá úsečka délku n-násobnou, tedy nd, pak je poměr délek obou
úseček roven m/n.

Pokud by tedy byla každá dvojice úseček souměřitelná, pak zvoĺıme ně-
kterou úsečku jako jednotkovou a každá daľśı má délku rovnu poměru dvou
celých č́ısel. Takový pod́ıl nazýváme racionálńım č́ıslem. Racionálńı od slova
ratio, neboli pod́ıl. Význam slova racionálńı, česky rozumný, je pravděpo-
dobně odvozen právě od slova ratio a v́ıry v rozumnost délek vyjádřených
poměrem.1

Krize matematiky přǐsla s objevem, že úhlopř́ıčka čtverce o jednotkové
straně má délku odmocnina ze dvou a ta neńı racionálńım č́ıslem.

Věta o odmocnině. Odmocnina ze dvou neńı racionálńı č́ıslo.

1Přiznávám, že si tento př́ıběh v́ıceméně domýšĺım. Možná jsem někdy dř́ıv něco ta-
kového někde četla, ale nedokážu si vzpomenout kde. Poznámkou o ratiu a racionalitě se
snaž́ım motivovat studenty zapamatovat si definici racionálńıho č́ısla. Občas se zděšeńım
zjist́ım, že s t́ım maj́ı problém. A tak se kv̊uli tomu dopoušt́ım bájeńı.

41
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Důkaz provedeme sporem. Budeme předpokládat, že naše tvrzeńı neplat́ı,
tedy že existuj́ı př́ırozená č́ısla m, n splňuj́ıćı (m/n)2 = 2 a odvod́ıme
spor, tedy něco, co nemůže být pravda. Odtud usoud́ıme, že náš výchoźı
předpoklad nemůže platit, a tedy plat́ı tvrzeńı věty.

O č́ıslech m, n budeme nav́ıc předpokládat, že nejsou obě sudá. Pokud by
byla obě sudá, tak bychom ve zlomku m/n pokrátili dvěma nebo vhodnou
mocninou dvou a dostali zlomek, který nemá i čitatele i jmenovatele sudého.

Ze vztahu (m/n)2 = 2 po úpravě odvod́ıme m2 = 2n2. Protože je pravá
strana sudá, muśı být sudá i levá strana. Odtud plyne, že je m sudé. Kdyby
nebylo sudé, tedy bylo liché, tedy bychom ho mohli zapsat ve tvarum = 2k−1
s přirozeným k, pak by bylo m2 = 4(k2 − k) + 1, a tedy by m2 bylo liché.

Vı́me tedy, že je m sudé. Proto ho můžeme zapsat pomoćı přirozeného l
ve tvaru m = 2l. Odtud je m2 = 4l2. Dosazeńım do m2 = 2n2 dostaneme
4l2 = 2n2, pokrát́ıme na 2l2 = n2 a stejnou úvahou jako výše odvod́ıme, že
je n sudé. A to je slibovaný spor a d̊ukaz zde konč́ı. □

3.2 Vlastnosti reálných č́ısel

Máme na mysli vlastnosti (1) až (13) vypsané v [2] na stranách 20, 21 a
25. Poznamenejme, že jsou zde vlastnosti nazývány axiomy. Budeme tato
slova2 zaměňovat, protože nepředpokládáme, že čtenář zná rozd́ıl mezi nimi.
Dokonce zat́ım rezignujeme na snahu tento rozd́ıl vysvětlit. Omeźıme se na
diskuzi ve tř́ıdě, ze které snad nějaké vysvětleńı vzejde. Konstatujme jen, že
pochopit, č́ım se lǐśı, je těžké, nicméně čtenář maj́ıćı ambici pochopit, č́ım se
lǐśı matematika od pouhého poč́ıtáńı, by měl o rozd́ılu přemýšlet.

Vlastnosti (1) až (9) jsou čtenáři dobře známé. Ukážeme na př́ıkladu, jak
je použ́ıváme při řešeńı rovnic.

Př́ıklad. Ze vztahu mezi proměnnými xy + 2x + y = 5 chceme vyjádřit
proměnnou y v závislosti na proměnné x.

Vztah (2), asociativitu sč́ıtáńı, jsme použili k vypuštěńı závorek, které
nyńı doplńıme: xy + (2x+ y) = 5.
Použijeme (1), komutativitu sč́ıtáńı: xy + (y + 2x) = 5.
Použijeme (2), asociativitu sč́ıtáńı: (xy + y) + 2x = 5.
Použijeme (7), existenci jednotkového prvku: (xy + y · 1) + 2x = 5.
Použijeme (5), komutativitu násobeńı: (xy + 1 · y) + 2x = 5.

2Slova vlastnosti a axiomy.
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Použijeme (9), distributivńı zákon: (x+ 1)y + 2x = 5.
Použijeme (4), existenci opačného prvku k 2x: (x + 1)y + 2x + (−2x) =
5+ (−2x). Na levé straně jsme nenapsali závorky – použili jsme asociativitu
sč́ıtáńı.
Použijeme (4), vlastnost opačného prvku: (x+ 1)y + 0 = 5 + (−2x).
Použijeme (3), vlastnost nulového prvku: (x+ 1)y = 5 + (−2x).
Použijeme (5), komutativitu násobeńı: y(x+ 1) = 5 + (−2x).

Nyńı bychom rádi použili (8), vlastnost inverzńıho prvku k x + 1. To
můžeme udělat v př́ıpadě x+ 1 ̸= 0, tedy pro x ̸= −1.
Dostaneme y(x+ 1)(x+ 1)−1 = (5− 2x)(x+ 1)−1.

Použijeme (8), vlastnost inverzńıho prvku: y · 1 = (5 + (−2x))(x+ 1)−1.
Použijeme (7), vlastnost jednotkového prvku: y = (5 + (−2x))(x+ 1)−1.
Pro x = −1 vyřeš́ıme rovnici y(x+ 1) = 5 + (−2x) dosazeńım: 0 = 7.

Závěr:
Pro x = −1 nemá rovnice žádný kořen3.
Pro x ̸= −1 má jeden kořen y = (5 + (−2x))(x+ 1)−1.

Poznámka o odč́ıtáńı a děleńı. Všimněte si, že vlastnosti se týkaj́ı pouze
operaćı sč́ıtáńı a násobeńı. Operace odeč́ıtáńı a děleńı jsou skryté v axiomech
opačného a inverzńıho prvku. Odeč́ıtáńı a − b je zkrácený zápis pro součet
a+ (−b). Děleńı a/b je zkrácený zápis pro součin ab−1.

V př́ıkladu bychom pak mı́sto y = (5 + (−2x))(x + 1)−1 napsali y =
(5− 2x)/(x+ 1). V daľśım textu budeme tento zápis použ́ıvat.

Poznámka o umocňováńı. Daľśı operaćı odvozenou od násobeńı jsou moc-
niny s přirozeným exponentem. Viz následuj́ıćı definice.

Definice. Necht’ je a ∈ R. Pod symbolem a1 budeme rozumět č́ıslo o hodnotě
a, tedy a1 = a. Pro n ∈ N, n ≥ 2 budeme pod symbolem an rozumět č́ıslo o
hodnotě an−1a, tedy an = an−1a.

Úkoly.

1. Rozmyslete si, jak z výše uvedené definice plynou vám známé vztahy
a2 = aa, a3 = aaa, a4 = aaaa, . . . .

2. Odvod’te z axiomů vzorce (a+b)2 = a2+2ab+b2, (a+b)(a−b) = a2−b2.

Na př́ıkladu nerovnice ukážeme použit́ı vlastnost́ı (12).

3Někdy ř́ıkáme, že rovnice nemá řešeńı.



44 KAPITOLA 3. ČÍSLA

Př́ıklad. Chceme vyřešit nerovnici 3x+ 4 < 0.
Použijeme prvńı vztah vlastnosti (12), úpravu nerovnosti přičteńım č́ısla −4
k oběma stranám. Dostaneme: 3x < −4.
Použijeme druhý vztah vlastnosti (12), vynásobeńı nerovnosti kladným č́ıs-
lem 3−1. Dostaneme: x < −4/3.

Poznámka o algebraických strukturách. V algebře budete prob́ırat alge-
braické struktury – množiny s operacemi. Důležitou roli bude hrát struktura
zvaná těleso4, jehož typickými př́ıklady jsou racionálńı, reálná a komplexńı
č́ısla s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı. Těleso budete definovat jako množinu
se dvěma operacemi, které splňuj́ı vlastnosti (1) až (9).

Poznamenejme ještě, že na množině komplexńıch č́ısel neńı definováno
uspořádáńı, proto pro ně nemá smysl uvažovat vlastnosti (10) až (12). Mno-
žina racionálńıch č́ısel tyto vlastnosti má.

Reálná a racionálńı č́ısla se lǐśı až vlastnost́ı (13), se kterou se nejsṕı̌s
čtenář teprve seznamuje a která je náročná na pochopeńı. Nazýváme ji vlast-
nost́ı supréma a budeme se j́ı zabývat v článku 3.4.

V následuj́ıćım článku se budeme zabývat daľśımi vlastnostmi reálných
č́ısel a ukážeme, že plynou z axiomů (1) až (12).

Poznámka o č́ıslech a názvech. Čtenář by měl být schopný se zmiňova-
nými vlastnostmi pracovat. Užitečné je pamatovat si jejich názvy a zbytečné
pamatovat si jejich č́ısla. Zde jsme č́ısla použili jen kv̊uli snažš́ı dohledatel-
nosti v [2]. V daľśım textu budeme mı́sto č́ısel použ́ıvat názvy.

Poznámka o podrobnosti odvozováńı a d̊ukaz̊u. Předchoźı př́ıklady
jsme udělali velmi podrobně. Chtěli jsme ukázat, jak obvyklé úpravy rov-
nic a nerovnic souviśı s axiomy reálných č́ısel. V daľśım budeme stručněǰśı,
předevš́ım proto, abychom výklad př́ılǐs

”
nezahltili“ podrobnostmi. Vždy by

však bylo dobré, kdyby čtenář uměl v př́ıpadě potřeby takové vysvětleńı až na
axiomy provést. Zvláště takový rozbor doporučujeme v př́ıpadě pochybnost́ı
o platnosti použitého nebo odvozeného.

Při kompromisu mezi stručnost́ı a přehlednost́ı na jedné straně a pečlivost́ı
a úplnost́ı na straně druhé se vždy ř́ıd́ıme ćılovou čtenářskou skupinou. Proto
je potřeba, aby studenti dávali autorce zpětnou vazbu a nebáli se ř́ıct, které
partie textu jsou pro ně málo srozumitelné.

4V [2] je těleso nazýváno polem.
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3.3 Daľśı vlastnosti reálných č́ısel

V [2] je ve tvrzeńı 1.3.1 uvedeno i s d̊ukazem pravidlo sč́ıtáńı nerovnost́ı. My
zde uvedeme pravidlo násobeńı nerovnost́ı.

Lemma o násobeńı nerovnost́ı. Necht’ pro kladná č́ısla a, b, c, d plat́ı a < b,
c < d. Pak plat́ı ac < bd.

Důkaz. Vynásob́ıme nerovnost a < b č́ıslem c: ac < bc. Nerovnost c < d
vynásob́ıme č́ıslem b: bc < bd.

Na nerovnosti ac < bc, bc < bd použijeme tranzitivitu (vlastnost 11).
Dostaneme ac < bd. □

Z pravidla o násobeńı nerovnost́ı plyne pravidlo o umocňováńı nerovnost́ı,
jak ukazuje následuj́ıćı lemma.

Lemma o umocňováńı nerovnost́ı. Necht’ pro kladná č́ısla a, b plat́ı a < b
a necht’ je n ≥ 2 přirozené č́ıslo. Pak plat́ı an < bn.

Důkaz. Použijeme předchoźı lemma a vynásob́ıme nerovnost a < b samu se
sebou. Dostaneme a2 < b2, tedy závěr5 lemmatu pro n = 2.

Vynásobeńım nerovnosti a < b s nerovnost́ı a2 < b2 dostaneme nerovnost
a3 < b3, tedy závěr lemmatu pro n = 3.

Daľśım krokem by bylo vynásobeńı nerovnosti a < b s a3 < b3 . . . a takto
bychom mohli postupovat libovolně dlouho.

Můžeme to zkrátit t́ım, že vynásob́ıme nerovnost a < b nerovnost́ı an <
bn. Dostaneme nerovnost an+1 < bn+1. Ukázali jsme t́ım, že z platnosti závěru
lemmatu pro n plyne jeho platnost pro n+ 1. Tomu ř́ıkáme indukčńı krok a
tento zp̊usob d̊ukazu nazýváme d̊ukazem matematickou indukćı.6 □

Poznámka o předpokladu a závěru. Předchoźı lemma bylo zformulováno
jako implikace: jestliže plat́ı a < b, n ∈ N, n ≥ 2, pak plat́ı an < bn.

Výrok a < b, n ∈ N, n ≥ 2 nazýváme předpokladem lemmatu, výrok
an < bn závěrem lemmatu.

Čárky ve výroku a < b, n ∈ N, n ≥ 2 chápeme jako konjunkce ∧ (
”
a

zároveň“).

Poznámka o matematické indukci. Důkaz matematickou indukćı použ́ı-
váme na tvrzeńı o přirozených č́ıslech. Skládá se ze dvou část́ı. V jedné části
ukážeme platnost tvrzeńı pro nejmenš́ı č́ıslo, ve druhé takzvaný indukčńı krok.

5O předpokladu a závěru se čtenář dočte v́ıce v následuj́ıćı poznámce.
6O d̊ukazu matematickou indukćı v́ıce v následuj́ıćı poznámce.
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V indukčńım kroku předpokládáme platnost tvrzeńı pro n a dokazujeme jeho
platnost pro n+ 1.

Nejmenš́ı č́ıslo je zpravidla n = 1, ale pokud chceme nějaké tvrzeńı
dokázat třeba pro n ≥ 5, pak je nejmenš́ım č́ıslem n = 5.

V [2] si může zv́ıdavý čtenář přeč́ıst o matematické indunkci na stranách
27 až 32.

Čtenář jistě v́ı, že při násobeńı nerovnosti záporným č́ıslem se obraćı
smysl nerovnosti. Zformulujeme a dokážeme tuto vlastnost.

Lemma o násobeńı nerovnosti záporným č́ıslem. Necht’ je a < b, c < 0.
Pak je ac > bc.

Důkaz. K nerovnosti c < 0 přičteme opačný prvek −c. Dostaneme 0 < −c.
Nerovnost a < b vynásob́ıme kladným č́ıslem −c. Dostaneme a(−c) < b(−c).

Nı́že ukážeme pomocné tvrzeńı: a(−c) = −(ac). Pak plat́ı i b(−c) =
−(bc). Přeṕı̌seme tedy a(−c) < b(−c) na −(ac) < −(bc). K nerovnosti po-
stupně přičteme ac, bc. Dostaneme bc < ac.

Dokažme ještě pomocné tvrzeńı. K d̊ukazu a(−c) = −(ac) stač́ı ukázat7,
že a(−c) + ac = 0. Tady stač́ı použ́ıt na úpravu levé strany rovnosti distri-
butivitu. Dostaneme a(−c + c) = 0, což plyne z vlastnosti opačného prvku
a z daľśıho pomocného tvrzeńı – cokoliv vynásob́ıme nulou, dostaneme nulu.
□

Poznámka o pomocných tvrzeńıch a stavbě d̊ukaz̊u. Předchoźı d̊ukaz
by byl přehledněǰśı, kdybychom lemmatu o násobeńı nerovnosti záporným
č́ıslem předřadili daľśı dvě lemmata a pak se na ně v d̊ukazu odkázali. Tato
lemmata by tvrdila:

1. Pro každé a ∈ R plat́ı a · 0 = 0.

2. Pro každou dvojici a, b ∈ R plat́ı (−a)b = −(ab).

V [2] si na straně 22 přečtěte definici neostré nerovnosti. Dokážeme pro
ni pravidlo o násobeńı nerovnost́ı.
Lemma o násobeńı neostrých nerovnost́ı. Necht’ pro nezáporná reálná
č́ısla a, b, c, d plat́ı a ≤ b, c ≤ d. Pak plat́ı ac ≤ bd.

Důkaz rozděĺıme na několik př́ıpad̊u. Rozmyslete si, že pokrývaj́ı všechny
možnosti v předpokladech lemmatu.8

7Viz vlastnost opačného prvku.
8Viz poznámka o předpokladu a závěru.



3.3. DALŠÍ VLASTNOSTI REÁLNÝCH ČÍSEL 47

1. a, b, c, d jsou kladná, a < b, c < d
z lemmatu o násobeńı nerovnost́ı plyne ac < bd, a tedy i ac ≤ bd

2. a, b, c, d jsou kladná, a = b, c < d
z lemmatu o násobeńı nerovnosti c < d kladným č́ıslem a plyne ac < bd,
a tedy i ac ≤ bd

3. a, b, c, d jsou kladná, a = b, c = d
pak je ac = bd, a tedy i ac ≤ bd

4. b nebo d je rovno nule
z b = 0 plyne a = 0, a tedy ac = 0 = bd, a tedy i ac ≤ bd; podobně pro
d = 0

5. b a d jsou kladná a a nebo c je rovno nule
vynásob́ıme nerovnost b > 0 kladným d a dostaneme bd > 0; protože
je ac = 0, je bd > ac, a tedy i bd ≥ ac

□

V lemmatu o umocňováńı nerovnost́ı jsme dokázali implikaci: jestliže plat́ı
a < b, pak plat́ı an < bn. Ve skutečnosti za uvedených předpoklad̊u (a, b jsou
nezáporná č́ısla) plat́ı ekvivalence. Tu nyńı dokážeme.

Lemma o umocňováńı coby ekvivalentńı úpravě. Pro přirozené č́ıslo
n ∈ N, n ≥ 2 a nezáporná reálná č́ısla a, b je a < b ekvivalentńı s an < bn.

Poznámka o specifickém matematickém jazyku. Lemma jsme zfor-
mulovali pokud možno jazykem, kterým se běžně vyjadřujeme. Domńıváme
se, že v tomto př́ıpadě to nebylo na újmu přesnosti vyjádřeńı. V matema-
tických textech se sṕı̌se použ́ıvá následuj́ıćı jazyk:

”
necht’ n ∈ N, n ≥ 2,

a, b ∈ R, a, b ≥ 0. Pak jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı a < b, an < bn“.
Při tvrzeńıch složitěǰśıch než je toto lemma je kv̊uli přesnosti takový jazyk
nezbytnost́ı.

Důkaz lemmatu o umocňováńı coby ekvivalentńı úpravě. Ekvi-
valenci dokazujeme jako dvě implikace. Implikaci a < b ⇒ an < bn jsme
dokázali výše v lemmatu o umocňováńı nerovnost́ı.

Dokážeme implikaci an < bn ⇒ a < b obměnou,9 tedy dokážeme implikaci
a ≥ b ⇒ an ≥ bn. Pokud je a = b, pak je an = bn, a tedy je an ≥ bn. Pokud
je a > b, pak je an > bn, a tedy je an ≥ bn. □

9Implikaci
”
jestliže neplat́ı B, pak neplat́ı A“ nazýváme obměněnou implikaćı k

”
jestliže

plat́ı A, pak plat́ı B“. Např́ıklad:
”
jestliže máte z předmětu zkoušku, pak máte z předmětu
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Poznámka o implikaci, jej́ım předpokladu a závěru.
V implikaci a > b ⇒ an > bn nazýváme výrok a > b předpokladem, výrok
an > bn závěrem.

Všimněte si, že oslabeńım závěru nepřestává implikace platit – z platnosti
a > b ⇒ an > bn př́ımo plyne platnost a > b ⇒ an ≥ bn.

Na druhé straně oslabeńım předpokladu v platné implikaci můžeme dostat
neplatné tvrzeńı. Implikace a > b ⇒ an > bn plat́ı, ale implikace a ≥ b ⇒
an > bn neplat́ı.10

Úkol. Vš́ımejte si, jaké daľśı vlastnosti reálných č́ısel použ́ıváte a odvod’te
je z axiomů.

3.4 Supremum, infimum

Seznamte se z definićı horńıho odhadu, maxima, dolńıho odhadu a minima
množiny v [2], definice 1.3.4, poznámka 1.3.5.

TODO PŘÍKLADY (Zkratka TODO znamená, že text neńı kompletńı a
bude později doplněn.)

Definice 1.3.6 – zdola omezená množina, shora omezená množina, ome-
zená množina.

Definice 1.3.8 – supremum, infimum množiny.
TODO PŘÍKLADY (Zkratka TODO znamená, že text neńı kompletńı a

bude později doplněn.)

Lemma o supremu a infimu
”
oddělených“ množin. Pokud pro dvě

množiny A,B ⊆ R plat́ı

(∀a ∈ A)(∀b ∈ B)(a ≤ b)

pak plat́ı supA ≤ inf B.

Doporučeńı: před čteńım d̊ukazu nakreslete č́ıselnou osu a několik prvk̊u
množiny A i B splňuj́ıćıch uvedenou vlastnost.

Důkaz. Uvažujme libovolné b ∈ B. Z předpoklad̊u lemmatu plyne, že b je
horńı závorou množiny A. Supremum množiny A je nejmenš́ı horńı závora,

i zápočet“ a
”
jestliže nemáte z předmětu zápočet, pak z něj nemáte ani zkoušku“. Srovnejte

s obrácenou implikaćı
”
jestliže máte z předmětu zápočet, máte z něj i zkoušku“. Vı́ce viz

kapitola o jazyku matematiky.
10Pokud se rádi s přáteli přete o rozličných tématech, dávejte pozor, zda tyto zásady o

oslabeńı/ześıleńı předpokladu a závěru v diskuzi vy nebo vaši přátelé dodržujete.
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a proto plat́ı b ≥ supA a plat́ı to pro všechna b ∈ B. Odtud plyne, že supA
je dolńı závora množiny B a odtud plyne supA ≤ inf B, protože infimum je
největš́ı dolńı závora. □

Ukážeme si dva př́ıpady použit́ı lemmatu.

Uvedený obrázek je z kapitoly věnované li-
mitám funkćı, kde ukazujeme existenci jed-
nostranných limit monotonńıch funkćı. Na
obrázku je graf rostoućı funkce. Nás budou
zaj́ımat množiny M1, M2 pro malé kladné δ

M1 = {f(x) : x ∈ (x0 − δ, x0)}
M2 = {f(x) : x ∈ (x0, x0 + δ)}

Je-li funkce f na intervalu (x0 − δ, x0 + δ) rostoućı, pak plat́ı

(y1 ∈ M1, y2 ∈ M2) ⇒ y1 < y2

a z lemmatu o supremu a infimu oddělených množin plyne

supM1 ≤ infM2 (3.1)

Na obrázku jsou hodnoty supM1, infM2 vyznačeny na ose y a nerovnost je
znázornněna jejich vzájemnou polohou.

V tomto př́ıkladě můžeme mı́sto lemmatu o supremu a infimu oddělených
množin použ́ıt hodnotu f(x0), která je horńı závorou množiny M1 a dolńı
závorou množiny M2. Odtud plyne supM1 ≤ f(x0) a infM2 ≥ f(x0) a tedy
i nerovnost (3.1).

Otázka. Z čeho plyne výše uvedené tvrzeńı, že je f(x0) horńı závorou množiny
M1 a dolńı závorou množiny M2?

Daľśı dva obrázky se týkaj́ı Riemannova integrálu. Ten je pro kladnou
funkci definován jako obsah plochy11 pod jej́ım grafem. Na obrázku vlevo je
graf funkce a k němu je na obrázku vpravo vyšrafovaná plocha pod ńım.

11Terminologická poznámka: na středńı škole se zpravidla rozlǐsuje mezi plochou a
jej́ım obsahem. Plocha je množina, např́ıklad čtverec a obsah je č́ıslo. Ve vysokoškolských
učebnićıch je běžné termı́nem plocha označovat jej́ı obsah, tedy č́ıslo. My se v textu budeme
držet středoškolské terminologie.
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Jej́ı obsah odhadneme zdola a shora
obsahem plochy, jej́ıž obsah umı́me
spoč́ıtat. Jsou to mnohoúhelńıky se
stranami rovnoběžnými se souřadnými
osami, jejich př́ıklady vid́ıte na
obrázku vlevo.

Obsah obdélńık̊u pod grafem (jsou vyšrafovány modře) nazýváme dolńım
Riemannovým integrálńım součtem. Obsah obdélńık̊u nad grafem nazýváme
horńım Riemannovým integrálńım součtem. Libovolný dolńı integrálńı součet
je nejvýše roven horńımu integrálńımu součtu.

Odtud a z lemmatu pak plyne, že supremum dolńıch integrálńıch součt̊u
je nejvýše roven infimu horńıch integrálńıch součt̊u. Pokud se sobě rovnaj́ı,
budeme jejich společnou hodnotu nazývat riemannovým integrálem zadané
funkce na zadaném intervalu. Ukážeme si, že spojité omezené funkce maj́ı na
omezeném intervalu Riemann̊uv integrál. Ukážeme si ale také př́ıklad funkce,
jej́ıž dolńı Riemann̊uv integrál je menš́ı než horńı Riemann̊uv integrál. Tato
funkce tedy nemá Riemann̊uv integrál.



Kapitola 4

Aritmetika a funkce

Budeme se zabývat funkcemi, k jejichž definici stač́ı aritmetické operace. Jsou
to polynomy1 a pod́ıly polynomů2. Na těchto funkćıch vylož́ıme vlastnosti
funkćı jako sudost, lichost, monotonii a řekneme, co je obor hodnot funkce.

Dále se budeme zabývat inverzńı funkćı. Vysvětĺıme, jak souviśı inverzńı
funkce s rovnićı s parametrem. Speciálně budeme pomoćı inverzńı funkce
definovat odmocniny.

4.1 Mocniny s přirozeným exponentem

Zápis an = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n×

můžeme chápat jako zkratku. Tato zkratka vede př́ımo-

čaře k následuj́ıćı definici an pro a ∈ R, n ∈ N, n ≥ 1:

a1 = a a pro n ≥ 2 an = a · an−1 (4.1)

Č́ıslo a nazýváme základem mocniny a č́ıslo n exponentem.
Funkci x 7→ xn nazýváme mocninnou funkćı.3 V celém článku (4.1) bu-

deme uvažovat mocninné funkce jen s kladnými přirozenými exponenty.

4.1.1 Grafy mocninných funkćı

Na následuj́ıćıch obrázćıch jsou grafy mocninných funkćı. Vlevo plnou čarou
pro exponent n = 2 a čárkovanou pro n = 3.

1Český termı́n pro polynomy je mnohočleny.
2Pod́ıly polynomů nazýváme racionálńımi funkcemi.
3Funkci x 7→ ax nazýváme exponenciálńı funkćı.
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Uprostřed černě pro n = 4, modře pro n = 5 a červeně pro n = 6. Vpravo
černě pro n = 10, modře pro n = 21 a červeně pro n = 100.

Všechny mocninné funkce jsou definované na množině reálných č́ısel (tj.
jejich definičńı obor je R).

4.1.2 Sudost, lichost

Pro sudé n je (−x)n = xn.
Na grafu se tato vlastnost projev́ı jako
symetrie vzhledem k ose y:
lež́ı-li bod [x, y] na grafu funkce,
pak i bod [−x, y] lež́ı na grafu funkce.

Pro liché n je (−x)n = −xn.
Na grafu se tato vlastnost projev́ı jako
symetrie vzhledem k počátku:
lež́ı-li bod [x, y] na grafu funkce,
pak i bod [−x,−y] lež́ı na grafu funk-
ce.

Tyto vlastnosti mocninných funkćı vedou k definici sudé a liché funkce.

Definice sudé funkce. Funkci f nazveme sudou funkćı, pokud pro každé x
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z jej́ıho definičńıho oboru plat́ı: f je definovaná v −x a f(−x) = f(x).
Po označeńı definičńıho oboru funkce f symbolem D definici formálně zaṕı-
šeme

(∀x ∈ D)(−x ∈ D ∧ f(−x) = f(x))

Často mı́sto logické spojky
”
a zároveň“ ∧ ṕı̌seme čárku

(∀x ∈ D)(−x ∈ D, f(−x) = f(x))

Definice liché funkce. Funkci f nazveme lichou funkćı, pokud pro každé x
z jej́ıho definičńıho oboru plat́ı: f je definovaná v −x a f(−x) = −f(x).
Definici formálně zaṕı̌seme

(∀x ∈ D)(−x ∈ D, f(−x) = −f(x))

4.1.3 Monotonie

V kapitole o č́ıslech 3.3, lemma o umocňováńı nerovnost́ı, jsme ukázali, že
pro nezáporná a, b splňuj́ıćı a < b a přirozené kladné n plat́ı an < bn. Toto
tvrzeńı lze zapsat pomoćı implikace

pro kladné přirozené n plat́ı (∀a, b ∈ [0,+∞))(a < b =⇒ an < bn)

Nı́že připomeneme definici funkce rostoućı na množině. Výše uvedený
výrok znamená, že mocninná funkce je rostoućı na intervalu [0,+∞).

Definice rostoućı funkce. Řekneme, že je funkce f rostoućı na množině
M ⊆ R, pokud plat́ı

(∀x1, x2 ∈ M)(x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2))

Ukážeme, že pro lichý exponent je mocninná funkce rostoućı na R. Máme
tedy ukázat platnost výroku

(∀x1, x2 ∈ R)(x1 < x2 =⇒ xn
1 < xn

2 )

Rozebereme postupně čtyři př́ıpady: 1) x1, x2 ∈ [0,+∞) 2) x1 ∈ (−∞, 0),
x2 ∈ [0,+∞) 3) x1 ∈ [0,+∞), x2 ∈ (−∞, 0) 4) x1, x2 ∈ (−∞, 0)

Prvńı př́ıpad jsme rozebrali výše.
V druhém př́ıpadě je pravdivý i předpoklad x1 < x2 i závěr xn

1 < xn
2

implikace, takže je implikace pravdivá.
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Ve třet́ım př́ıpadě neńı pravdivý ani předpoklad ani závěr implikace a
implikace je tedy pravdivá.

Rozebereme čtvrtý př́ıpad:
Je-li x1 < x2, je −x2 < −x1 a −x1,−x2 ∈ (0,+∞). Protože je mocninná
funkce na (0,+∞) rostoućı, plyne odtud (−x2)

n < (−x1)
n. Pro lichý expo-

nent uprav́ıme na −(xn
2 ) < −(xn

1 ) a dále na xn
1 < xn

2 .

Proto pro x1, x2 ∈ (−∞, 0) plat́ı implikace x1 < x2 =⇒ xn
1 < xn

2 .

Úkoly.

1. Ukažte, že pro sudé n plat́ı

(∀x1, x2 ∈ (−∞, 0])(x1 < x2 =⇒ xn
1 > xn

2 )

Funkci splňuj́ıćı tento výrok nazýváme klesaj́ıćı na množině (−∞, 0].

2. Napǐste definici funkce klesaj́ıćı na množině M .

4.1.4 Obor hodnot

Ze středńı školy v́ıte, že mocninné funkce maj́ı pro lichý exponent obor hod-
not roven množině reálných č́ısel a pro sudý exponent množině nezáporných
reálných č́ısel. My se zde zamysĺıme, co tato tvrzeńı znamenaj́ı. Nejdř́ıve
připomeneme definici oboru hodnot funkce.

Defince oboru hodnot. Pro funkci f s definičńım oborem D nazýváme
oborem hodnot množinu jej́ıch funkčńıch hodnot, tedy množinu

H(f) = {f(x) : x ∈ D}

Jak zjist́ıme z grafu funkce, že č́ıslo a ∈ R lež́ı v oboru hodnot funkce?
Sestroj́ıme př́ımku o rovnici y = a a zjist́ıme, zda má s grafem společný
alespoň jeden bod. Pokud ano, pak je a prvkem oboru hodnot funkce.4

Na obrázku je graf funkce x 7→ x2 a př́ımka o rovnici y = a pro a > 0.
Pr̊useč́ık grafu5 a př́ımky má x-ovou souřadnici vyhovuj́ıćı rovnici x2 = a.

4A pokud ne, tak a neńı prvkem oboru hodnot.
5Grafem je parabola.
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Na následuj́ıćıch obrázćıch bychom rádi zpochybnili samozřejmost exis-
tence takových pr̊useč́ık̊u. Bude nás zaj́ımat, co se stane, zvětš́ıme-li výřez
s pr̊useč́ıkem, jako na obrázku vpravo nahoře. Když budeme uvažovat nějaký
hmotný objekt, třeba paṕır, na kterém právě čtete tyto řádky6, tak z fyziky
v́ıte, že pro naše oči a náš hmat pevná hmota se při velkém zvětšeńı přeměńı
na malinké atomy, které se skládaj́ı z ještě mnohem menš́ıho jádra obklo-
peného prázdnem vyplněným ještě menš́ımi elektrony.7 Nemůže se stát něco
podobného při zvětšeńı okoĺı pr̊useč́ıku?

Na obrázćıch je vyznačeno, co by se mohlo při zvětšeńı stát: na levém je
v grafu mezera okolo př́ımky y = a a př́ımka tedy s grafem nemá pr̊useč́ık.
Na obrázku vpravo sice mezera neńı, ale v grafu chyb́ı právě ten bod, ve

6př́ıpadně elektronické zař́ızeńı, ze kterého čtete
7Zjistěte kolikrát je atomové jádro menš́ı než atom.
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kterém by se s ńım př́ımka protnula.
V následuj́ıćım textu ukážeme, že pro mocninnou funkci při sebevětš́ım

zvětšeńı ani jeden z obrázk̊u nenastane. Důsledkem bude existence pr̊useč́ıku
a tedy existence odmocniny.

4.1.5 Spojitost

Ukážeme, že v grafu mocninné funkce nemůže vzniknout mezera. Uprav́ıme
rozd́ıl funkčńıch hodnot

bn − an = (b− a)(bn−1 + abn−2 + · · ·+ an−1)

Budeme uvažovat a, b z intervalu I = [0,M ].
Pak je

bn−1 + abn−2 + · · ·+ an−1 ≤ nMn−1

Budeme předpokládat, že a < b a nerovnici
vynásob́ıme kladným rozd́ılem b− a. Dosta-
neme

bn − an ≤ nMn−1(b− a)

Volbou dostatečně malého b− a můžeme udělat bn − an dostatečně malé.
Konkrétně pro b − a = ε

nMn−1 dostaneme bn − an ≤ ε. Proto nemůže nastat
situace na obrázku.

Co když je v grafu mezera nulové velikosti? Ukážeme, že taková situace
nastane, pokud za č́ısla považujeme jen č́ısla racionálńı a naopak nenastane
při použit́ı č́ısel reálných.

4.1.6 Mocninná funkce na racionálńıch č́ıslech

Připomı́náme, že racionálńı č́ısla jsou pod́ıly celých č́ısel. Mezi racionálńı č́ısla
patř́ı i č́ısla celá, např́ıklad č́ıslo dva můžeme napsat ve tvaru pod́ılu jako 2/1.

Budeme hledat vzor č́ısla 2 funkce druhá mocnina v množině racionálńıch
č́ısel, tedy budeme hledat dvojici celých č́ısel p, q splňuj́ıćı

(p/q)2 = 2
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Úpravou dostaneme

p2 = 2q2

Na pravé straně rovnice je sudé celé č́ıslo, proto muśı být sudé č́ıslo i na levé
straně, a proto muśı být i č́ıslo p sudé8.

Odtud plyne, že lze p vyjádřit jako
dvojnásobek celého č́ısla r

p = 2r

dosazeńım p2 = 4r2 a pokráceńım
dvěma dostaneme

2r2 = q2

odkud podobnou úvahou plyne, že je
je i č́ıslo q sudé.

Došli jsme tedy v závěru, že obě č́ısla v pod́ılu p/q = 2 muśı být sudá. To je
ale ve sporu s t́ım, že každé racionálńı č́ıslo je možné vyjádřit ve zkráceném
tvaru tak, že je čitatel nesoudělný s jmenovatelem.

Odtud plyne, že neexistuje dvojice celých č́ısel splňuj́ıćı (p/q)2 = 2.

4.1.7 Reálná č́ısla a odmocnina

V minulém odstavci jsme ukázali, že v množině racionálńıch č́ısel nemá
rovnice řešeńı, tedy neexistuje racionálńı č́ıslo q splňuj́ıćı q2 = 2. Z toho
d̊uvodu zavád́ıme reálná č́ısla. Názorně můžeme reálná č́ısla definovat po-
moćı vzájemně jednoznačné korespondence s body na př́ımce – zadáme na
př́ımce polohu nuly a jedničky, a pak každému bodu na př́ımce odpov́ıdá
právě jedno reálné č́ıslo a každému reálnému č́ıslu odpov́ıdá právě jeden bod
na př́ımce. Takovou korespondenci v matematice nazýváme vzájemně jedno-
značným zobrazeńım.

Definice vzájemně jednoznačné funkce – bijekce. Funkci f nazveme
vzájemně jednoznačným zobrazeńım množiny D ⊆ R na množinu H ⊆ R,
pokud ke každému y ∈ H existuje právě jedno x ∈ D splňuj́ıćı f(x) = y a
ke každému x ∈ D existuje právě jedno y ∈ H splňuj́ıćı f(x) = y. Vzájemně

8Kdyby bylo p liché, bylo by liché i p2.
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jednoznačné zobrazeńı také někdy nazýváme bijekćı množiny D na množinu
H.

Úloha. Rozmyslete si, že každé vzájemně jednoznačné zobrazeńı je také
prostým zobrazeńım.

Poznámka. Jiný zp̊usob zavedeńı reálných č́ısel je pomoćı jejich nekonečného
desetinného rozvoje. Upozorněme na překvapivou skutečnost, že zobrazeńı
množiny reálných č́ısel na množinu nekonečných desetinných rozvoj̊u neńı
vzájemně jednoznačné. Např́ıklad č́ıslu jedna odpov́ıdaj́ı dva r̊uzné desetinné
rozvoje 1.0 a 0.9.

TODO: SOUVISLOST S VLASTNOSTÍ SUPREMA (Zkratka TODO
znamená, že text neńı kompletńı a bude později doplněn.)

4.2 Odmocniny

Definice odmocniny z nezáporného č́ısla. Pro a ∈ [0,+∞) a sudé n ≥
2 definujeme n-tou odmocninu z a jako nezáporný kořen rovnice xn = a.
Znač́ıme ji n

√
a. Pro n = 2 zpravidla znač́ıme stručněji

√
a a vynecháváme

př́ıvlastek druhá.

Úkoly.

1. Načrtněte graf funkce x 7→ x2 a určete graficky druhou odmocninu
z pěti.

2. Ukažte, že je odmocnina z pěti definovaná jednoznačně a vysvětlete,
jak to plyne z monotonie mocninné funkce.

Definice odmocniny lichého stupně. Pro a ∈ R a liché n ≥ 3 definujeme
n-tou odmocninu z a jako kořen rovnice xn = a. Znač́ıme ji n

√
a.

Úkoly.

1. Načrtněte pro vhodné n graf funkce x 7→ xn a zvolte reálné č́ıslo a a
určete graficky n-tou odmocninu z a. Volte sudé i liché n a ke každému
n kladné, záporné i nulové a.

2. Ukažte, že odmocnina je definovaná jednoznačně a vysvětlete, jak to
plyne z monotonie mocninné funkce.

3. Načrtněte grafy funkćı x 7→ n
√
x pro n = 2, 3, 4, 5.
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4.3 Inverzńı funkce

V předchoźım odstavci jsme definovali odmocninu z a jako kořen rovnice
xn = a s neznámou x a parametrem a. Funkci této vlastnosti nazýváme
inverzńı funkćı.

Definice inverzńı funkce. Necht’ je zadaná funkce f . Řekneme, že k ńı
existuje inverzńı funkce, pokud má rovnice y = f(x) nejvýše jeden kořen.
Funkci, která y přǐrad́ı tento kořen, nazýváme inverzńı funkćı k funkci f a
znač́ıme ji f−1.

V definici inverzńı funkce je podstatné, že rovnice y = f(x) má nejvýše
jeden kořen. Takovou funkci nazýváme prostou funkćı.

Definice prosté funkce. Funkci f nazveme prostou funkćı, pokud pro
každou dvojici x1, x2 z jej́ıho definičńıho oboru plat́ı implikace

f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2

Lemma o jednoznačnosti vzor̊u prosté funkce.Necht’ je funkce f prostá.
Pak má rovnice f(x) = a s neznámou x a parametrem a pro libovolné a ∈ R
nejvýše jeden kořen.

Důkaz. Jsou-li x1, x2 ∈ R kořeny rovnice f(x) = a, pak plat́ı f(x1) = f(x2).
Protože předpokládáme, že je funkce f prostá, plyne odtud x1 = x2. Proto
má rovnice f(x) = a nejvýše jeden kořen.

Důsledek. Je-li f prostá funkce, pak má rovnice f(x) = a jeden kořen pro
a z oboru hodnot funkce f a nemá žádný kořen pro ostatńı a.

4.3.1 Odmocnina jako inverzńı funkce

Z minulých odstavc̊u plyne, že funkce třet́ı odmocnina je inverzńı funkćı třet́ı
mocniny. Na obrázćıch uvád́ıme jejich grafy.
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Jiné je to v př́ıpadě druhé odmocniny, protože funkce druhá mocnina
nemá inverzńı funkci. Změńıme-li ale vhodně jej́ı definičńı obor, pak inverzńı
funkci mı́t bude. Na obrázku je plnou čarou graf druhé mocniny se změněným
definičńım oborem a graf funkce k ńı inverzńı – druhé odmocniny.

Ještě uvedeme formálńı definici výše zmı́něných pojmů.

Definice zúžené a rozš́ı̌rené funkce. Pokud pro funkci f s definičńım
oborem D(f) a funkci g s definičńım oborem D(g) plat́ı D(f) ⊆ D(g) a pro
všechna x ∈ D(f) plat́ı f(x) = g(x), pak nazýváme funkci f zúžeńım funkce
g na množinu D(f). Znač́ıme f = g|D(f). Funkci g nazýváme rozš́ıřeńım
funkce f na množinu D(g).

Př́ıklad. Uvažujme funkce g : x 7→ x2, x ∈ R (tedy definičńım oborem g je
množina reálných č́ısel R) a f : x 7→ x2, x ∈ [0,+∞) (tedy definičńım oborem
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f je interval [0,+∞). Pak je f zúžeńım g na interval [0,+∞), formálně
zapsáno f = g|[0,+∞).

Druhá odmocnina je inverzńı funkćı k této zúžené funkci.

4.4 Polynomy

TODO: Definice, stupeň, nulový polynom, kořen polynomu, děleńı polynomů,
rozklad polynomu na kořenové činitele. Nerozložitelné polynomy v oboru
komplexńıch č́ısel, v oboru reálných č́ısel. Maximálńı počet kořen̊u polynomu,
rovnost polynomů. (Zkratka TODO znamená, že text neńı kompletńı a bude
později doplněn.)

Nerozložitelné polynomy v komplexńım oboru jsou lineárńı polynomy (viz
přednáška z algebry). Nerozlozložitelnými polynomy v reálném oboru jsou i
některé kvadratické polynomy – viz články 16.1., 16.2. z dodatku o kom-
plexńıch č́ıslech.

Otázky. Kolik reálných kořen̊u může mı́t kvadratická rovnice? Kolik kubická
rovnice? Kolik rovnice s polynomem stupně nejvýše pět s reálnými koeficienty
a0,. . . ,a5?

a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0

Kolik rovnice s polynomem stupně nejvýše n s reálnými koeficienty a0,. . . ,an?

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

Otázka. Kolik kořen̊u x ∈ R má rovnice v závislosti na hodnotách a, b? Má
pro nějaké hodnoty a, b v́ıce jak jeden kořen?

ax+ b = 0

Otázka. Který z následuj́ıćıch polynomů nelze v reálném oboru rozložit na
součin polynomů nižš́ıch stupň̊u? Takovým polynomům budeme ř́ıkat ne-
rozložitelné polynomy.

x2 + x+ 1 x2 − x− 1 x3 + 1 x4 + 1

Úkol. Upravte polynomy na součin v reálném oboru nerozložitelných polyno-
mů.

x3 + 8 x5 − 32 x3 + 2x− 3 x8 − 1
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4.5 Racionálńı funkce

TODO: Definice, ryze lomená racionálńı funkce. Parciálńı zlomky, rozklad
racionálńı funkce na součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u. (Zkratka TODO
znamená, že text neńı kompletńı a bude později doplněn.)

Úkoly. Vyjádřete výrazy jako součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u.

x3

x2 + 1

−x2 + 2

x2 − 1

3x2 + x+ 2

x3 − 4x+ 3

1

x3(x2 + 1)

x3

(x2 + x+ 3)2



Kapitola 5

Cvičeńı na funkce a jejich grafy

Ćılem této kapitoly je procvičit pojmy vyložené v předchoźıch kapitolách a
předevš́ım upozornit na jejich vzájemné souvislosti.

5.1 Rovnice s parametrem

Začneme s dvěma funkcemi, jejichž grafy umı́me nakreslit

g : x 7→ x2 + 3x− 1 h : x 7→ x− 3

2x+ 1

a ukážeme, jak řešit, nejdř́ıve graficky a poté i početně, rovnice s neznámou x
a parametrem y. Z výsledk̊u pak urč́ıme obor hodnot funkce a pokud existuje,
tak i inverzńı funkci.

x2 + 3x− 1 = y (5.1)
x− 3

2x+ 1
= y (5.2)

63
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5.1.1 Grafické řešeńı rovnice s parametrem

Vlevo jsou spolu s parabolou

y = x2 + 3x− 1

čárkovaně př́ımky o rovnićıch

y = konstanta

Hodnoty konstanty na pravé straně
rovnice jsme vybrali tak, aby měla rov-
nice (5.1) dva kořeny, jeden kořen a
žádný kořen. Každému z kořen̊u od-
pov́ıdá pr̊useč́ık př́ımky s parabolou.

Vlevo je k hyperbole

y =
x− 3

2x+ 1

nakreslena asymptota y = 1/2. Pro
toto ypsilon nemá rovnice (5.2) řešeńı
– př́ımka (asymptota) se s hyperbolou
neprot́ıná.
Př́ımky pro ostatńı hodnoty ypsilon
(na obrázku y = −1/2 a y = 3/2) se
s hyperbolou prot́ınaj́ı v jednom bodě.

5.1.2 Početńı řešeńı rovnic s parametrem

Při řešeńı rovnic budeme postupovat obdobně jako v př́ıpadě konkrétńıho
č́ısla na pravé straně rovnice.

U rovnice (5.1) nejdř́ıv převedeme pravou stranu rovnice nalevo

x2 + 3x− 1− y = 0
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Dostali jsme kvadratickou rovnici s diskriminantem

D = 32 − 4(−1− y),

po úpravě
D = 13 + 4y

Vı́me, že kvadratická rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny v př́ıpadě D > 0,
tedy v př́ıpadě y > −13/4. Jeden reálný kořen má v př́ıpadě D = 0, tedy
y = −13/4 a v př́ıpadě D < 0, tedy y < −13/4 nemá žádný reálný kořen.

Kořeny vypočteme dosazeńım do vzorce. Dostaneme
Pro y > −13/4 má rovnice kořeny

x1,2 =
−3±

√
13 + 4y

2

Pro y = −13/4 má rovnice kořen

x = −3/2

Pro y < −13/4 nemá rovnice žádný kořen.
Výsledek výpočtu se shoduje s grafickým řešeńım, nav́ıc jsme nalezli

souřadnice vrcholu paraboly a t́ım i obor hodnot funkce g

H(g) = [−13/4,+∞)

Rovnici (5.2) vynásob́ıme jmenovatelem. Dostaneme1

x− 3 = y(2x+ 1)

Na pravé straně roznásob́ıme závorku

x− 3 = 2xy + y

Výrazy obsahuj́ıćı neznámou x převedeme na levou stranu, ostatńı výrazy na
stranu pravou a na levé straně vytkneme x

x(1− 2y) = y + 3

1Po vyřešeńı rovnice bychom správně měli ověřit, že źıskaný kořen splňuje i rovnici
před úpravou – tedy že x ̸= −1/2, pro které má jmenovatel nulovou hodnotu. Zde si stač́ı
uvědomit, že pro x = −1/2 je x− 3 ̸= 0 = y(2x+ 1).
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Pro 1− 2y = 0, tedy y = 1/2 dostaneme rovnici 0 = 7/2, která nemá řešeńı.
Pro ostatńı y dostaneme kořen rovnice vyděleńım nenulovým výrazem 1−2y

Výsledek tedy shrneme konstatováńım, že pro y ̸= 1/2 má rovnice jeden
kořen

x =
y + 3

1− 2y

a pro y = 1/2 nemá žádný kořen.
Výsledek výpočtu se shoduje s grafickým řešeńım, nav́ıc jsme nalezli

předpis inverzńı funkce

h−1 : y 7→ y + 3

1− 2y
, y ∈ R \

{
1
2

}
5.2 Daľśı př́ıklady na rovnice s parametrem

V kapitole 5.1 jsme řešili rovnice s parametrem jednoduché natolik, že jsme
je uměli vyřešit početně i graficky a výsledky jsme porovnali. Zde se bu-
deme věnovat složitěǰśım rovnićım a graf, který uvedeme na závěr, odvod́ıme
z našeho výpočtu. Úmyslně voĺıme takové funkce, při kterých budeme řešit
kvadratickou rovnici s parametrem.

5.2.1

y =
x2 − 3x+ 1

x+ 2

Rovnici vynásob́ıme jmenovatelem, vechny členy převedeme na jednu stranu
a uprav́ıme do tvaru kvadratické rovnice. Dostaneme

x2 + x(−y − 3) + (1− 2y) = 0 (5.3)

Diskriminant této kvadratické rovnice je

D = (−y − 3)2 − 4(1− 2y)

a po úpravě
D = y2 + 14y + 5

Počet kořen̊u rovnice (5.3) dostaneme vyřešeńım kvadratické rovnice D = 0
a nerovnice D > 0.
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Pro y = −7 ±
√
44 má rovnice (5.3) jeden kořen. Dosazeńım do vzorce

pak dostaneme, že tento kořen je x = (y + 3)/2, a tedy

pro y1 = −7 +
√
44 je x1 = −2 +

√
11

pro y2 = −7−
√
44 je x2 = −2−

√
11

Pro y ∈ (−∞,−7−
√
44)∪ (−7+

√
44,+∞) má rovnice (5.3) dva kořeny

x =
y + 3±

√
y2 + 14y + 5

2

Pro ostatńı y rovnice nemá řešeńı.

Z našich výpočt̊u zjist́ıme, že funkce neńı prostá, nemá tedy inverzńı
funkci a jej́ı obor hodnot je (−∞,−7 −

√
44] ∪ [−7 +

√
44,+∞). Pomoćı

y1,2 tento obor hodnot zaṕı̌seme (−∞, y2] ∪ [y1,+∞).

Výsledky ještě postupně vyneseme do grafu.
V grafu vlevo jsme vyznačili body [x1, y1], [x2, y2] a tečkovaně př́ımku

x = −2 (pro tuto hodnotu neńı funkce definovaná, graf proto vyznačenou
př́ımku neprot́ıná).

V prostředńım grafu jsme dále čárkovaně vyznačili y lež́ıćı v oboru hodnot
funkce.

V pravém grafu jsme doplnili graf funkce.
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Přesněǰśı graf źıskáme vyděleńım

x2 − 3x+ 1

x+ 2
= x− 5 +

11

x+ 2

Do grafu dokresĺıme př́ımku o rovnici
y = x− 5.
Pro velká kladná x je 11/(x+ 2) malé
kladné, a tedy graf funkce lež́ı malý
kousek nad touto př́ımkou.
Pro velká záporná x je 11/(x+2) malé
záporné, a tedy graf funkce lež́ı malý
kousek pod touto př́ımkou.
Pro úplnost uved’me, že grafem je
v tomto př́ıpadě hyperbola.

5.2.2

y =
x

x2 + 1
Prvńı úprava rovnice je obdobná jako v minulém př́ıkladě.

yx2 − x+ y = 0 (5.4)

Pro y = 0 dostáváme rovnici −x = 0 s jedńım kořenem.
Pro y ̸= 0 dostáváme kvadratickou rovnici s diskriminantem

D = 1− 4y2

Rovnice D = 0 je splněná pro y1 = 1/2 a pro y2 = −1/2, nerovnice D >
0 je splněná pro y ∈ (−1/2, 1/2). Kořeny kvadratické rovnice dostaneme
dosazeńım do vzorce.

Rovnice tedy má

pro y = −1/2 kořen x = −1

pro y ∈ (−1/2, 0) kořeny x1,2 =
1±

√
1− 4y2

2y
pro y = 0 kořen x = 0

pro y ∈ (0, 1/2) kořeny x1,2 =
1±

√
1− 4y2

2y

pro y = 1/2 kořen x = 1
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Pro ostatńı y rovnice nemá řešeńı.

Odvod́ıme odsud, že funkce neńı prostá a nemá tedy inverzńı funkci a jej́ı
obor hodnot je [−1/2, 1/2].

Výsledky opět vyneseme postupně do grafu.

Na obrázku vlevo jsme vynesli tři body grafu a čárkovaně vyznačili obor
hodnot. Na pravém obrázku je graf funkce.

5.3 Limity

Při kresleńı grafu v př́ıkladu 5.2.1 jsme vydělili mnohočleny

x2 − 3x+ 1

x+ 2
= x− 5 +

11

x+ 2
(5.5)

a pomohli si dále úvahou o hodnotách zlomku 11/(x+2) pro x bĺızké mı́nus
dvěma nebo velké kladné i záporné.

Později zavedeme pojem limity a budeme ř́ıkat, že
hodnota výrazu 11/(x+ 2) se pro x bĺıž́ıćı se

ke dvěma zprava se bĺıž́ı k plus nekonečnu
ke dvěma zleva se bĺıž́ı k mı́nus nekonečnu
k plus nekonečnu se bĺıž́ı k nule
k mı́nus nekonečnu se bĺıž́ı k nule

Nebo také budeme ř́ıkat, že limita výrazu . . . je pro x jdoućı k . . . rovna . . .
Formálně budeme x bĺıž́ıćı se ke dvěma zprava zapisovat x → 2+ a x

bĺıž́ıćı se ke dvěma zleva x → 2−. Podobně x bĺıž́ıćı se k plus nekonečnu
zaṕı̌seme x → +∞ a k mı́nus nekonečnu x → −∞.

Výroky napsané výše slovně pak zaṕı̌seme: 11/(x+2) → +∞ pro x → 2+,
a podobně ostatńı.

Podobně bychom v př́ıkladu 5.2.2 mohli upravit

x

x2 + 1
=

1

x+ 1
x
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a odtud usoudit, že pro velká x budou funkčńı hodnoty malé kladné a pro
velká záporná x budou malé záporné a ř́ıkat tedy, že limita tohoto výrazu je
pro x jdoućı k plus a mı́nus nekonečnu rovná nule.

V daľśı kapitole budeme zkoumat funkce

x 7→ x2 + 2x

x2 − 1
(5.6)

y 7→ y2

4y − 2
(5.7)

Rozebereme zde chováńı těchto funkćı v okoĺı kořen̊u jmenovatele a v okoĺı
obou nekonečen.

Při zkoumáńı funkce z (5.7) začneme úpravou

y2

4y − 2
= y2 : (4y − 2) =

1

4
y +

1

8
+

1

16y − 8

Protože je zde y nezávisle proměnná, prohod́ıme osy, tedy vodorovně na-
kresĺıme osu y a svisle osu x.

Na obrázku vlevo je tečkovaně nakres-
lená př́ımka x = y/4 + 1/8 a př́ımka
y = 1/2. Plnou čarou je vyznačena
závislost x na y na základě úvahy:
k y/4 + 1/8 přič́ıtáme 1/(16y − 8) a
to je pro y → −∞ malé záporné, pro
y → 1/2− velké záporné, pro y →
1/2+ velké kladné a pro y → +∞ malé
kladné.

Při zkoumáńı funkce z (5.6) spoč́ıtáme limity zprava a zleva v bodech ±1
a ±∞.

Pro x o málo větš́ı než jedna je čitatel x2 + 2x zhruba roven třem a jme-
novatel je kladný s hodnotou bĺızkou nule. Zlomek má tedy velkou kladnou
hodnotu. Formálně tuto úvahu zaṕı̌seme: x2+2x

x2−1
→ +∞ pro x → 1+

Pro x → 1− je jmenovatel malý záporný, a proto x2+2x
x2−1

→ −∞.
Graf pro x hodně velká (x → +∞ a x → −∞) źıskáme následuj́ıćı

úvahou: zlomek rozš́ı̌ŕıme výrazem 1/x2 (stejnou úpravu lze udělat vytknut́ım
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x2) a uprav́ıme

x2 + 2x

x2 − 1
=

1
x2 (x

2 + 2x)
1
x2 (x2 − 1)

=
1 + 2

x

1− 1
x2

Pro velká x je čitatel i jmenovatel přibližně roven jedné, tedy x2+2x
x2−1

→ 1.

Pro velká kladná x ještě můžeme doplnit: čitatel je o trochu větš́ı než
jedna a jmenovatel o trochu menš́ı než jedna, proto má zlomek hodnotu o
trochu větš́ı než jedna. Pro x velká záporná obdobnou úvahu nelze provést,
děĺıme dvě č́ısla o trochu menš́ı než jedna a výsledek tedy může být i větš́ı i
menš́ı než jedna.

Na následuj́ıćım obrázku jsou plnými čarami znázorněny výsledky našich
úvah.

Ze spojitosti vyšetřované funkce plyne, že rovnice (5.8) má pro libovolné
č́ıslo y kořen x ∈ (−1, 1). Pro y < 1 má pak ještě jeden kořen x ∈ (−∞,−1)
a pro y > 1 kořen x ∈ (1,+∞). Kořen̊u může být i v́ıce, pokud by funkce
nebyla na uvedených intervalech monotonńı.

V následuj́ıćı kapitole ukážeme, že kořen̊u v́ıce neńı. Zjist́ıme tak, že je
funkce na intervalech (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞) klesaj́ıćı a jej́ı graf tedy vy-
padá jako výše uvedená tečkovaná křivka.
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5.4 Daľśı př́ıklady na rovnice s parametrem

5.4.1

Probereme funkci, jej́ıž limity jsme spoč́ıtali v předchoźı kapitole. Řešeńı
rovnice s parametrem nám pomůže části grafu spojit.

y =
x2 + 2x

x2 − 1
(5.8)

Začneme obdobnými úravami jako v předchoźıch př́ıkladech

x2(y − 1)− 2x− y = 0

Pro y = 1 dostáváme rovnici −2x− 1 = 0 s kořenem x = −1/2.
Pro y ̸= 1 dostáváme kvadratickou rovnici s diskriminantem

D = 4 + 4y(y − 1)

který nabývá kladných hodnot pro všechny reálné hodnoty y. Rovnice má
tedy pro y ̸= 1 dva kořeny

x1,2 =
1±

√
y2 − y + 1

y − 1

Z výpočt̊u plyne, že obor hodnot funkce je množina reálných č́ısel R,
funkce neńı prostá a nemá tedy inverzńı funkci.

Graf jsme uvedli nahoře včetně úvah oṕıraj́ıćıch se o výsledky výpočtu.

Úkol. Nechte WolframAlpha vykreslit grafy funkćı

x 7→ 1 +
√
x2 − x+ 1

x− 1
x 7→ 1−

√
x2 − x+ 1

x− 1

a porovnejte s výše uvedeným grafem.

Návod. Použijte př́ıkaz Plot((1+sqrt(x*x-x+1))/(x-1)).

5.4.2

Uvedeme ještě jeden př́ıklad, ve kterém při řešeńı rovnice budeme umocňovat.
Vysvětĺıme, proč se o takové úpravě ř́ıká, že neńı ekvivaletńı. Dále v př́ıkladě
zopakujeme pojmy prostá a inverzńı funkce a souvislosti.
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y = 2x+
√
4x2 − 2x

Osamostatńıme odmocninu a umocńıme

y − 2x =
√
4x2 − 2x (5.9)

(y − 2x)2 = 4x2 − 2x (5.10)

y2 − 4xy + 4x2 = 4x2 − 2x

Všimněte si, že kvadratický člen 4x2 se odečte a dostaneme lineárńı rovnici

y2 = 4xy − 2x

y2 = x(4y − 2)

x =
y2

4y − 2

Pro y = 1/2 nemůžeme udělat posledńı úpravu. Pro toto y má rovnice před
úpravou tvar 1/4 = 0, nemá tedy řešeńı. Pro y ̸= 1/2 jsme dostali kořen
x = y2/(4y − 2).

Během řešeńı rovnice jsme při úpravě (5.9) na (5.10) umocňovali. V př́ıpa-
dě, že se strany rovnice před úpravou lǐśı znaménkem, např́ıklad L = y−2x =
−2, P =

√
4x2 − 2x = 2, neńı rovnice splněna. Po úpravě rovnice splněna je

(y − 2x)2 = (−2)2 = 4, 4x2 − 2x = 22 = 4. Umocňováńı tedy může rozš́ı̌rit
množinu kořen̊u rovnice a je třeba ověřit, zda kořeny rovnice (5.10) vyhovuj́ı
i rovnici (5.9). Obvykle ověřujeme dosazeńım kořen̊u do rovnice (zkouškou).
My zde ukážeme jiný zp̊usob ověřeńı. Využijeme následuj́ıćı tvrzeńı (lemma).

Lemma. Pokud pro č́ısla L, P ∈ R plat́ı L2 = P 2, pak je bud’ L = P nebo
L = −P .

Důkaz je jednoduchý. L2 = P 2 uprav́ıme na L2 − P 2 = 0 a dále na (L −
P )(L+P ) = 0 a odtud plyne, že bud’ je L−P = 0 nebo L+P = 0 a odtud
plyne požadované tvrzeńı. □

V našem př́ıpadě je P =
√
4x2 − 2x ≥ 0. Proto stač́ı zjistit, zda je i

L = y − 2x ≥ 0. Potom nemůže nastat př́ıpad L = −P a tedy z L2 = P 2

plyne L = P .

Zjistěme tedy, zda plat́ı L ≥ 0. Dosazeńım a úpravami dostaneme

L = y − 2x = y − 2y2

4y − 2
= y − y2

2y − 1
=

y2 − y

2y − 1
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Vyřešeńım nerovnice (y2−y)/(2y−1) ≥ 0, dostaneme2 y ∈ [0, 1/2)∪[1,+∞).

Závěr: rovnice má pro y ∈ [0, 1/2)∪ [1,+∞) kořen x = y2/(4y− 2). Pro
ostatńı y nemá rovnice řešeńı.

Ještě jsme výše sĺıbili vysvětlit, proč použ́ıváme termı́n (ne)ekvivaletńı
úprava. Jak souviśı úprava s ekvivalenćı? Při úpravách rovnice chceme, aby
množina kořen̊u rovnice před úpravou byla totožná s množinou kořen̊u rov-
nice po úpravě. Pro konkrétńı hodnotu proměnné se můžeme na každou z rov-
nic d́ıvat jako na výrok. A rovnost množin kořen̊u znamená, že jsou výroky
ekvivalentńı. Odtud název ekvivalentńı úprava.

Řešeńım rovnice jsme źıskali inverzńı funkci k funkci3

f : x 7→ 2x+
√
4x2 − 2x, x ∈ (−∞, 0] ∪ [1/2,+∞) (5.11)

Touto inverzńı funkćı je4

f−1 : y 7→ y2

4y − 2
, y ∈ [0, 1/2) ∪ [1,+∞)

Našim daľśım ćılem je načrtnout grafy funkce f i inverzńı funkce f−1.

Začneme inverzńı funkćı f−1. V minulé kapitole jsme spoč́ıtali limity jej́ıho
rozš́ı̌reńı na množinu R \ {1/2}.

g : y 7→ y2

4y − 2

a vynesli je do grafu. Vlevo dole jsme ho znovu nakreslili a tečkovanou
př́ımkou znázorňili, že funkce g neńı prostá. Inverzńı funkce f−1, která je
zúžeńım funkce g, prostá je. Pojd’me vytvořit jej́ı graf.

Definičńı obor funkce f−1 jsme źıskali z podmı́nky y ≤ 2x. Na obrázku
vpravo jsme tuto podmı́nku vyřešili graficky a řešeńı znázornili plnou čarou.

2Vyřešeńı této nerovnice necháme na čtenáři.
3Definičńı obor jsme určili z podmı́nek – odmocňujeme jen nezáporná č́ısla.
4Zde jsou definičńım oborem ta y, pro něž má rovnice y = f(x) řešeńı.
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Sestrojený graf inverzńı funkce lze považovat za plnohodnotný graf funkce
f – pokud se v něm jako v grafu funkce f dokážeme orientovat. To si ověř́ıme
v následuj́ıćım cvičeńı.

Úkol. Zvolte v grafu funkce f−1 bod na ose x a na ose y vyznačte pro toto
x hodnotu f(x).

Pokud se vám neĺıb́ı prohozené osy, můžete je vyměnit zpět. Na následu-
j́ıćıch obrázćıch je vlevo graf funkce f a vpravo graf funkce k ńı inverzńı.5

Úkol. Vyřešte stejnou úlohu pro funkci h s opačným znaménkem před
odmocninou

h : x 7→ 2x−
√
4x2 − 2x

5Pokud funkce f přǐrad́ı proměnné x proměnnou y, pak inverzńı funkce přǐrad́ı naopak
proměnné y proměnnou x. Na základńıch a středńıch školách je zpravidla vyžadováno u
inverzńı funkce přejmenováńı, my je zde neděláme, považujeme je za nepř́ınosné a naopak
sṕı̌se matoućı.
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a ukažte, že se lǐśı jen znaménkem levé strany L před umocněńım rovnice, a
tedy graf funkce h a funkce h−1 k ńı inverzńı je6

6tečkovaně jsou zakresleny grafy funkćı f , f−1



Kapitola 6

Dodatek – rovnice př́ımky,
př́ımá úměra

Pravděpodobně v́ıte, že grafem lineárńı funkce f(x) = ax + b je př́ımka.
Přemýšleli jste někdy, proč to tak je? Ćılem dodatku je pod́ıvat se na rovnici
př́ımky z r̊uzných stran a ukázat souvislost s př́ımou úměrou.

6.1 Motivačńı úlohy

6.1.1 Př́ımá úměra

Úloha. Vypočtěte mzdu za 8 hodin práce, v́ıte-li, že za 3 hodiny práce je
odměna 500,- kč.

Ze zadáńı spoč́ıtáme mzdu za jednu hodinu: 500/3 kč a vynásob́ıme ji
počtem hodin. Dostaneme 4000/3

.
= 1333 kč. Všimněte si, že rovnici př́ımé

úměry x/8 = 500/3 odpov́ıdaj́ı na grafu podobné trojúhelńıky a podobným
trojúhelńık̊um odpov́ıdá př́ımka jako graf př́ımé úměry.

77
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počet hodin

mzda

0 1 2 3 4 5 6 7 8

200

400

600

800

1000

1200

1400

6.1.2 Podobnost trojúhelńık̊u

V kapitole 2.1.2 jsme použ́ıvali k výpočtu podobnost trojúhelńık̊u. Z této
kapitoly jsme zkoṕırovali obrázek, ve kterém jsme vyjadřovali x pomoćı a, b,
h. Vid́ıte ho vlevo a vpravo je zvětšený detail dvou podobných trojúhelńık̊u
s vyznačenými shodnými úhly.

a h

b

x
a

b

h

x
φ

φ

Vztah mezi délkami stran trojúhelńık̊u můžeme odvodit dvěma zp̊usoby.

1. Pod́ıl dvojice stran z jednoho trojúhelńıku je roven pod́ılu dvojice od-
pov́ıdaj́ıćıch stran ve druhém trojúhelńıku:

b

a
=

x

h

Zde jsou trojúhelńıky nav́ıc pravoúhlé, proto je tento pod́ıl nav́ıc roven
tgφ.
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2. Koeficient podobnosti je pod́ıl velikosti obrazu a vzoru. Vyjádř́ıme ho
dvoj́ım zp̊usobem:

k =
x

b
=

h

a

V obou př́ıpadech dostaneme

x =
hb

a

6.1.3 Objem komolého kužele

V př́ıkladu v kapitole 2.1.2 jsme použili vzorec pro objem komolého kužele.
Ukážeme odvozeńı tohoto vzorce.

Na obrázku vlevo je komolý kužel s vyznačenými rozměry. Vpravo jsme
komolý kužel doplnili na kužel. Objem komolého kužele vypočteme jako
rozd́ıl objemů větš́ıho a menš́ıho kužele. Poloměry podstav obou těchto ku-
žel̊u jsme označili r1, r2 a předpokládáme, že je známe. Co neznáme, je výška
x menš́ıho kužele. Odvod́ıme ji z vyznačených podobných trojúhelńık̊u –
nahoře vid́ıme pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami x, r2, dole s odvěsnami
h, r1 − r2. Trojúhelńıky jsou podobné, protože odpov́ıdaj́ıćı strany jsou rov-
noběžné (odtud plyne rovnost odpov́ıdaj́ıćıch úhl̊u).

Z podobnosti trojúhelńık̊u plyne rovnost poměr̊u odpov́ıdaj́ıćıch stran

x

r2
=

h

r1 − r2

a odtud vyjádř́ıme

x =
r2h

r1 − r2
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h

2r1

2r2

h

r1 − r2

r2

x

Menš́ı kužel má poloměr podstavy r2 a výšku x, má tedy objem

V1 =
1

3
πr22x =

1

3
π

r32h

r1 − r2

Větš́ı kužel má poloměr podstavy r1 a výšku (část úpravy necháváme jako
úkol pro čtenáře)

h+ x = h+
r2h

r1 − r2
= · · · = r1h

r1 − r2

Objem větš́ıho kužele tedy je

V2 =
1

3
πr21

r1h

r1 − r2
=

1

3
π

r31h

r1 − r2

Objem komolého kužele vypočteme jako rozd́ıl objemů obou kužel̊u

V = V2 − V1 =
1

3
π

r31h

r1 − r2
− 1

3
π

r32h

r1 − r2
=

1

3
π
(r31 − r32)h

r1 − r2

K daľśı úpravě použijeme vzorec

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

Po dosazeńı a = r1, b = r2 dostaneme

r31 − r32 = (r1 − r2)(r
2
1 + r1r2 + r22)
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a dále
r31 − r32
r1 − r2

=
(r1 − r2)(r

2
1 + r1r2 + r22)

r1 − r2
= r21 + r1r2 + r22

Dokončeme výpočet objemu V

V =
1

3
π
(r31 − r32)h

r1 − r2
=

1

3
πh

r31 − r32
r1 − r2

=
1

3
πh(r21 + r1r2 + r22)

Dostali jsme vzorec použitý v kapitole 2.1.2

V =
1

3
πh(r21 + r1r2 + r22)

6.1.4 Lineárńı interpolace

Nı́že vid́ıte tabulku obsahuj́ıćı naměřené hodnoty vybraných vlastnost́ı vody.1

Vlastnosti vody se měńı s teplotou a tabulka obsahuje hodnoty jen pro vy-
brané teploty. Představme si situaci, kdy potřebujeme odhadnout tyto vlast-
nosti pro teplotu, která v tabulce neńı obsažena.

 
 
28 Tabulky a diagramy pro termodynamiku

Tabulky vlastností látek

olej olivový  0 
20 
100 

 
914 

 
633 

0,170 
0,169 
0,164 

 
88,403 

 
808,0 

 
0,78 

 

olej transformátorový 20 
40 
60 
80 
100 

866 
852 
842 
830 
818 

1892 
1993 
2093 
2198 
2294 

0,124 
0,123 
0,122 
0,120 
0,119 

36,486 
16,690 
8,689 
5,199 
3,789 

315,97 
142,20 
73,16 
43,15 
30,99 

0,69  

petrolej 0 
20 
50 

 
810 

 
2135 

0,156 
0,151 
0,145 

 
2,60 

  
0,96 

 

ropa 20  879  3,8  23,2    
rtuť -20 

0 
10 
20 
40 
60 
80 
100 
150 
200 
250 
300 

13 645 
13 595 
19 570 
13 546 
13 497 
13 448 
13 400 
13 351 
13 233 
13 113 
13 997 
12 897 

 
140 

 
139 

 
 
 

137 
 

136 

 
10,467 

 
9,304 

 
9,651 

0,136 
0,124 

 
0,115 
0,107 
0,102 
0,097 
0,093 

 
0,080 

 
0,074 

18,53 
16,85 

 
15,54 
14,50 
13,67 
12,98 
12,40 
11,30 
10,52 
9,95 
9,50 

 
 

0,181 5 
0,181 6 
0,184 2 
0,186 8 
0,182 2 
0,182 5 
0,183 2 
0,184 2 
0,185 4 
0,186 8 

 

toluen 
7 8C H  

-50 
0 
20 
50 
100 

928 
884 
866 
839 
789 

1507 
1633 
1675 
1800 
1968 

0,15157 
0,139686
0,134898
0,127679
0,115548

 
0,0087 
0,0068 
0,0050 
0,0034 

 
7,68 
5,86 
4,20 
2,71 

 
 

1,08 

 

2.4 Vlastnosti vody při tlaku 0,1 MPa 
t    pc    610   310   310   Pr  

 C  3

kg
m
 
  

 J
kg K
 
  

 W
m K
 
  

 
2m
s

 
 
 

  Pa s  1
K
 
  

    

0 999,9 4 225,7 0,558 1,794 1,793 6 -0,07 13,57 
5 1000,0 4 206,5 0,567 1,535 1,534 7 0,015 11,35 
10 999,7 4 194,7 0,577 1,297 1,296 4 0,090 9,42 
15 999,1 4 186,8 0,587 1,137 1,135 6 0,154 8,10 
20 998,2 4 181,7 0,597 0,995 0,993 4 0,208 6,97 
25 997,1 4 178,4 0,606 0,883 0,880 6 0,256 6,08 
30 995,7 4 176,3 0,615 0,796 0,792 4 0,302 5,38 
35 994,1 4 175,5 0,624 0,724 0,719 8 0,344 4,81 
40 992,3 4 175,5 0,633 0,663 0,658 0 0,386 4,34 
45 990,2 4 176,3 0,639 0,611 0,605 1 0,422 3,94 
50 988,1 4 177,6 0,647 0,562 0,555 0 0,457 3,58 
55 985,7 4 179,3 0,652 0,517 0,509 9 0,490 3,27 
60 983,2 4 181,6 0,658 0,480 0,471 7 0,522 2,99 
65 980,6 4 183,9 0,663 0,444 0,435 4 0,554 2,74 
70 977,8 4 186,8 0,667 0,413 0,404 0 0,584 2,53 
75 974,9 4 190,1 0,651 0,386 0,376 6 0,614 2,35 
80 971,8 4 193,9 0,673 0,362 0,352 0 0,642 2,19 
85 968,7 4 197,7 0,676 0,339 0,328 1 0,670 2,04 
90 965,3 4 201,9 0,678 0,320 0,308 9 0,697 1,91 
95 961,9 4 206,0 0,680 0,304 0,292 2 0,723 1,80 
100 958,4 4 210,7 0,681 0,290 0,277 5 0,749 1,72 

 

1Tabulka je zkoṕırovaná z textu pro studenty fakulty strojńı.
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Budeme odhadovat hustotu vody při teplotě T = 22◦C a tlaku p =
0.1MPa. V tabulce najdeme interval obsahuj́ıćı teplotu T a vyneseme hod-
noty hustoty do grafu. Pro větš́ı názornost jsme vynesli i hodnoty pro nejbližš́ı
okolńı teploty.

15 20 25 30

999.1

998.2

997.1

995.7

T [◦C]

ϱ
[k
g
/m

3
]

Z tabulky je vidět, že hustota vody od teploty 5◦C s rostoućı teplotou
klesá.2 Z bod̊u vynesených do grafu pak vid́ıme, že závislost hustoty na tep-
lotě je v daném intervalu (tedy mezi 15◦C a 30◦C) přibližně lineárńı. To
nás vede k použit́ı metody nazvané lineárńı interpolace: Tabelované hodnoty
prolož́ıme lomenou čárou, t́ım jsme funkci vyjadřuj́ıćı závislost hustoty vody
na teplotě nahradili po částech lineárńı funkćı. Hustotu vody pro teplotu
T = 22◦C pak můžeme odhadnout z grafu a pokud chceme dosáhnout větš́ı
přesnosti, tak hodnotu vypočteme. V daľśım ukážeme, jak.

2Je to tak i mezi nula a deseti stupni? Jak se tento jev nazývá? Jak ovlivňuje zimńı
krajinu?
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V následuj́ıćım grafu jsme označili teploty T1, T2 a odpov́ıdaj́ıćı hustoty
ϱ1, ϱ2. Dále jsme do grafu vynesli teplotu T a j́ı odpov́ıdaj́ıćı hustotu ϱ a
v grafu jsme vyznačili strany dvou podobných trojúhelńık̊u. Z podobnosti
trojúhelńık̊u plyne rovnost poměr̊u odpov́ıdaj́ıćıch si stran

ϱ1 − ϱ

T − T1

=
ϱ1 − ϱ2
T2 − T1

Odtud vyjádř́ıme ϱ: nejdř́ıve rovnici vynásob́ıme jmenovatelem levé strany

ϱ1 − ϱ =
ϱ1 − ϱ2
T2 − T1

(T − T1)

15 T1 = 20[◦C] T2 = 25[◦C] 30T

999.1

ϱ1 = 998.2

ϱ2 = 997.1

995.7

ϱ

ϱ
1
−

ϱ

T − T1

ϱ
1
−

ϱ
2

T2 − T1

T [◦C]

ϱ
[k
g
/m

3
]

a v daľśım kroku vyjádř́ıme ϱ (přičteme ϱ, odečteme pravou stranu a
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vyměńıme strany rovnice)

ϱ = ϱ1 −
ϱ1 − ϱ2
T2 − T1

(T − T1)

Př́ıpadně ještě vytkneme mı́nus z výrazu ϱ1−ϱ2 a převedeme rovnici do tvaru

ϱ = ϱ1 +
ϱ2 − ϱ1
T2 − T1

(T − T1) (6.1)

6.1.5 Převod stupň̊u Celsia na stupně Fahrenheita

Teplotám nula a sto ve stupńıch Celsia odpov́ıdaj́ı ve stupńıch Fahrenheita
teploty 32◦F , 212◦F . Převod mezi těmito dvěma stupnicemi je lineárńı a
naš́ım ćılem je tento převod odvodit.

0 100TC

32

212

TF

T [◦C]

T
[◦
F
]
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Do grafu jsme vynesli teploty a k odvozeńı opět použijeme podobnost
trojúhelńık̊u a z ńı plynoućı rovnost poměr̊u stran. Dostaneme

TF − 32

TC − 0
=

212− 32

100− 0

a odtud po úpravách
TF = 32 + 1.8 TC (6.2)

6.1.6 Sečna, tečna a Lagrangeova věta o středńı hod-
notě

Nı́že vid́ıte graf funkce f na intervalu [a, b] – grafem je červená křivka. Do
grafu jsme modrou barvou zakreslili sečnu grafu procházej́ıćı body [a, f(a)],
[b, f(b)].

a b

f(a)

f(b)

x

y

Jedńım z teoretických nástroj̊u, který budeme použ́ıvat, je Lagrangeova3

věta o středńı hodnotě, ve které tvrd́ıme, že v intervalu [a, b] existuje bod,
v němž je tečna ke grafu funkce rovnoběžná s touto sečnou.

3Podle matematika a astronoma Josepha Louise Lagrange (1736–1813), čteme lagranže,
lagranžova věta.
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Tento bod i s tečnou jsme nakreslili do následuj́ıćıho obrázku. Při d̊ukazu
Lagrangeovy věty4 použijeme pomocnou funkci F , kterou źıskáme jako rozd́ıl
hodnoty na sečně a funkčńı hodnoty funkce f . Do grafu jsme vyznačili hod-
notu F (x) pro x rovno c, d.

K výpočtu F (x) potřebujeme rovnici sečny, kterou opět źıskáme použit́ım
podobnosti trojúhelńık̊u a odtud odvozeného vztahu

y − f(a)

x− a
=

f(b)− f(a)

b− a
(6.3)

a bc d

f(a)

f(b)

F (c)

F (d)

x

y

Vyjádř́ıme odtud y

y = f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
(6.4)

a odtud dostaneme vztah pro pomocnou funkci F

F (x) = y − f(x) = f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
− f(x)

4Matematická věta je tvrzeńı, o jehož platnosti jsme se přesvědčili jeho d̊ukazem.
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6.1.7 Shrnut́ı

Ćılem motivačńıch př́ıklad̊u bylo ukázat souvoslost pojmů př́ımá úměra, po-
dobnost troúhelńık̊u, lineárńı funkce, př́ımka jako graf př́ımé úměry.

V daľśı kapitole ještě jednou zopakujeme odvozeńı rovnice př́ımky a při-
dáme daľśı detaily.

6.2 Rovnice př́ımky

Odvod́ıme rovnici př́ımky určené dvěma r̊uznými body A = [xA, yB], B =
[xB, yB].

Nejdř́ıv probereme př́ıpad, ve kterém maj́ı body A, B stejnou x-ovou
souřadnici, tedy pro př́ıpad xA = xB. Př́ımka jimi určená je kolmá k ose x,
neńı grafem žádné funkce a má rovnici x = xA.

xA

yA

yB

A = [xA, yA]

B = [xB , yB ]

x

y

Dále probereme př́ıpad bod̊u, kdy je druhý vpravo nahoře od prvńıho –
pro jejich souřadnice plat́ı xA < xB, yA < yB. Na obrázku je kromě př́ımky
AB ještě X = [x, y] lež́ıćı na př́ımce mezi body A, B. Dále jsou na obrázku
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vyznačeny dva podobné trojúhelńıky, pro jejichž strany plat́ı

y − yA
x− xA

=
yB − yA
xB − xA

(6.5)

xA xB

yA

yB

A = [xA, yA]

B = [xB , yB ]

A = [xA, yA]

X = [x, y]

x

y

Hodnotu výraz̊u v (6.5) nazýváme směrnićı př́ımky. Označ́ıme ji k a vy-
jádř́ıme pomoćı souřadnic bod̊u na př́ımce

k =
yB − yA
xB − xA

(6.6)

Rovnici př́ımky pak můžeme zapsat ve tvaru

y = yA + k(x− xA) (6.7)

Úlohy.
Ze vztah̊u (6.5), (6.6) odvod’te vztah (6.7).
Napǐste rovnici př́ımky procházej́ıćı body [2, 1], [4, 5].

Výše jsme odvodili vztahy pro speciálńı polohu bod̊u. Na daľśıch obrázćıch
ukážeme, že odvozené vztahy plat́ı i v obecné poloze.
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xA xB

yA

yB

X = [x, y]

B = [xB , yB ]

A = [xA, yA]

x

y

Uvažujme bod [x, y] vlevo od
bodu [xA, yA]. Z podobnosti
trojúhelńık̊u dostaneme

yA − y

xA − x
=

yB − yA
xB − xA

,

což je ekvivalentńı vztahu
(6.5).

Úloha.
Uvažujte i daľśı pořad́ı bod̊u A, B, X na př́ımce a ukažte, že vždy dostanete
vztah ekvivalentńı vztahu (6.5).

Rozebereme ještě př́ıklad
”
klesaj́ıćı“ př́ımky, tedy př́ıpad xA < xB, yA >

yB.

xA xB

yA

yB

A = [xA, yA]

B = [xB , yB ]

x

y

xA xB

yA

yB

A = [xA, yA]

B = [xB , yB ]

X = [x, y]

X = [x, y]

x

y

K nim jsou na obrázku vpravo zvoleny daľśı dva body a čárkovaně do-
kresleny podobné trojúhelńıky. Pro bod vlevo plat́ı

y − yA
xA − x

=
yA − yB
xB − xA

,

pro bod vpravo
yA − y

x− xA

=
yA − yB
xB − xA

.
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Obě rovnosti lze vynásobeńım mı́nus jedničkou upravit na (6.5).

Posledńı př́ıpad je yA = yA. Př́ımka je rovnoběžná s osou x a má rovnici
y = yA. Rozmyslete si, že tuto rovnici dostaneme jako speciálńı př́ıpad výše
uvedených vztah̊u.

Závěr. Př́ımka určená dvěma r̊uznými body A = [xA, yA], B = [xB, yB] má
v př́ıpadě xA = xB rovnici x = xA a v př́ıpadě xA ̸= xB rovnici (6.7), kde za
k dosad́ıme č́ıslo vypočtené z (6.6).

6.3 Geometrický význam koeficient̊u

Odvod́ıme geometrický význam koeficient̊u a, b v rovnici y = ax+ b.

Dosazeńım x = 0 dostaneme y = b. Proto prot́ıná př́ımka o rovnici y =
ax+ b osu y v bodě [0, b].

Pro zjǐstěńı geometrického významu koeficientu a budeme potřebovat dva
body př́ımky. Jejich souřadnice splňuj́ı rovnice y1 = ax1 + b, y2 = ax2 + b.
Odečteńım rovnic dostaneme y2 − y1 = a(x2 − x1) a po daľśı úpravě

a = (y2 − y1)/(x2 − x1) (6.8)

tedy vztah (6.6), který jsme výše odvodili geometricky. Na následuj́ıćıch
obrázćıch ukážeme geometrický význam č́ısla a.

Na obrázku je vyznačen úhel φ v pravoúhlém
trojúhelńıku s tečkovanými odvěsnami a pl-
nou přeponou. Ve vztahu (6.8) jsou v čitateli
a jmenovateli velikosti odvěsen, odkud do-
staneme

a = tgφ
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Protože př́ımka sv́ırá s rovnoběžkami stejný
úhel, dostáváme význam koeficientu u x:
je roven tangentu úhlu, který sv́ırá př́ımka
s osou x.a

aPro př́ımku v obecné poloze je to úhel od kladné
poloosy proti směru hodinových ručiček k př́ımce.
V geometrii uvažujeme mezi př́ımkami vždy ostrý
nebo pravý úhel, zde však záporné směrnici a od-
pov́ıdá tupý úhel φ.

Ještě ukážeme význam koeficientu a v řeči
př́ır̊ustk̊u. Na obrázku jsme zvolili př́ır̊ustek
proměnné x roven jedné. Koeficient a je pak
roven odpov́ıdaj́ıćımu př́ır̊ustku y.
Zároveň jsme na ose y vyznačili absolutńı
člen b.

6.4 Graf lineárńı funkce

V předchoźı kapitole jsme ukázali, že každá př́ımka má rovnici bud’ x =
konstanta nebo (6.7).

Úloha. Diskutujte, zda odtud plyne, že každá rovnice (6.7) je rovnice př́ımky.
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www.karlin.mff.cuni.cz/~jvesely/ma11-12/MA_I/ppma.pdf.

93



Rejstř́ık
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