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Kapitola 1

Uvod

V textu se budeme zabyvat funkcemi jedné realné proménné. V této ivodni
kapitole vylozime, co to funkce je, a nastinime, co vSechno nas na funkcich
bude zajimat.

1.1 Co je to funkce

Historicky byla funkce piedpis, napf. f(z) = x?. Dnes pod pojmem funkce
rozumime zavislost mezi dvéma proménnymi, kterda muze, ale nemusi byt
ddna jednim predpisem. Tyto struéné historické poznamky cerpame z [2],
4.4.7, zvidavy ctenar tam najde dalsi podrobnosti.

1.1.1 Od predpisu funkce k jejimu grafu

Funkce zadané (jednim) pfedpisem nazyvame elementdrmimi funkcemi. Zkou-
mani téchto funkei bude jednim z nasich cilu, ale nikoliv jedinym.
Prikladem funkci zadanych jinak nez jednim ptfedpisem jsou funkce f, g,

2—22 <1 2—22 r<1
ro={2" 15 ww={277 050 aw
Dirichletova funkce ¢
1 2€Q
5(”’")_{0 r€R\Q

nebo funkce zadané empiricky jako napiiklad prubéh teploty naméfené me-
teorologickou stanici v zavislosti na case.

7
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Dilezitym pojmem je graf funkce. Na obrazku jsou grafy funkei z (1.1).

2 4 3 .
1.5 |
2,,
= 1 =
= Y
05 | 1
of o/
1 0 1 2 3 1 0 1 2 3
X X

Grafem Dirichletovy funkce jsou dvé ,fidké“ primky.

Ve vyse uvedenych piikladech jsme predpokladali, ze ¢tenar vi, co je graf
funkce. Napisme jeho definici — nejdiive slovy a nize pomoci matematickych
symbolu: Graf je podmnozina roviny, pritom body v roviné popisujeme po-
moci soufadnic — dvojic redlnych ¢isel [z, y]. Graf funkce f je pak mnozina G,
kterd obsahuje dvojice [x,y] splnujici: x je prvkem defini¢niho oboru funkce
f; v je rovno funkéni hodnoté f(x). Pomoci matematickych symbolu graf
zapiSeme

G={lz,y] eR*:z € D(f) Ay = f(2)}

Mnozinu vsech dvojic — kartézsky souc¢in R x R jsme oznacili zkrdcené R2,
defini¢ni obor jsme oznacili D( f). Konjunkei A (a zdroven) casto nahrazujeme
v zapise c¢arkou:

G ={lz,y) eR*:z € D(f),y = f(x)}

1.1.2 Od grafu k predpisu funkce

Nékdy se funkce definuje primarné jako jeji graf, tedy mnozina dvojic re-
dlnych ¢isel [z,y] € R? takovd, Ze k ¢islu x lez{ na tomto grafu maximalné
jeden bod [z, y]. Jinak fe¢eno, lezi-li body [z, 1], [z, y»] na grafu funkce, musi
platit y; = y». Formalné zapsdno G C R? je grafem funkce, pokud plati

V2,51, 42 € R)(([2,91] € G A [2,90] € G) = 41 = w2).

Cteme: pro kazdou trojici redlnych ¢isel z, y1, yo z platnosti [z,y1] € G,
[z, y0] € G vyplyva y1 = ya.
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Rozmyslete si, ze bez implikace (tj. bez pouziti slova vyplyva) lze tvrzeni
zformulovat: pro kazdou trojici redlnych ¢éisel x, y1, yo spliujicich [z, 1] € G,
[, y2] € G plati y1 = y».

Teprve z grafu funkce je poté odvozen ptedpis a definiéni obor funkce.
Cislu z € R piifadime ¢islo y spliwjici [,y] € G. Definiénim oborem je
mnozina ¢isel x, pro néz existuje ¢islo y takové, ze [x,y] € G.

Vysvétlime na nasledujicich grafech.

DD

Budeme prochéazet obrazky zleva doprava.

1. Naobrazku je ¢tvrtkruznice, ktera je grafem funkce s definicnim oborem
D = [0,1]. Piedpis funkce dostaneme z rovnice kruznice z? + y* =
1 vyjadienim y = ++/1 — 2. V prvnim kvadrantu je y > 0 a tedy
dostavame predpis y = /1 — x2.

2. PulkruZnice na obrazku neni grafem funkce. Jeji rovnice je 2% + y? =
1, x € [0,1]. Pro z € [0,1) pulkruznice obsahuje dva ruzné body

[z, V1 —2?], [x,—V1 — 2?].

3. Kiivka na tfetim obrazku je vétev hyperboly o rovnici y = 1/z. Na
obrazku je vidét jen jeji ¢ast, ale uvazujme ji jako graf funkce celou.
Defini¢ni obor této funkce je D = (0, +00).

4. Na obréazku je graf po ¢astech konstantni funkce s definicnim oborem
(a,b) U (b, c). Jingm zpusobem muzeme tento obor zapsat (a,c)\ {b}. !

5. Na obréazku tvori graf funkce ¢tyti body. Defini¢ni obor funkce je ¢tyt-
prvkovd mnozina {a, b, ¢, d}.

Ukol. Uved'te dalsf priklady funkei jak elementarnich, tak ostatnich. Nejlépe
takové, které popisuji zavislost fyzikalnich, geometrickych, ptripadné jinych
Jredlnych® velicin. Dale uvedte pitklady mnozin G C R? a urcete, zda jsou
grafem funkce a pripadné urcete defini¢ni obor a ptredpis funkce.

Prvni zpiisob je sjednoceni dvou otevienych intervalii, druhy je rozdil intervalu a
jednoprvkové mnoziny.
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1.1.3 Dalsi terminologie

Vyse mluvime o funkci jako vztahu dvou proménnych. Jednu z proménnych
zpravidla oznacujeme x a nazyvame ji argumentem funkce, proménnou funk-
ce, vzorem a ve stfedoskolskych ucebnicich zpravidla nezavisle proménnou.
Druhou proménnou zpravidla oznacujeme y nebo f(z) (pro funkei pojme-
novanou f) a nazyvame ji funkcni hodnotou, obrazem a ve stredoskolskych
ucebnicich zpravidla zavisle proménnou. Pokud maji proménné néjaky vy-
znam, tteba geometricky (délka, obsah, soutadnice, ... ) nebo fyzikalni (cas,
rychlost, sila, teplota, ... ), ¢asto pouzijeme misto x, y znaceni dané veli¢iné
odpovidajici. Napiifklad oznac¢ime ¢as ¢, vzdalenost s a s = 1/2gt? je zavislost
drdhy na case pfi pohybu v gravitaénim poli intenzity g. Nebo oznacime
délku hrany krychle a, objem krychle V a V = a?® je zévislost objemu na
délce hrany.

Pojmy (terminy) vzora obraz znate z geometrie pii zobrazovéani (posunuti,
otoceni, zrcadleni). Funkce je specidlnim typem zobrazeni, kde vzory a obrazy
jsou cisla.
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1.2 Co budeme na funkcich zkoumat

Bude nés zajimat zména funkéni hodnoty pfi zméné proménné. Vysvétlime
na piikladech.

1.2.1 Priklady na prirtstek funkce

a+ Aa

Priiklad. Obsah ¢tverce o strané a je roven
O = a?. Zménou velikosti strany o Aa dosta-
neme obsah (a + Aa)?, po tiprave

(a+ Aa)? = a® 4 2aAa + (Aa)?

Jednotlivé séitance vidime na obrazku jako
obsahy dvou obdélniku o stranach a, Aa a
¢tverce o strané Aa. Obsah ¢tverce se zméni o

0 AO = 2aAa + (Aa)?

Priklad. Uvazujme tézky predmét o hmotnosti m, ktery pusobi silou F' = mg
na podlozku o obsahu O. Tlak této podlozky na jeji podlozi je p = F/O.
Vypocteme, jak se zmeéni tlak pfi zméné obsahu podlozky. Pritom uvazujeme
pouze vahu predmétu, proto je sila F' konstantni, zménu vahy desky za-
nedbame. Tlak se zméni na

o
O+ A0

Chceme-li spocitat zménu tlaku, odecteme od sebe novou a starou hodnotu
a upravime

F F _FO—(O+AO)F FO-OF—-AOF  —FAO

O+AO O  0(0+A0) —  0(0+A0) 0(0 + AO)

Vidime, ze kladné hodnoté AO odpovida zapornd zména tlaku, tedy vlastné
pokles tlaku. To odpovida fyzikalni predstavé — pii rozlozeni vahy na vétsi
plochu se tlak zmensi.

Ukazeme, jak se vySe uvedené zobrazi na grafech funkci.
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Na grafu funkce O = a? je zndzorné-
na zména proménnych a, O.

Cislo Aa budeme nazyvat priristkem
proménné a, Cislo AO prirustkem
funkce (ptesnéjsi by asi bylo fikat
prirustek funkéni hodnoty, ale moc
se to nepouzivd).

Na grafu funkce p = F/O je znézor-
néna zmeéna promeénnych O, p.

Zde je funkce klesajici a tedy prirus-
tek funkce Ap je zaporny.

Zatim jsme uvazovali kladny prirustek proménné. Na nasledujicim obraz-
ku je prirustek proménné Aa zaporny, coz odpovida zmensSeni strany ¢tverce.
Protoze je funkce O = a? rostouci, tak je zdporny i pifristek funkce AO.

1.2.2 Shrnuti

O+ AO +

AO

a+ Aa a

Na prikladech jsme vysvétlili pojmy prirustek proménné a prirustek funkce.
V dalsich kapitolach budeme pracovat s témito pojmy a se vztahy mezi nimi.
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1.3 Spojitost funkce

K vylozeni pojmu spojitost funkce si pripomenme funkce f, g z kapitoly 1.1.1 a
jejich grafy, do kterych dokreslime ptirustek proménné Az a prirustek funkce
Ay.

2 3 %
1.5 ¢
> 2
— J > 4] <
0.5 AL
At Ax Ar Az
0 | | | | 0 | | | |
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
T T

Pojem spojitosti se vyvijel, kdysi byly obé funkce f, g povazovany za
nespojité v bodé x = 1, protoze se v tomto bodé méni funkéni predpis. 2

V soucasné dobé chapeme pojem spojitosti funkce jinak a vychazime ze
vztahu pifristki. V piipadé funkce g ,malym*“3 hodnotdm Az odpovidaji
,malé* hodnoty Ay. V ptipadé funkce f je tomu stejné pro kladné Az, ale
pro zaporné Az je tomu jinak: ,malému“ Ax odpovida Ay, které je vétsi nez
0.5.

Podle soucasné definice spojitosti neni funkce f v bodé x = 1 spojita
zatimco funkce g ano. Presna definice pojmu spojitosti je pomérné obtizna a
uvedeme ji pozdéji.

Dalsim pifkladem nespojité funkce je zaokrouhlovaci funkce. Cisla do 0.5
zaokrouhlime dolu na nulu. Cisla od 0.5 do 1.5 zaokrouhlime na jednicku,
atd. .... Grafem této zaokrouhlovaci funkce jsou tsecky a body nespojitosti
funkce jsou 0.5, 1.5, atd. ....

2Cerpame z poznamek 4.4.7 z [2] jez jsme jiz zminili vyse.
3Uvozovkami chceme zdliraznit znaénou vagnost, nepfesnost, pojmu ,,maly“.
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2 O—=n
1.5 ¢
3 1 =
g
0.5
0 - :
0 1 2
x

1.4 QOdstranitelna nespojitost

Odstranitelnou nespojitost vysvétlime na prikladech. Za¢neme jednoduchym
piikladem funkce, u které lze zkracenim zlomku rozsitit definiéni obor. Dalsi

VVVVVV

definujeme pojem odstranitelné nespojitosti.

1.4.1 Priklad

Nakreslime graf funkce f
1= x?

fz) = (1.2)

1—=x

Definiéni obor jsou z € R, pro néz ma vyraz smysl, tedy vSechna kromé
jednicky. Vyraz v citateli lze rozlozit na soucin a poté pro x # 1 pokratit se
jmenovatelem

-2 (1-
x :( x)(l—i—x):l_'_x
1—2z 1—=x

Grafem tedy bude ptimka o rovnici y = 1 + x bez jednoho bodu.

Pfidénim bodu [1, 2] do grafu funkce dostaneme graf funkee f(z) = 1+z.
Funkee f, f se lisf definiénim oborem: zatimco definién{ obor f je mnozina
realnych ¢&isel,? tak definiéni obor funkce f je mnozina redlnych éisel bez bodu
1.5

4Pomoci matematickych symboli zapiseme: D(f) =R, D(f) =R\ {1}.
5Bodem méme na mysli bod na ose . Bé&zné budeme mluvit o chovani funkce v bodé —
spojitosti v bodé, limité v bodé, te¢né v bodé. Bod v roviné ma dvé souradnice a napiiklad
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Cim se funkce nelisf, jsou funkéni hodnoty v bodech priniku obou de-
finicnich oboru. Funkei f; splnujici

D(f1) 2 D(f2),° Vo € D(f2) : fi(z) = falz)"

budeme nazyvat rozsirenim funkce fy. Funkce f je tedy rozsitenim funkce f.
Graf f je primka.

Pokud bychom pfidali jiny bod, napiiklad [1, 1], dostali bychom funkci 1,
jejiz predpis vidite nize.

fo={17" 17 (1.9

Funkee f, f jsou obé rozsffenim funkce f. Funkce f je navic v bodg,
ve kterém jsme funkci f rozSitfovali, spojitd, proto ji nazyvame spojitym
rozsirenim funkce f.

1.4.2 Dalsi priklad

Dalsim ptikladem je funkce

fa) =2 R (o)

v pripadé teény bézné mluvime o te¢né v bodé xy a z geometrického hlediska mé tecny
bod soutadnice: [zg, f(z0)].
6Cteme: D(f1) je nadmnozinou D(fy), pifpadné: D(f2) je podmnozinou D(f;).
"Cteme: pro véechna = z D(fy) plati fi(z) = fao(x), pifpadné: pro viechna x z de-
finiéntho oboru funkce f5 jsou si funkéi hodnoty x funkei fi, fo rovny.
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Na obrazku vidite graf, hodnoty sinu pocitame v radidanech. Funkce neni
definovand v nule. Miizeme ji v nule spojité rozsifit hodnotou jedna®

ﬂw:{lx iig

0.2 |
;%—2 2\%/ﬁ 8 10
—0.2 |

1.4.3 Méné intuitivni priklad

K objasnéni pojmu spojitost uvedeme méné intuitivni piiklad funkci f, g,
jejichz predpisy vidite nize.

f(z) =sin(1/x), g(x) = zsin(1/x)
Kofeny? téchto funkef ziskdme z rovnice
1)z = km, keZ

ze které vyjadiime z

r = —

km

kofeny jsou tedy v bodech 1/m, 1/(2m), 1/(3w), 1/(4x), 1/(57), ...a mezi
nimi jsou vzdy body 1/(1.57), 1/(2.57), 1/(3.57), 1/(4.57), ve kterych funkce

8Pro¢ zrovna hodnotou jedna si ukdzeme pozdéji, souvisi to s pouzitim radidnd. P#i
pouzit{ stupniu bychom dostali hodnotu 7/180 = 0.017.

9Kofenem funkce f nazyvdme koten rovnice f(z) = 0. Kofeniim odpovidaji na grafu
jeho pruseciky s osou x.



1.4. ODSTRANITELNA NESPOJITOST 17

g nabyva hodnoty 1, nebo —1 a funkce h hodnoty x, nebo —z. Grafy tedy
velmi rychle kmitaji v okoli nuly. Na grafu jsou teckované znédzornény primky

y=x,y=—=x.

1 — f(z) =sin(1/z) |
—g(z) = xsin(1/x)
0.5
015 1 115 2 2i5 3
—0.5
1

V bodé z = 0 tyto funkce nejsou definované. Pokud chceme, muzeme je
v tomto bodé rozsitit. Vzniknou tim nové funkce, které oznacime f, g.

flo) = {sin(é/x) i i 8 i(z) = {xsin(()l/x) i 7: 8 (1.4)

Pojd'me rozebrat, jestli jsou tato rozsiieni spojit4.
Protoze pro hodnoty = ,blizké* nule jsou hodnoty g(x) ,blizké“ §(0), je
funkce g spojita v bodé nula. Funkce g je tedy spojitym rozsitenim funkce g.
Funkce f nabyvd v bodé 0 hodnoty f(0) = 0 a pro hodnoty z ,blizké*
nule nabyvéa hodnot az jedna a minus jedna (ve vySe zminovanych bodech
1/(1.57), 1/(2.57), 1/(3.57), 1/(4.57), ...). Proto nenf funkce f spojité
v bodé nula a je sice rozsitenim funkce f, ale neni jejim spojitym rozsitenim.

1.4.4 Shrnuti

K pojmu spojitost jesté uvedeme, ze elementarni funkce (tedy funkce zadané
jednim funkénim predpisem, které znéte ze stiedni skoly) jsou na svych de-
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finiénich oborech spojité. Ptiklady nespojitych funkci tedy muzeme dostat
jen v pifpadé funkei definovanych vice vztahy.'?

Pokud funkce neni v bodé zy spojitd, ale lze ji v tomto bodé spojité
rozsitit, fikame, ze ma funkce v bodé xg odstranitelnou nespojitost. V této ka-
pitole jsme uvedli piiklady odstranitelnych nespojitosti: funkce f definovand
v (1.3) ma odstranitelnou nespojitost v bodé x = 1 a funkce ¢g definovand
v (1.4) mé odstranitelnou nespojitost v bodé z = 0.

1.5 Limita funkce

S pojmem spojitosti tzce souvisi pojem limita. Napiiklad funkce f(z) =
(z? — 1)/(x — 1) zminovana vySe neni definovand v bodé x = 1, ale m4
v tomto bodé limitu rovnu f (1) = 2. Zjednodusené to znamend, Ze pro x
blizké jedné je f(x) blizké dvéma.

Dalsim piikladem funkce majici limitu je vySe zminovand funkce g(x) =
zsin(1/z). V bodé nula m4 limitu rovnu nule.

Piiklad funkce nemajici limitu je f(z) = sin(1/x) v bodé nula. Vysvétlime
pro¢: pro velkd k£ € N jsou obé xy = 1/(n/2 + 2km) a x_ = 1/(—7/2 +
2km) ,hodné blizko“ nule a zaroven je f(zy) = sin(1/z;) =1 a f(z_) =
sin(1/x_) = —1. Neexistuje tedy zadné redlné ¢islo, kterému by byly hodnoty
f(z) ,blizké“ pro ,vsechna x blizkd“ nule.

Dalsi vyse zminovand funkce f(z) = (sinz)/x mé v nule limitu. Hodnota
limity zavisi na jednotkach, které zvolime pro vypocet sinu. Obloukova mira
(radidny) se vyznacuje tim, ze hodnota této limity je rovna jedné. V nékteré
z dalsich kapitol tuto skutecnost ukazeme. Pfipomeneme si pritom, jak je
obloukova mira definovana.

1.5.1 Nevlastni limity, jednostranné limity

Vyse uvedené limity popisuji chovani funkce v okoli bodu zg € R, a to takové
chovéni, kdy funkén{ hodnoty jsou blizké hodnoté L € R pro z blizké z,. Cislo
L nazyvame limitou funkce v bodé z.

Pojem limita funkce zahrnuje i piipady, kdy nékteré z cisel zq, L, nebo

10 Jako napiiklad v (1.1), (1.3), (1.4).
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piipadné obé, jsou nekonecné. Vysvétlime na funkci f a jejim grafu.

1
f(x):;;il

Pro z velké kladné je funkéni hod-
nota blizka jedné poloviné. Rikame,
ze mé funkce f v bodé +oo limitu

N— rovinu 1/2 a o limité mluvime jako o

vlastni limité v nevlastnim bodé.

T Ptedpona ne ve slové nevlastni o-
\ znacuje nekone¢nou hodnotu.

Podobné je limita funkce f v bo-
dé —oo rovna 1/2.

Ukol. Zodpovézte otazky: Jak se jmenuje kiivka, kterd je grafem funkce f7
Jaky ma tato kiivka vztah k piimce o rovnici y = 1/27 A jak vztah kiivky a
primky souvisi s nevlastnimi limitami, o kterych se pise vyse?

Nevite-li si rady, tak nacrtnéte graf funkce f, popiste osy, dokreslete na
né meritko a nac¢rtnéte i primku o rovnici y = 1/2.

V bodé x = —1/2 neni funkce f definovand a v jeho okoli nabyva velkych
hodnot. Pro x o trochu vétsi nez 1/2 jsou funkéni hodnoty velké kladné —
fikdme, ze ma funkce v bodé x = —1/2 zprava limitu rovnu +o00 a mluvime
o nevlastni limité ve vlastnim bodé.

Podobné: v bodé z = —1/2 zleva m4 funkce limitu rovnu —oc.

Ukol. Zodpovézte stejné otdzky jako vyse pro piimku o rovnici z = —1/2.

Jesté jeden graf a pifklad: x — 21/*11,

HTento zépis ¢teme: funkce prifadi ¢islu z éislo 21/, Vsimnéte si, ze jsme funkci nepo-
jmenovali.



20 KAPITOLA 1. UVOD

Limita v bodé = = 0 zleva je rovna
nule, zprava je rovna +0o0.

Z grafu lze tusit i limity v bodech
+o0o. V kapitole o limitach sloze-
né funkce si vysvétlime, ze jsou o-
bé rovny jedné. Pokud se nad ni-
mi chcete zamyslet uz ted, tak si

rozmyslete, jakych hodnot nabyva
-\ viraz 27 pro  hodné velké kladné,

pripadné hodné velké zaporné.

Ukol. Jednostranné limity v nule jsme urcili z grafu. Urcete je bez grafu jen
z vlastnosti (a grafu) funkei x — y = 1/z, y — 2Y.

Dalsim piikladem jednostrannych limit je ,,zaokrouhlovaci® funkce z konce
¢lanku 1.5. Limita této funkce v bodé 0.5 zleva je rovna nule a zprava rovna
jedné.

1.6 Aproximace funkci

Nékdy si potfebujeme praci s funkcemi zjednodusit, proto ,slozitou“ funkci
nahradime ,jednodussi“ funkci. Za toto nahrazeni a zjednoduseni zaplatime
mensi presnosti. Misto o nahrazeni mluvime vétsinou o aproximaci.

Za aproximujici funkci ¢asto volime linearni funkci, nebo, chceme-li apro-
ximaci zpfesnit, polynom.

Aproximace muze byt lokalni nebo globalni.

1.6.1 Aproximace polynomem

Ukazeme na grafu a na tabulce funkénich hodnot dvé ruzné aproximace
funkce sinus polynomem tietiho stupné.

Vlevo je ¢erné graf funkce sinus na intervalu
[0,7/2] a ¢ervené na stejném intervalu graf
polynomu. Nazyvame ho Tayloruv polynom
a budeme se jim v nékteré z dalsich kapitol
zabyvat.

3
T:a:r—>3:—%
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Na dalsim obrazku je podobnd situace, tentokrat s interpolac¢nim'? polyno-
mem.

Grafy se témér prekryvaji. Pri zvétseni je
vidét, jak cerny graf prechazi nékolikrat pres
cerveny. Potvrdi se to v tabulce dole.®

T2+~ —0.1142%—0.06622+1.0232—0.0011

2Koeficienty jsou zaokrouhlené. Rozdily v tabulce
jsou spocitané pro piresnéjsi hodnoty koeficienti.

x sinz T(xr) I(x) T(x)—sinz I(z)—sinz
0 0 0.000 -0.001 O —1073

0.2 0199 0.199 0.200 —3x107° 1073

0.4 0.389 0.389 0.390 —9x107° 6 x 1074
0.6 0.565 0.564 0.564 —6x 1074 -8 x 107
0.8 0.717 0.715 0.716 —3x 1073 —1073

1 0.841 0.833 0.841 —-8x 1073 —6 x 1074
1.2 0.932 0912 0933 —-2x1072 9x 1074
1.4 0985 0.943 0987 —-4x10? 1073

V tabulce je v prvnim sloupci hodnota proménné x, ve druhém jeji funkéni
hodnota sinz, ve tfetim je hodnota Taylorova polynomu 7T'(x), ve ¢tvrtém
hodnoty interpolaéniho polynomu I(z) a v patém a Sestém jsou hodnoty
rozdila T'(z) — sinx, I(x) — sinz. Tyto rozdily ukazuji kvalitu aproximace.
Vidime, ze aproximace Taylorovym polynomem je dobra v okoli bodu nula
a ve vetsi vzdéalenosti od bodu nula se zhorsuje. Aproximace interpola¢nim
polynomem je stejné dobra v celém intervalu. Tayloruv polynom proto nékdy
nazyvame lokdlni aprorimaci a interpolacni polynom globalni aprorimaci.

V textu se budeme podrobnéji zabyvat lokalni aproximaci. Nejdiive bu-
deme aproximovat linearni funkci a ukazeme néco, co je intuitivné jasné, a
sice, ze nejlepsi linearni aproximaci ziskdme pomoci teény ke grafu funkce.
Pozdéji prejdeme k aproximaci polynomem vyssiho stupné nez jedna.

Otazky. Zamysleli jste se nékdy nad tim, jak kalkulacka pocita sinus? Pokud
byste méli na vybér néktery z interpola¢nich polynomu, pritom kvuli vétsi
presnosti bychom pouzili polynomy vyssiho stupné, ktery byste pouzili? Slo

12Vybrali jsme ¢tyii body z intervalu [0, 7/2] a sestavili polynom majici stejnou funkén{
hodnotu jako aproximovana funkce sinus. Vice si zvidavy Ctendf muze precist napiiklad
v [2], v tomto textu se interpola¢nimu polynomu vénovat nebudeme.
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by oba polynomy zkombinovat? Jak byste je zkombinovali, aby byla presnost
a rychlost vypoctu'® co nejlepsi?

1.7 Derivace

Dalsim pojmem je derivace, ktera ,malé* zmény proménnych ptresnéji kvan-
tifikuje. Podivejme se, co se déje s podilem prirustku funkce a jeji proménné
Af/Ax pii zmensovani Az k nule. Vysvétlime na funkei, jejimz grafem je
obloucek, vezmeme tu z clanku 1.2. Na obrazcich je kromé grafu funkce f
a bodu zy na ose x zobrazen ménici se prirustek Az. Déle je na kazdém
obrézku uveden podil A f/Ax zaokrouhleny na setiny.

Sflxo + Ax)

Af =0.64Ax

flag) T

H : 1 1
Ty g+ Az o o+ Ax

1 ; —
Ty To A+ Aax Torg + Az

Na nésledujicim obrazku je zobrazen vytez z posledniho grafu s nejmensi
hodnotou Az.

13Cim vice ¢lentt polynom ma4, tim déle se poéita jeho funkéni hodnota.
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flag + Arx)t
flxo)7]

-
—
Torg + Ax

Vidime, ze se graf funkce ve vyfezu mezi xy a o+ Az podobd usecce. To
se projevi tim, ze se podil Af/Az méalo méni pii dalsfm zmensovani Ax.'

V tabulce jsou uvedeny podily piirustku v zavislosti na prirustku pro-
ménné, za ¢arou i pro ddle se zmensujici hodnotu pifrustku Axz.t®

Az 1.5 1.0 05 02 |01 0.05 0.01 0.005 0.001
Af/Az 054 064 0.77 0.88 092 094 095 0.96 0.96

Vidime, ze se hodnoty podilu ,ustaluji“ na 0.96. Podil Af/Axz mé pro
Az blizici se k nule limitu rovnu tomuto ¢islu. Tuto limitu nazyvame derivaci
funkce v bodé x.

Piimku prochézejici bodem [zq, f(z¢)], na které jsou piirustky Ay, Az
piimo umeérné a derivace je konstanta této imérnosti, budeme nazyvat tecnou
ke grafu funkce v bodé xo.'® Oznacime-li derivaci v bodé zy symbolem D, m4
tato tecna rovnici

14 Je-li grafem opravdu tseéka, je pifriistek Af pifmo dmérny pifristku Az a uvedeny
podil je tedy konstantni. Pro podrobnosti odkazujeme na kapitolu 6, dodatek o piimé
umére.

5Pro pifpad, Ze by chtél ¢tenai uvedenou tabulku piepoé¢itat, mu prozradime piedpis
funkce v6x — 22 — 4 + 0.06(z — 1)2 — 0.5 a bod z¢ = 1.5.

16K dyz mluvime o chovani funkce v bodé, napiiklad o teéné v bodé, mame na mysli bod
na ose x charakterizovany jednim redlnym ¢islem. V grafu pak toto chovani zndzornujeme
zpravidla v bodé o dvou soufadnicich [z, f(z)].
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Na obréazku je graf funkce s tecnou a
barevné vyznacenymi piirustky.

Cervené je vyznacen piirustek
funkce Af.

Zelené je vyznaCen prirustek
na tectné, budeme ho znacit df
1 | a nazyvat linearni cdsti prirustku
o o+ AT funkce.

flaa)7

Z podrobnosti trojihelniku plyne pro proménné Az (tedy nejen to na
obrézku nakreslené)
df/Ax = D.

Modfe je vyznacen rozdil prirustku df — Af.

Vyse jsme se zminovali, ze tecna je grafem lokalni aproximace funkce.

Rozdil df — Af je pak chybou takové aproximace. Ze vztahu df/Ax = D,
Af/Ax = D plyne

af=af .,

Az

V kapitole o derivaci tento vztah budeme interpretovat: chyba aproximace
df — Af je pro malé hodnoty Az ve srovnani s Az zanedbatelna.

(1.6)

Uvedeme jesté nékolik ptikladi. Na nasledujicich obréazcich nas zajima
bod, v némz je graf ,zlomeny“. Podil prirustki Af/Az vpravo od tohoto
bodu se lisi od podilu vlevo. Graf funkce nema v tomto bodé tec¢nu a funkce
nema v tomto bodé derivaci. Na obrazku vpravo jsou ke grafu teckované
dokresleny ,,poloteény” na obé strany.

Podobnym piikladem je funkce absolutni hodnota: z — |z| v bodé nula.

V dalsich ptikladech ukézeme, ze tecna ke grafu funkce tak, jak jsme
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ji definovali, nemusi mit obvykly geometricky vyznam. Jeji hlavni vyznam
vyjadiuje vztah (1.6). Na obou obrézcich dole nds zajima tecna ke grafu
funkce v pocatku soustavy soutadné. Z geometrie jste zvykli, ze naptiklad
kruznice lezi cela na jedné strané své tecny. Na obrazku vlevo tomu tak neni
a tecna protina graf v tecném bodé. Na obrazku vpravo je tecnou osa x,
protoze vyhovuje aproximacni vlastnosti (1.6) a nevadi, Zze v okoli te¢ného
bodu graf teénu mnohokrat!” protne.

1.8 Nekonec¢né malé veliciny

Pojem derivace funkce pochézi od sira Isaaca Newtona (1642 — 1727) a Gott-
frieda Wilhelma Leibnize (1646 — 1716). Pojmy spojitosti funkce (Bolzano
1817) a limity funkce (Weierstrass 1874) jsou o vic jak sto let mladsi. Panové
Newton a Leibniz za derivaci povazovali podil nekoneéné malych prirustka
funkéni hodnoty a proménné funkce.

Nekoneéné maly prirustek proménné x ozna¢ime dz. Jemu odpovida ne-
konecéné maly prirustek funkéni hodnoty dy = f(z + dz) — f(x). Pro funkeci
f(x) = 2* dostaneme

dy = (z + dr)* — 2% = 2z dz + (dz)*.
Odtud dostaneme podil
dy 2zdz+ (dz)?
de dx
Piirustek dz je nekonecné maly, proto za néj dosadime nulu a ziskame deri-
vaci funkce f

=2z +dzx

dy _
dr

"Dokonce nekoneénékrat, predpis funkee je z +— z2 sin(1/2). Srojvejte s grafem funkce
x +— xsin(1/z) uvedenym v 1.3

2z
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Ve vypoctu je rozpor: vyrazem dx nejdiive délime a pak za néj dosadime
nulu. S timto rozporem se matematici dlouhé roky vyrovnavali konceptem
nekonecné malé nenulové veliciny, kterou chapali intuitivné. Teprve v dobéach
Bolzana a Weierstrasse matematici zacali pouzivat pojmy spojitosti a limity
k vyfeseni tohoto rozporu.

1.8.1 Prednasky Zbynka Kubacka

Pokud se chcete o nekonecné malych velicinach dozvédét vice a rozumite
slovenstiné, najdéte si na youtube prednasky Zbynka Kubacka. Nize vidite
snimek z jedné z nich praveé v okamziku, kdy vysvétluje vyse uvedeny priklad.

Pred prvou prednaskou z matematickej analyzy
-Zbynék Kubacek

Cobd)? | L e e e Y
¢ Ay =+ anz-22

AYUY'~ASXY
IYx| _|Y'u| _dy

IsxI ~ Tvul — dx

0

Y[x; ¥] aj Y'[x + dx; y + dy] lezia na grafe funkcie y = x*:
y=x% y+dy=(x+dx)?

y+dy = 2%+ 2xdx + ()2, dy = 2xdv + (dx)?, P =2x+dx = 2%

VYSOKE UCENI FAKULTA
TECHNICKE STROJNIHO

INZENYRSTVI

1.9 Software na kresleni grafi

Béhem vyuky budeme pouzivat portaly desmos.com, geogebra.org, wolfram-
alpha.com k vykresleni grafu funkci. Takto vykreslené grafy berte jako u-
zitecnou ilustraci, ale méjte na paméti, ze ne vzdy vede jejich primocara
interpretace ke spravnym zavérum. Jako priklad uvedeme graf funkce f(x) =
2-1/2* na dvou riznych intervalech. Jak byste z grafu uréili mnozinu kofent
funkce? A jak vam tato mnozina vyjde vypoctem?
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Zajimavé body grafu budeme hledat vzdy vypoctem. Uvedené portély
pak pouzijeme na kontrolu vypoctu, piipadné je pouzijte jako voditko, které
vase vypocty nasméruje, nevite-li si s nimi rady.

1.10 Elementarni funkce

Dalsim nasim cilem bude definovani elementarnich funkei a zkoumani jejich
vlastnosti.

Zacneme funkcemi, k jejichz definici staci aritmetické operace. Patii mezi
né polynomy, moznd je znate pod ndzvem mnohocleny, a podily polynomu,
ty budeme nazyvat raciondlni funkce.

Rekneme si néco o kofenech polynomi a o rozkladu polynomu na soucin
korenovych ¢initelu. Tyto pojmy by vam mély byt povédomé pro kvadratické
polynomy. My je budeme uvazovat i pro polynomy vyssiho stupné.

Predpokladéame, Ze ¢tenai umi scitat racionalni funkce, my si ukazeme
opacnou operaci, a sice rozklad raciondlni funkce na soucet jednodussich ra-
ciondlnich funkei, tém budeme fikat parcidini zlomky. Rekneme si, jak ze jme-
novatele racionalni funkce urcit jmenovatele parcidlnich zlomkt, naptiklad

x A B
221 :E—1+x+1

> +2x+3 A Bx+4C
r(x2 +1) ;+ 2 +1

a ukazeme si, jak se spocitaji hodnoty cisel A, B pripadné C.
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Dalsi funkce, kterymi se budeme zabyvat, jsou odmocniny. Ukazeme si, ze
existence odmocnin neni iplné samoziejma a ze souvisi s vlastnosti redlnych
¢isel, o které budeme mluvit v kapitole o ¢islech.

V kapitole o spojitych funkcich pak ukazeme, Zze funkce definovana na
intervalu, kterd je na ném spojitd a navic bud rostouci nebo klesajici ma
inverzni funkci, jejiz definiéni obor je opét interval. Tato vlastnost ndm pak
bude slouzit pii definovani dalsich inverznich funkci, a sice logaritmu a cyk-
lometrickych funkei.'®

Probereme vlastnosti mocninnych funkci. Budeme je budovat postupné
pro exponent, ktery je prirozené ¢islo, nula, celé ¢islo, raciondlni ¢islo. Vy-
svétlime si pritom, ze vztahy

' =1 vt =1/x V2 = \/z (1.7)
jsou dusledkem prirozeného pozadavku, aby vztah
a™t =ama", (1.8)

ktery odvodime pro exponenty m,n € N platil i pro m,n € R.

Od mocninnych funkei prejdeme k funkeim exponencidlnim. Vztahy (1.7)
nam umozni pro a > 0 definovat funkci ¢ — a? pro ¢ € Q. Z mnoziny
racionalnich ¢isel pak exponencidlni funkci spojité rozsitime na mnozinu
realnych cisel.

V [2] je symbolem exp oznacena exponencialni funkce se zdkladem e =
2.718. Je zde definovana vztahy

(V1,9 € R)(exp(zy + 22) = exp(z1) exp(z2)) (1.9)
(Vx € R)(exp(x) > 1+ z) (1.10)

Pritom (1.9) je jen jinak napsany vztah (1.8). Vztah (1.10) urcuje mimo
jiné zaklad exponencialni funkce, viz nésledujici obrazky.

8Mezi cyklometrické funkce patii arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens. Na kalkulacce jsou obvykle znaceny jako sin™!, tan™' a je dobré si pamatovat, ze
,Na minus prvou“ neoznacuje mocninu.
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Na obou obrazcich je plnou carou
graf funkce exp s piimkou o rov-
nici y = x + 1. Nerovnost (1.10) se
na grafu projevi tim, ze se graf ex-
ponencialni funkce ptimky dotyka a
mimo bod dotyku lezi nad primkou.

Teckované jsou mna obrazcich
: - ‘ grafy s jinym zakladem. Na obrazku
T ; vlevo # + 2%, na obrizku vpravo

x — 4%

Je vidét, ze osu y oba teckované grafy protinaji pod jinym thlem nez
piimka a lezi tedy céastecné pod ni. Exponencialni funkce se zakladem 2
piipadné 4 tedy nespliuji (1.10).

Ukézeme si pozdéji, ze vztah (1.10) navic zajistuje spojitost exponencidln{
funkce a tim i jednoznacné rozsiteni z racionalnich na realné exponenty.

Budeme definovat logaritmus jako funkci inverzni k exponencidlni funkci
a budeme pouzivat znaceni bézné v matematické literatuie — symbolem log
budeme znacit logaritmus se zakladem e, ktery znéte pod nazvem ptirozeny
logaritmus. S dekadickym logaritmem se v matematické literature setkdvame
ziidka.

Exponencidlni funkci pii obecném kladném zakladu pak definujeme po-
moci exponencialni a logaritmické funkce vztahem a® = exp(xloga).

Pfipomeneme trigonometrickou definici goniometrickych funkei, zobecnéni
pro jiné nez ostré ihly na jednotkové kruznici a odvodime souctové vzorce pro
sinus a kosinus. Rekneme si, ze se goniometrické funkce daji definovat pomoci
souctovych vzorcu podobné jako funkce exponencidlni v (1.9), (1.10), ale vice
se tomuto zpusobu vénovat nebudeme a odkazeme piipadného zdjemce na [2].
Vystacime s definici na jednotkové kruznici a odvozenymi souctovymi vzorci.
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Kapitola 2

Priklady na ¢teni z grafu

V 1uvodni kapitole jsme probrali, co je funkce a co je graf funkce. V této
kapitole procviéime cteni informaci z grafu funkei na grafech popisujicich
realné jevy.

(Nahore je moje formulace, nize ndvrh prestylizace od chatGPT.)

V tvodni kapitole jsme diskutovali o definici funkce a o tom, co predstavuje
graf funkce. V této kapitole se budeme vénovat praktickému cviceni v ¢teni
informaci z grafu funkci, které popisuji skutecné situace nebo jevy.

2.1 Geometrické ulohy

Matematickd analyza se rozvijela od sedmnactého stoleti jako nastroj pte-
devsim pro fyziku a také pro geometrii. Cilem této kapitoly je procvicit ma-
tematizaci realnych jevu a zopakovat vlastnosti funkci. Pouzijeme k tomu

nadoby ruznych tvart, u kterych prozkoumame zavislosti plosného obsahu
hladiny a objemu tekutiny na vysce hladiny.

2.1.1 leohy k reSeni
Nésleduji nacrtky a popisy nadob.

1. Pet lahev: je rotacné symetricka, hladiny jsou kruhy.

31
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2. Kuzelovita banka: je rotacné symetrickd, hladiny jsou kruhy.

3. Necky: hladiny jsou obdélniky. Vlevo je pohled zepiedu, vpravo shora.




2.1. GEOMETRICKE ULOHY 33

[jkoly.

1. Mezi nésledujicimi grafy naleznéte ke kazdé néddobé grafy zavislosti
plosného obsahu hladiny na vysce hladiny a zavislosti objemu tekutiny
na vysce hladiny. Kterych vlastnosti funkeci vyuzivate?

2. Jak z grafu ziskate odpovéd na otdzku: jakd bude vyska hladiny po
naliti daného objemu tekutiny?

S,V

(a) h
S,V

(b) h
S,V

(c) h
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SV
() h
SV S
(e) h
S,V
(f) h

2.1.2 Reseny piiklad

Na piikladu hrnku s uchem ukazeme odvozeni zavislosti objemu tekutiny na
vysce hladiny.

Na obrazku je znazornén tvar hrnku, kdyz si odmyslime ucho, je jeho tvar
rotacné symetricky a hladiny maji tvar kruhu.
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Zactneme piipadem, kdy je hladina tekutiny v dolni rozSitujici se césti
hrnku. Hrnek zde ma tvar komolého kuzele. Jedna z podstav tohoto kuzele
je podstavou hrnku a mé tedy polomér r; = ¢/2 = 155 (viz popis na
nésledujicim obrézku). Vysku komolého kuzele oznacime h. Druhd podstava
je totoznd s hladinou a jeji polomér vyjadiime ve tvaru ro = ¢/2 + x, kde z
jsme vyznacili na obrazku a vyjadiime ho pomoci vysky h. Pouzijeme k tomu
podobnost trojihelniki, jeden ma odvésny a, b, druhy odvésny h, x. Odtud
plyne vztah b/a = x/h a odtud vyjaddiime = = bh/a. Polomér hladiny tedy
je ro = ¢/2 + bh/a, po dosazeni a drobné tpraveé je ro = 155 + h/2.

Dosazenim do vzorce pro objem komolého kuzele

V= 17rh(rf + ryre + 7’%)

3

dostaneme
V(h) = rh(15% + 15(15 + h/2) + (15 + h/2)?)
a pripadné po upravée
V(h) = m(225h + 2R + Lh?)

Nize pak vidime graf zavislosti objemu tekutiny na vysce jeji hladiny pro
h € [0, al.
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a=10

A7z k mistu, kde za¢ind ucho hrnku spocitame objem tekutiny jako soucet
V(a), tedy objemu celé dolni rozsifujici se ¢asti nddoby, a objemu valce o
poloméru podstavy r = b+ ¢/2 a vysce h — a. Zavislost objemu tekutiny na
vysce hladiny je v tomto tseku linearni, grafem je tedy tsecka.

Dosazenim hodnot za a, b, ¢ a po upravé dostaneme piedpis funkce po-
pisujici zavislost objemu tekutiny V' na vysce hladiny h.

Vih) = T(225h 4+ 2h? + 5h*) h € [0,10]
| 7(900h — 5916.3) h € (10, 35]
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d=25j | ;

l ih —a V =n(b+c/2)%(h — a)

I Y A
a=10j | | V(a)
%4
Via+d) |
V(a)
| _h
a=10 a-+d=35

Abychom zvysili hladinu nad h = a + d, musime naplnit ucho hrnku.
Objem tekutiny, ktera naplni ucho pred dalsim zvySenim hladiny oznacime
AV. Tento objem nebudeme vyéislovat, pouze ho odhadneme! a zaméiime
se na to, jak se projevi na grafu zavislosti V' na h: nespojitosti a skokem ve
sméru osy V o AV.

Ve skuteénosti jeho hodnotu nadsadime, aby byla na grafu viditeln4.
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v
Via+d) +AV | o
V(a+d) |
Via) | )
@ =10 a+d=35

Ukol — ¢teni z grafu.

1. Do nadoby jsme nalili tekutinu. Zmeérime vysku hladiny. Jak pouzijeme
graf k urceni objemu nalité tekutiny?

2. Do nadoby se chystame nalit zméfeny objem tekutiny. Jak z grafu
urcime vysku hladiny?

2.2 Sbirka uloh Matematika a svét okolo nas

Nésledujici obrazky jsou ze shirky tloh Matematika a svét okolo nds.

2Sbirka je dilem kolektivu autortt pod vedenim Zbyiika Kubéacka a je k dispozici online.
Jednotlivé tlohy naleznete na http://hore.dnom.fmph.uniba.sk/ esfprojekt/heslo.htm.
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Ukol — ¢teni z grafu. Vyfeste tlohy na obrazcich.

Pocit hladu je ovplyviiovany hladinou glukézy v krvi. Glukéza
vznika v zahidku z cukrov, ktoré prijimame v potrave. Po jedle jej
mnozstvo v krvi rastie. Najvyssiu hodnotu dosiahne asi pol hodiny po
konzumacii, potom postupne klesa. Ked klesne pod istu hodnotu,
dostane mozog signal, ktory vnimame ako hlad

Mnozstvo (hladina) glukézy v krvi sa nazyva glykémia. Udava sa
v jednotkach mmol/l (milimél na liter) krvi, urcujucich pocet molekul
glukozy v jednom litri krvi

Nasledujuci graf zobrazuje mnozstvo glukozy v krvi pacienta pocas
Casti dnia (od 4:00 do 17:00).

$ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

cas (hod)

Ulohal: jvacsiu hodnotu dosiahla glykémia v zobrazenom grafe?

Odpoved: ... e MO

Uloha2:  Kedy pacient rannajkoval a kedy obedoval? Svoju odpoved zdévodnite

Odpoved: Pacient raiajkoval priblizne o ........... obedoval pribliZzne o ...

Uloha3: Pacient veceral 019:00. Na zaklade tejto informacie dokreslite dany graf pred

tlohou na useku od 17:00 do 23:00.
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Ak je hodnota glykémie nalaéno alebo dve hodiny po jedle vy3sia, ide o poruchu regulicie
glykémie nalaéno, poruchu tolerancie glukozy alebo cukrovku. V tabulke st kritérid svetovej
zdravotnickej organizécie (WHO) pre tieto poruchy:

porucha regulacie porucha tolerancie
porucha regu 2 P cukrovka
glykémie nalagno glukozy

nalaéno | po2hod. | nalaéno | po2hod. | nalagno | po2hod.

glykémia [ Sg1
(mmol/)) |4 shcasne | <78 <70 278 >7,0 2111
<7,0

Uloha4:  Pén Novak rafiajkoval o 8:00. Lekar zistil podla grafu, Ze jeho hodnoty glykémie
medzi 7:00 a 10:00 spifiajii vietky uvedené kritéria pre poruchu tolerancie glukozy.
Ktoré 7 nasledujlcich grafov a) az e) by mohli byt grafmi glykémie pana Novaka
v &ase od 7:00 do 10:00? Zakruzkujte pismend spravnych odpovedi.

b)




Kapitola 3

Cisla

3.1 Racionalni ¢isla

Zamysleni. Co je to racionélni ¢islo?
Pokud odpovite, ze zlomek, je tfeba tict, co tim myslite. Je 7/2 zlomek?
Pokud ano, je /2 raciondlni ¢islo? Pokud ne, tak co je to zlomek?

V [1] je popisovana tzv. prvni krize matematiky ve starovékém Recku.
Recti ucenci véfili, ze je kazdd dvojice tsecek souméritelnd, coz znamend,
ze jsou jejich délky celistvym ndsobkem urcité spolecné jednotkové délky.
Oznacime-li tuto zakladni délku d a méa-li prvni tsecka délku m-nasobnou,
tedy md a druha usecka délku n-nasobnou, tedy nd, pak je pomér délek obou
usecek roven m/n.

Pokud by tedy byla kazda dvojice tsecek souméritelna, pak zvolime né-
kterou usecku jako jednotkovou a kazda dalsi ma délku rovnu poméru dvou
celych cisel. Takovy podil nazyvame raciondlnim cislem. Racionalni od slova
ratio, neboli podil. Vyznam slova raciondlni, ¢esky rozumny, je pravdépo-
dobné odvozen pravé od slova ratio a viry v rozumnost délek vyjadienych
pomérem.*

Krize matematiky pfisla s objevem, ze uhlopiicka ¢tverce o jednotkové
strané ma délku odmocnina ze dvou a ta neni racionalnim ¢islem.

Véta o odmocniné. Odmocnina ze dvou nenf racionalni ¢islo.

IPtizndvam, Ze si tento pifbéh viceméné domyslim. Mozné jsem nékdy difv néco ta-
kového nékde cetla, ale nedokazu si vzpomenout kde. Poznamkou o ratiu a racionalité se
snazim motivovat studenty zapamatovat si definici racionalniho ¢isla. Obcas se zdésenim
zjistim, Ze s tim maji problém. A tak se kvuli tomu dopoustim béajeni.

41
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DUKAZ provedeme sporem. Budeme piedpoklddat, Ze nase tvrzeni neplati,
tedy ze existuji pifrozend ¢isla m, n splaujici (m/n)? = 2 a odvodime
spor, tedy néco, co nemuze byt pravda. Odtud usoudime, ze nas vychozi
predpoklad nemuze platit, a tedy plati tvrzeni véty.

O cislech m, n budeme navic predpokladat, ze nejsou obé suda. Pokud by
byla obé sudd, tak bychom ve zlomku m/n pokratili dvéma nebo vhodnou
mocninou dvou a dostali zlomek, ktery nema i ¢itatele i jmenovatele sudého.

Ze vztahu (m/n)? = 2 po tpravé odvodime m? = 2n?. Protoze je prava
strana sudd, musi byt suda i leva strana. Odtud plyne, ze je m sudé. Kdyby
nebylo sudé, tedy bylo liché, tedy bychom ho mohli zapsat ve tvarum = 2k—1
s pfirozenym k, pak by bylo m? = 4(k? — k) + 1, a tedy by m? bylo liché.

Vime tedy, ze je m sudé. Proto ho muzeme zapsat pomoci ptirozeného [
ve tvaru m = 2. Odtud je m? = 4/2. Dosazenim do m? = 2n? dostaneme
412 = 2n?, pokratime na 212 = n? a stejnou tivahou jako vyse odvodime, ze
je n sudé. A to je slibovany spor a dukaz zde konéi. O

3.2 Vlastnosti realnych c¢isel

Méme na mysli vlastnosti (1) az (13) vypsané v [2] na strandch 20, 21 a
25. Poznamenejme, ze jsou zde vlastnosti nazyvany axiomy. Budeme tato
slova? zamétiovat, protoze nepredpokldddme, Ze ¢tenaf znd rozdil mezi nimi.
Dokonce zatim rezignujeme na snahu tento rozdil vysvétlit. Omezime se na
diskuzi ve tiidé, ze které snad néjaké vysvétleni vzejde. Konstatujme jen, ze
pochopit, ¢im se lisi, je tézké, nicméné ¢tendf majici ambici pochopit, ¢im se
list matematika od pouhého pocitani, by mél o rozdilu premyslet.
Vlastnosti (1) az (9) jsou ¢tenéfi dobfe zndmé. Ukdzeme na piikladu, jak
je pouzivame pii feseni rovnic.
Priklad. Ze vztahu mezi proménnymi xy + 2x + y = 5 chceme vyjadrit
proménnou y v zavislosti na proménné z.
Vztah (2), asociativitu s¢itani, jsme pouzili k vypusténi zavorek, které
nyni doplnime: zy + (2z 4+ y) = 5.
Pouzijeme (1), komutativitu sé¢itani: zy + (y + 2z) = 5.
Pouzijeme (2), asociativitu séiténi: (zy + y) + 2z = 5.
Pouzijeme (7), existenci jednotkového prvku: (zy +y - 1) 4+ 2z = 5.
Pouzijeme (5), komutativitu ndsobeni: (zy + 1-y) + 2x = 5.

2Slova vlastnosti a axiomy.
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Pouzijeme (9), distributivni zdkon: (z + 1)y + 2z = 5.
Pouzijeme (4), existenci opacného prvku k 2z: (x 4+ 1)y + 2z + (—2x) =
5+ (—2x). Na levé strané jsme nenapsali zavorky — pouzili jsme asociativitu
scitani.
Pouzijeme (4), vlastnost opa¢ného prvku: (z + 1)y +0 =5+ (—2x).
Pouzijeme (3), vlastnost nulového prvku: (z 4+ 1)y =5+ (—2z).
Pouzijeme (5), komutativitu nésobeni: y(z + 1) = 5 + (—2xz).
Nyni bychom radi pouzili (8), vlastnost inverzniho prvku k z + 1. To
muzeme udélat v pripadé z + 1 # 0, tedy pro x # —1.
Dostaneme y(z + 1)(z +1)"! = (5 — 2z)(z + 1)~ 1.
Pouzijeme (8), vlastnost inverzntho prvku: y -1 = (5 + (—2z))(x + 1)~L.
Pouzijeme (7), vlastnost jednotkového prvku: y = (5 + (—2z))(z + 1)~

Pro z = —1 vyfesime rovnici y(z + 1) = 5 + (—2z) dosazenim: 0 = 7.
Zaver:
Pro # = —1 nem4 rovnice zadny koien?.

Pro r # —1 m4 jeden koten y = (5 + (—2z))(z + 1)~

Poznamka o odéitani a déleni. Vsimnéte si, ze vlastnosti se tykaji pouze
operaci s¢itani a nasobeni. Operace odecitani a déleni jsou skryté v axiomech
opacného a inverzniho prvku. Odecitani a — b je zkraceny zapis pro soucet
a+ (—b). Déleni a/b je zkrdceny zapis pro soucin ab™!.

V prikladu bychom pak misto y = (5 + (—2z))(x + 1)~ napsali y =
(5—2z)/(z+1). V dalsim textu budeme tento zapis pouzivat.

Poznamka o umocnovani. Dalsi operaci odvozenou od nasobeni jsou moc-
niny s pfirozenym exponentem. Viz nasledujici definice.

Definice. Necht je a € R. Pod symbolem a! budeme rozumét ¢islo o hodnoté

a, tedy a' = a. Pro n € N, n > 2 budeme pod symbolem a" rozumét éislo o
hodnoté a"'a, tedy a" = a"!a.

Ukoly.

1. Rozmyslete si, jak z vyse uvedené definice plynou vam znamé vztahy
a® = aa, a® = aaa, a* = aaaa, . ...

2. Odvod'te z axiomt vzorce (a+0b)? = a*+2ab+b%, (a+b)(a—b) = a®—b%,

Na piikladu nerovnice ukdzeme pouziti vlastnosti (12).

3Nékdy ifkame, Ze rovnice nem4 feseni.
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Priiklad. Chceme vyftesit nerovnici 3z 4+ 4 < 0.

Pouzijeme prvni vztah vlastnosti (12), ipravu nerovnosti pri¢tenim ¢isla —4
k obéma strandm. Dostaneme: 3x < —4.

Pouzijeme druhy vztah vlastnosti (12), vyndsobeni nerovnosti kladnym ¢is-
lem 37!, Dostaneme: x < —4/3.

Poznamka o algebraickych strukturach. V algebte budete probirat alge-
braické struktury — mnoziny s operacemi. Dulezitou roli bude hrat struktura
zvana téleso*, jehoz typickymi pifklady jsou raciondlni, redlnd a komplexn{
¢isla s operacemi scitani a nasobeni. Téleso budete definovat jako mnozinu
se dvéma operacemi, které splnuji vlastnosti (1) az (9).

Poznamenejme jesté, ze na mnoziné komplexnich ¢isel neni definovéano
usporadéani, proto pro né nemd smysl uvazovat vlastnosti (10) az (12). Mno-
zina racionalnich ¢isel tyto vlastnosti ma.

Reédlnd a raciondlni ¢isla se lisi az vlastnosti (13), se kterou se nejspis
¢tendr teprve seznamuje a kterd je naroéna na pochopeni. Nazyvame ji vlast-
nosti supréma a budeme se ji zabyvat v clanku 3.4.

V nésledujicim clanku se budeme zabyvat dalsimi vlastnostmi realnych
¢isel a ukdzeme, ze plynou z axiomu (1) az (12).

Poznamka o &islech a nazvech. Ctenar by mél byt schopny se zmifiova-
nymi vlastnostmi pracovat. Uzitecné je pamatovat si jejich nazvy a zbytecné
pamatovat si jejich ¢isla. Zde jsme cisla pouzili jen kvuli snazsi dohledatel-
nosti v [2]. V dalsim textu budeme misto ¢isel pouzivat nazvy.

Poznamka o podrobnosti odvozovani a dikazi. Predchozi priklady
jsme udélali velmi podrobné. Chtéli jsme ukdazat, jak obvyklé upravy rov-
predevsim proto, abychom vyklad pftilis ,,nezahltili“ podrobnostmi. Vzdy by
vSak bylo dobré, kdyby ¢tenar umél v piipadé potieby takové vysvétleni az na
axiomy provést. Zvlasté takovy rozbor doporucujeme v ptripadé pochybnosti
o platnosti pouzitého nebo odvozeného.

Pti kompromisu mezi strucnosti a prehlednosti na jedné strané a peclivosti
a uplnosti na strané druhé se vzdy ridime cilovou ¢tenaiskou skupinou. Proto
je potreba, aby studenti davali autorce zpétnou vazbu a nebali se Tict, které
partie textu jsou pro né malo srozumitelné.

4V [2] je téleso nazyvano polem.
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3.3 Dalsi vlastnosti realnych cisel

V [2] je ve tvrzeni 1.3.1 uvedeno i s dukazem pravidlo scitdni nerovnosti. My
zde uvedeme pravidlo ndsobeni nerovnosti.

Lemma o nasobeni nerovnosti. Necht pro kladn4 ¢isla a, b, ¢, d plati a < b,
c < d. Pak plati ac < bd.

DUKAZ. Vyndsobime nerovnost a < b &slem ¢: ac < be. Nerovnost ¢ < d
vynasobime ¢islem b: be < bd.

Na nerovnosti ac < be, be < bd pouzijeme tranzitivitu (vlastnost 11).
Dostaneme ac < bd. O

7 pravidla o ndsobeni nerovnosti plyne pravidlo o umoctniovani nerovnosti,
jak ukazuje nésledujici lemma.

Lemma o umocnovani nerovnosti. Necht pro kladnd ¢isla a, b plati a < b
a necht je n > 2 pfirozené ¢islo. Pak plati a™ < b™.

DUKAZ. PouZijeme piedchozi lemma a vynasobime nerovnost a < b samu se
sebou. Dostaneme a? < b?, tedy zavér® lemmatu pro n = 2.

Vynasobenim nerovnosti a < b s nerovnosti a*> < b* dostaneme nerovnost
a® < b3, tedy zavér lemmatu pro n = 3.

Dalsim krokem by bylo vynéasobeni nerovnosti a < bs a® < b® ...a takto
bychom mohli postupovat libovolné dlouho.

Muzeme to zkratit tim, ze vynasobime nerovnost a < b nerovnosti a”™ <
b". Dostaneme nerovnost a™* < v"t1. Ukézali jsme tim, Ze z platnosti zavéru
lemmatu pro n plyne jeho platnost pro n + 1. Tomu fikame indukéni krok a
tento zpisob dikazu nazyvame dikazem matematickou indukci.® O

Poznamka o predpokladu a zavéru. Predchozi lemma bylo zformulovano
jako implikace: jestlize plati a < b, n € N, n > 2, pak plati a” < b™.

Vyrok a < b, n € N, n > 2 nazyvame predpokladem lemmatu, vyrok
a™ < b" zdvérem lemmatu.

Cérky ve vyroku a < b, n € N, n > 2 chdpeme jako konjunkce A (,a
zaroven).

Poznamka o matematické indukci. Dukaz matematickou indukci pouzi-
vame na tvrzeni o prirozenych ¢islech. Sklada se ze dvou c¢asti. V jedné ¢asti
ukazeme platnost tvrzeni pro nejmensi ¢islo, ve druhé takzvany indukéni krok.

50 predpokladu a zévéru se étendi doéte vice v nésledujici pozndmce.
50 ditkazu matematickou indukef vice v nasledujici poznamce.
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V indukénim kroku predpokladame platnost tvrzeni pro n a dokazujeme jeho
platnost pro n + 1.

Nejmensi ¢islo je zpravidla n = 1, ale pokud chceme néjaké tvrzeni
dokazat tteba pro n > 5, pak je nejmensim ¢islem n = 5.

V [2] si muze zvidavy ¢tendf precist o matematické indunkci na strandch
27 az 32.

Ctenar jisté vi, ze pfi nasobeni nerovnosti zapornym ¢&islem se obraci
smysl nerovnosti. Zformulujeme a dokazeme tuto vlastnost.

Lemma o ndsobeni nerovnosti zipornym éislem. Necht je a < b, ¢ < 0.
Pak je ac > bc.

DUKAZ. K nerovnosti ¢ < 0 pfi¢teme opacny prvek —c. Dostaneme 0 < —c.
Nerovnost a < b vynasobime kladnym ¢islem —c. Dostaneme a(—c) < b(—c).

Nize ukdzeme pomocné tvrzeni: a(—c) = —(ac). Pak plati i b(—c) =
—(bc). Prepiseme tedy a(—c) < b(—c) na —(ac) < —(be). K nerovnosti po-
stupné pricteme ac, bc. Dostaneme be < ac.

Dokazme jesté pomocné tvrzeni. K dikazu a(—c) = —(ac) staci ukdzat”,
ze a(—c) + ac = 0. Tady sta¢i pouzit na tpravu levé strany rovnosti distri-
butivitu. Dostaneme a(—c + ¢) = 0, coz plyne z vlastnosti opaéného prvku
a z dalsitho pomocného tvrzeni — cokoliv vynasobime nulou, dostaneme nulu.

O

Poznamka o pomocnych tvrzenich a stavbé dikazia. Predchozi dukaz
by byl prehlednéjsi, kdybychom lemmatu o nasobeni nerovnosti zapornym
¢islem predradili dalsi dvé lemmata a pak se na né v dukazu odkazali. Tato
lemmata by tvrdila:

1. Pro kazdé a € R plati a - 0 = 0.
2. Pro kazdou dvojici a,b € R plati (—a)b = —(ab).

V [2] si na strané 22 piectéte definici neostré nerovnosti. Dokazeme pro
ni pravidlo o nasobeni nerovnosti.
Lemma o nasobeni neostrych nerovnosti. Necht pro nezédporné realna
c¢isla a, b, c,d plati a < b, ¢ < d. Pak plati ac < bd.

DUKAZ rozdélime na nékolik pifpadi. Rozmyslete si, Ze pokryvaji viechny
moznosti v piedpokladech lemmatu.®

"Viz vlastnost opaéného prvku.
8Viz poznamka o predpokladu a zdvéru.
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1. a,b,c,d jsou kladnd, a < b, c < d
z lemmatu o nasobeni nerovnosti plyne ac < bd, a tedy i ac < bd

2. a,b,c,d jsou kladna, a =b, c < d
z lemmatu o nasobeni nerovnosti ¢ < d kladnym ¢islem a plyne ac < bd,
a tedy i ac < bd

3. a,b,c,d jsou kladnd, a =0, c =d
pak je ac = bd, a tedy i ac < bd

4. b nebo d je rovno nule
z b= 0 plyne a =0, a tedy ac = 0 = bd, a tedy i ac < bd; podobné pro
d=0

5. b a d jsou kladné a a nebo ¢ je rovno nule
vynasobime nerovnost b > 0 kladnym d a dostaneme bd > 0; protoze
jeac=0, je bd > ac, a tedy i bd > ac

g

V lemmatu o umocnovani nerovnosti jsme dokazali implikaci: jestlize plati
a < b, pak plati a” < b™. Ve skute¢nosti za uvedenych predpokladu (a, b jsou
nezapornd Cisla) plati ekvivalence. Tu nyni dokazeme.

Lemma o umocnovani coby ekvivalentni tpravé. Pro prirozené ¢islo
n € N, n > 2 a nezaporna realna c¢isla a, b je a < b ekvivalentni s a"™ < b".

Poznamka o specifickém matematickém jazyku. Lemma jsme zfor-
mulovali pokud mozno jazykem, kterym se bézné vyjadiujeme. Domnivame
se, ze v tomto pripadé to nebylo na ijmu presnosti vyjadieni. V matema-
tickych textech se spise pouziva ndsledujici jazyk: ,necht n € N, n > 2,
a,b € R, a,b > 0. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni a < b, a™ < b"“.
Pii tvrzenich slozitéjsich nez je toto lemma je kvuli presnosti takovy jazyk
nezbytnosti.

DUKAZ LEMMATU O UMOCNOVANI COBY EKVIVALENTNI UPRAVE. Ekvi-
valenci dokazujeme jako dvé implikace. Implikaci a < b = a™ < 0" jsme
dokazali vyse v lemmatu o umocnovani nerovnosti.

Dokazeme implikaci ™ < b" = a < b obménou,” tedy dokdzeme implikaci
a>b=a">b". Pokud je a = b, pak je a™ = b", a tedy je a™ > b". Pokud
je a > b, pak je a™ > b", a tedy je a" > b". ]

9Tmplikaci ,jestlize neplati B, pak neplati A“ nazyvdme obménénou implikacik ,jestlize
plati A, pak plati B“. Napiiklad: ,jestlize méte z predmétu zkousku, pak méte z predmétu
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Poznamka o implikaci, jejim predpokladu a zavéru.
V implikaci a > b = a™ > b" nazyvame vyrok a > b predpokladem, vyrok
a™ > b" zavérem.

Vsimnéte si, ze oslabenim zavéru nepiestava implikace platit — z platnosti
a > b= a" > b" piimo plyne platnost a > b = a™ > b".

Na druhé strané oslabenim predpokladu v platné implikaci muzeme dostat
neplatné tvrzeni. Implikace a > b = a™ > 0" plati, ale implikace a > b =
a” > b" neplati.*”

Ukol. Vsimejte si, jaké dalsi vlastnosti redlnych ¢isel pouzivate a odvod'te
je z axiomu.

3.4 Supremum, infimum

Seznamte se z definici horniho odhadu, maxima, dolnitho odhadu a minima
mnoziny v [2], definice 1.3.4, pozndmka 1.3.5.

TODO PRIKLADY (Zkratka TODO znamens, Ze text neni kompletni a
bude pozdéji doplnén.)

Definice 1.3.6 — zdola omezena mnozina, shora omezena mnozina, ome-
zena mnozina.

Definice 1.3.8 — supremum, infimum mnoziny.

TODO PRIKLADY (Zkratka TODO znamen4, Ze text neni kompletni a
bude pozdéji doplnén.)

Lemma o supremu a infimu ,,oddélenych“ mnozin. Pokud pro dvé
mnoziny A, B C R plati
(Va € A)(Vb € B)(a <)

pak plati sup A < inf B.

Doporuceni: pred ¢tenim dukazu nakreslete ¢iselnou osu a nékolik prvku
mnoziny A i B spliujicich uvedenou vlastnost.

Dikaz. Uvazujme libovolné b € B. Z predpokladu lemmatu plyne, ze b je
horni zavorou mnoziny A. Supremum mnoziny A je nejmensi horni zavora,

izapocet” a ,jestlize nemate z predmétu zapocet, pak z néj neméte ani zkousku“. Srovnejte
s obrdcenou implikaci ,jestlize méte z predmétu zapocet, méate z néj i zkousku“. Vice viz
kapitola o jazyku matematiky.

10Pokud se radi s piateli piete o rozliénych tématech, davejte pozor, zda tyto zasady o
oslabeni/zesilen{ pfedpokladu a zdvéru v diskuzi vy nebo vasi prdtelé dodrzujete.
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a proto plati b > sup A a plati to pro vSechna b € B. Odtud plyne, ze sup A
je dolni zavora mnoziny B a odtud plyne sup A < inf B, protoze infimum je
nejvétsi dolni zévora. U

Ukézeme si dva pripady pouziti lemmatu.

Uvedeny obréazek je z kapitoly vénované li-
mitam funkci, kde ukazujeme existenci jed-
nostrannych limit monotonnich funkci. Na
f My obrazku je graf rostouci funkce. Nés budou
zajimat mnoziny My, Ms pro malé kladné

My = {f(z):z € (xo— 6 z0)}
L~ oo M, = {f(&?) NS (:UOaxU + 5)}

Supﬂjl__...........

T

Je-li funkce f na intervalu (xg — 9, 29 + &) rostouci, pak plati
(y1 € My, y2 € Ma) = 1 < 9
a z lemmatu o supremu a infimu oddélenych mnozin plyne
sup My < inf M, (3.1)

Na obrazku jsou hodnoty sup M, inf My vyznaceny na ose y a nerovnost je
znazornnéna jejich vzajemnou polohou.

V tomto piikladé muzeme misto lemmatu o supremu a infimu oddélenych
mnozin pouzit hodnotu f(xg), kterd je horni zdvorou mnoziny M; a dolni
zédvorou mnoziny Ms. Odtud plyne sup My < f(zg) a inf My > f(xg) a tedy
i nerovnost (3.1).

Otéazka. Z ceho plyne vyse uvedené tvrzeni, ze je f(x) horni zdvorou mnoziny
M a dolni zavorou mnoziny Ms?

Dalsi dva obrazky se tykaji Riemannova integrdlu. Ten je pro kladnou
funkci definovan jako obsah plochy!! pod jejim grafem. Na obrazku vlevo je
graf funkce a k nému je na obrazku vpravo vysrafovana plocha pod nim.

HTerminologickd pozndmka: na stfedni gkole se zpravidla rozliduje mezi plochou a
jejim obsahem. Plocha je mnozina, napiiklad ¢tverec a obsah je ¢islo. Ve vysokoskolskych
ucebnicich je bézné terminem plocha oznacovat jeji obsah, tedy ¢islo. My se v textu budeme
drzet stfedoskolské terminologie.
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y

Jeji obsah odhadneme zdola a shora
obsahem plochy, jejiz obsah umime
spocitat. Jsou to mmnohothelniky se
stranami rovnobéznymi se souradnymi
osami, jejich priklady vidite na
obrazku vlevo.

Obsah obdélniku pod grafem (jsou vysrafovany modie) nazyvame dolnim
Riemannovym integralnim souctem. Obsah obdélniku nad grafem nazyvame
hornim Riemannovym integralnim souctem. Libovolny dolni integralni soucet
je nejvyse roven hornimu integralnimu souctu.

Odtud a z lemmatu pak plyne, ze supremum dolnich integralnich souctu
je nejvySe roven infimu hornich integralnich souctu. Pokud se sobé rovnaji,
budeme jejich spole¢nou hodnotu nazyvat riemannovym integrdalem zadané
funkce na zadaném intervalu. Ukazeme si, ze spojité omezené funkce maji na
omezeném intervalu Riemannuv integral. Ukazeme si ale také priklad funkce,
jejiz dolni Riemannuv integrél je mensi nez horni Riemanntuv integral. Tato
funkce tedy nemd Riemannuv integral.



Kapitola 4

Aritmetika a funkce

Budeme se zabyvat funkcemi, k jejichz definici staci aritmetické operace. Jsou
to polynomy! a podily polynomi?. Na téchto funkcich vylozime vlastnosti
funkci jako sudost, lichost, monotonii a fekneme, co je obor hodnot funkce.

Déle se budeme zabyvat inverzni funkeci. Vysvétlime, jak souvisi inverzni
funkce s rovnici s parametrem. Specialné budeme pomoci inverzni funkce
definovat odmocniny.

4.1 Mocniny s prirozenym exponentem

Zapis a" = a - a- - - 4 muzeme chapat jako zkratku. Tato zkratka vede piimo-
—
nx
cafe k nasledujici definici " proa € R, n € N, n > 1:

a'=a apron>2 a"=a-a"" (4.1)

Cislo a nazyvame zdkladem mocniny a ¢islo n exponentem.
Funkci o — 2" nazyvame mocninnou funkci® V celém ¢lanku (4.1) bu-
deme uvazovat mocninné funkce jen s kladnymi pfirozenymi exponenty.

4.1.1 Grafy mocninnych funkci

Na nasledujicich obréazcich jsou grafy mocninnych funkei. Vlevo plnou ¢arou
pro exponent n = 2 a carkovanou pro n = 3.

!Cesky termin pro polynomy je mnohoéleny.
2Podily polynomu nazyvame raciondlnimi funkcemi.
3Funkci  — a® nazyvéme exponencidlni funkci.

o1
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( ;

Uprostied cerné pro n = 4, modfie pro n = 5 a ¢ervené pro n = 6. Vpravo
¢erné pro n = 10, modie pro n = 21 a ¢ervené pro n = 100.
Vsechny mocninné funkce jsou definované na mnoziné redlnych ¢isel (tj.

jejich definiéni obor je R).

4.1.2 Sudost, lichost

Pro sudé n je (—x)" = 2™

Na grafu se tato vlastnost projevi jako o [~z o [z, 4]
symetrie vzhledem k ose y:
lezi-li bod [z, y| na grafu funkce,
pak i bod [—z,y] lezl na grafu funkce.
Pro liché n je (—z)" = —z™.
® [z, y]

Na grafu se tato vlastnost projevi jako
symetrie vzhledem k pocatku:
lezi-li bod [z, y| na grafu funkce,
pak i bod [—z, —y] lezi na grafu funk-
e [~z —y]
ce.
Tyto vlastnosti mocninnych funkei vedou k definici sudé a liché funkce.

Definice sudé funkce. Funkci f nazveme sudou funkci, pokud pro kazdé x
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z jejtho definiéntho oboru plati: f je definovand v —z a f(—z) = f(x).
Po oznaceni definiéniho oboru funkce f symbolem D definici formalné zapi-
Sseme

(Vo € D)(—x € DA f(—x) = f(x))

Casto misto logické spojky ,a zaroven“ A piSeme carku

(Ve € D)(—z € D, f(—z) = f(x))

Definice liché funkce. Funkci f nazveme lichou funkci, pokud pro kazdé x
z jejtho defini¢ntho oboru plati: f je definovand v —z a f(—x) = —f(x).
Definici formalné zapiSeme

(Vo € D)(—z € D, f(-x) = —f(x))

4.1.3 Monotonie

V kapitole o ¢islech 3.3, lemma o umocnovani nerovnosti, jsme ukézali, ze
pro nezaporna a, b splinujici a < b a prirozené kladné n plati a™ < b". Toto
tvrzeni lze zapsat pomoci implikace

pro kladné prirozené n plati (Va,b € [0,4+00))(a < b= a" < b")
Nize ptripomeneme definici funkce rostouci na mnoziné. Vyse uvedeny
vyrok znamend, ze mocninnd funkce je rostouci na intervalu [0, +00).
Definice rostouci funkce. Rekneme, 7e je funkce f rostouci na mnoziné

M C R, pokud plati

(VIl,ZEQ S M)(Il < Tg — f(JIl) < f(ZEQ))

Ukazeme, Ze pro lichy exponent je mocninné funkce rostouci na R. Mame
tedy ukazat platnost vyroku

Ve, 20 € R)(21 < 29 = 27 < 23
1 2

Rozebereme postupné ¢tyii pifpady: 1) z1,22 € [0,400) 2) 21 € (—00,0),
xg € [0,400) 3) 1 € [0,+00), 3 € (—00,0) 4) 1,29 € (—00,0)

Prvni ptipad jsme rozebrali vyse.

V druhém piipadé je pravdivy i predpoklad =1 < x5 i zaveér z} <
implikace, takze je implikace pravdiva.
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Ve tretim piipadé neni pravdivy ani predpoklad ani zavér implikace a
implikace je tedy pravdiva.

Rozebereme c¢tvrty pripad:
Je-li 1 < o, je —x9 < —x1 & —x1, —19 € (0,+00). Protoze je mocninnd
funkce na (0, +00) rostouci, plyne odtud (—z3)" < (—z1)". Pro lichy expo-
nent upravime na —(zf) < —(z) a dale na z} < 3.

Proto pro xq, 9 € (—00,0) plati implikace z; < xo = 2} < z5.

Ukoly.
1. Ukazte, ze pro sudé n plati
(V1,29 € (—00,0]) (21 < 0 = ] > 27)
Funkci spliujici tento vyrok nazyvame klesajici na mnoziné (—oo, 0.

2. Napiste definici funkce klesajici na mnoziné M.

4.1.4 Obor hodnot

Ze stiedni skoly vite, ze mocninné funkce maji pro lichy exponent obor hod-
not roven mnoziné realnych ¢isel a pro sudy exponent mnoziné nezdpornych
redlnych ¢isel. My se zde zamyslime, co tato tvrzeni znamenaji. Nejdiive
pripomeneme definici oboru hodnot funkce.

Defince oboru hodnot. Pro funkci f s definicnim oborem D nazyvame
oborem hodnot mnozinu jejich funkénich hodnot, tedy mnozinu

H(f) ={f(z):z € D}

Jak zjistime z grafu funkce, ze ¢islo a € R lezi v oboru hodnot funkce?
Sestrojime pfimku o rovnici y = a a zjistime, zda ma s grafem spoleény
alespoii jeden bod. Pokud ano, pak je a prvkem oboru hodnot funkce.*

Na obrazku je graf funkce x — 2% a piimka o rovnici y = a pro a > 0.
Prisecik grafu® a piimky mé z-ovou soufadnici vyhovujici rovnici 22 = a.

4A pokud ne, tak a neni prvkem oboru hodnot.
5Grafem je parabola.
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Na nésledujicich obrazcich bychom radi zpochybnili samoziejmost exis-
tence takovych prusec¢iku. Bude nds zajimat, co se stane, zvétsime-li vyrez
s prusecikem, jako na obrazku vpravo nahote. Kdyz budeme uvazovat néjaky
hmotny objekt, tieba papir, na kterém pravé ¢tete tyto fadky®, tak z fyziky
vite, ze pro nase oc¢i a nas hmat pevna hmota se pti velkém zvétSeni premeéni
na malinké atomy, které se sklddaji z jesté mnohem mensiho jadra obklo-
peného prazdnem vyplnénym jesté mensimi elektrony.” Nemiuze se stat néco
podobného pri zvétseni okoli pruseciku?

Na obrazcich je vyznaceno, co by se mohlo pfi zvétSeni stat: na levém je
v grafu mezera okolo piimky y = a a primka tedy s grafem nema prusecik.
Na obrazku vpravo sice mezera neni, ale v grafu chybi pravé ten bod, ve

6pifpadné elektronické zafizeni, ze kterého &tete
"Zjistéte kolikrat je atomové jadro mensi nez atom.
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kterém by se s nim ptimka protnula.

V nasledujicim textu ukazeme, ze pro mocninnou funkci pii sebevétsim
zvétSeni ani jeden z obrazku nenastane. Dusledkem bude existence pruseciku
a tedy existence odmocniny.

4.1.5 Spojitost

Ukazeme, ze v grafu mocninné funkce nemuze vzniknout mezera. Upravime
rozdil funkénich hodnot

bn . an — (b . a)(bn—l +abn—2 4o +an—1)

Budeme uvazovat a, b z intervalu I = [0, M].
Pak je

bn—l + abn—? Lot Cln_l S nMn—l

Budeme predpokladat, ze a < b a nerovnici
vynasobime kladnym rozdilem b — a. Dosta-
neme

b —a™ < nM" 1 (b—a)

Volbou dostatecné malého b — @ muzeme udélat b — a™ dostatecné malé.
Konkrétné pro b — a = —5— dostaneme 0" — a™ < €. Proto nemuze nastat
situace na obrazku.

Co kdyz je v grafu mezera nulové velikosti? Ukazeme, ze takova situace
nastane, pokud za ¢isla povazujeme jen ¢isla racionalni a naopak nenastane
pii pouziti cisel redlnych.

4.1.6 Mocninna funkce na racionalnich ¢islech

Ptipomindme, ze racionalni ¢isla jsou podily celych ¢isel. Mezi racionélni ¢isla
patii i ¢isla celd, napiiklad ¢islo dva muzeme napsat ve tvaru podilu jako 2/1.

Budeme hledat vzor ¢isla 2 funkce druhd mocnina v mnoziné racionalnich
¢isel, tedy budeme hledat dvojici celych ¢isel p, ¢ splinujici

(p/q)* =2
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Upravou dostaneme
p2 — 2q2

Na pravé strané rovnice je sudé celé ¢islo, proto musi byt sudé ¢islo i na levé
strané, a proto musi byt i ¢islo p sudé®.

Odtud plyne, ze lze p vyjadrit jako
dvojnasobek celého ¢isla r

p=2r
dosazenim p? = 4r%? a pokracenim
dvéma dostaneme

2r? = ¢

;;;q'_f odkud podobnou tuvahou plyne, ze je
je 1 cislo ¢ sudé.

Dosli jsme tedy v zaveéru, ze obé ¢isla v podilu p/q = 2 musi byt suda. To je
ale ve sporu s tim, ze kazdé racionalni ¢islo je mozné vyjadrit ve zkraceném
tvaru tak, ze je citatel nesoudélny s jmenovatelem.

Odtud plyne, Ze neexistuje dvojice celych &isel spliujici (p/q)? = 2.

4.1.7 Realna c¢isla a odmocnina

V minulém odstavci jsme ukazali, Ze v mnoziné raciondlnich ¢isel nema
rovnice feSeni, tedy neexistuje raciondlni ¢islo ¢ spliujici ¢ = 2. Z toho
duvodu zavadime realna ¢isla. Nazorné muzeme realnd ¢isla definovat po-
moci vzajemné jednoznacné korespondence s body na pfimce — zadame na
piimce polohu nuly a jednicky, a pak kazdému bodu na pifimce odpovida
praveé jedno realné ¢islo a kazdému realnému ¢islu odpovida prave jeden bod
na piimce. Takovou korespondenci v matematice nazyvame vzajemné jedno-
znacnym zobrazenim.

Definice vzajemné jednoznacéné funkce — bijekce. Funkci f nazveme
vzdjemneé jednoznacnym zobrazenim mnoziny D C R na mnozinu H C R,
pokud ke kazdému y € H existuje pravé jedno = € D splaujici f(z) =y a
ke kazdému x € D existuje pravé jedno y € H splaujici f(x) = y. Vzdjemneé

8Kdyby bylo p liché, bylo by liché i p?.
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jednoznacné zobrazeni také nékdy nazyvame bijekci mnoziny D na mnozinu

H.

Uloha. Rozmyslete si, ze kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni je také
prostym zobrazenim.

Poznamka. Jiny zpusob zavedeni redlnych ¢isel je pomoci jejich nekoneéného
desetinného rozvoje. Upozornéme na prekvapivou skutecnost, ze zobrazeni
mnoziny realnych ¢isel na mnozinu nekonecnych desetinnych rozvoju neni
vzajemné jednoznacné. Napiiklad ¢islu jedna odpovidaji dva ruzné desetinné
rozvoje 1.0 a 0.9.

TODO: SOUVISLOST S VLASTNOSTI SUPREMA (Zkratka TODO
znamend, ze text neni kompletni a bude pozdéji doplnén.)

4.2 Odmocniny

Definice odmocniny z nezdporného ¢isla. Pro a € [0, +00) a sudé n >
2 definujeme n-tou odmocninu z a jako nezaporny kofen rovnice z" = a.
Znacime ji {/a. Pro n = 2 zpravidla znac¢ime struénéji v/a a vynechavdme
privlastek druha.

Ukoly.

1. Nacrtnéte graf funkce z +— 22

z péti.

a urcete graficky druhou odmocninu

2. Ukazte, ze je odmocnina z péti definovana jednoznacéné a vysvétlete,
jak to plyne z monotonie mocninné funkce.

Definice odmocniny lichého stupné. Pro a € R a liché n > 3 definujeme
n-tou odmocninu z a jako kofen rovnice 2™ = a. Znacime ji {/a.

Ukoly.

1. Nacrtnéte pro vhodné n graf funkce z +— 2™ a zvolte redlné ¢islo a a
urcete graficky n-tou odmocninu z a. Volte sudé i liché n a ke kazdému
n kladné, zaporné i nulové a.

2. Ukazte, ze odmocnina je definovand jednoznacné a vysvétlete, jak to
plyne z monotonie mocninné funkce.

3. Nacrtnéte grafy funkef x — /z pron = 2,3,4,5.
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4.3 Inverzni funkce

V predchozim odstavci jsme definovali odmocninu z a jako kofen rovnice
2™ = a s nezndmou x a parametrem a. Funkci této vlastnosti nazyvame

inverzni funkeci.

Definice inverzni funkce. Necht je zadana funkce f. Rekneme, ze k ni
existuje inverzni funkce, pokud ma rovnice y = f(z) nejvyse jeden kofen.
Funkci, ktera y pritadi tento koten, nazyvame inverzni funkci k funkci f a
znacime ji 1.

V definici inverzni funkce je podstatné, ze rovnice y = f(x) ma nejvyse
jeden kofen. Takovou funkci nazyvame prostou funkei.

Definice prosté funkce. Funkci f nazveme prostou funkci, pokud pro
kazdou dvojici x1, 9 z jejitho definicniho oboru plati implikace

f(x1) = f(x2) = 71 = 29

Lemma o jednoznaénosti vzori prosté funkce. Necht je funkce f prosté.
Pak m4 rovnice f(z) = a s nezndmou x a parametrem a pro libovolné a € R
nejvyse jeden koten.

DUKAZ. Jsou-li 71,25 € R koteny rovnice f(z) = a, pak plati f(z1) = f(z2).
Protoze predpoklddame, ze je funkce f prostd, plyne odtud x; = x5. Proto

ma rovnice f(z) = a nejvyse jeden kofen.

Dusledek. Je-li f prostd funkce, pak ma rovnice f(z) = a jeden koten pro
a z oboru hodnot funkce f a nema zadny kofen pro ostatni a.

4.3.1 Odmocnina jako inverzni funkce

Z minulych odstavct plyne, ze funkce tfeti odmocnina je inverzni funkci tieti
mocniny. Na obrazcich uvadime jejich grafy.
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Jiné je to v pripadé druhé odmocniny, protoze funkce druha mocnina
nema inverzni funkci. Zménime-li ale vhodné jeji definiéni obor, pak inverzni
funkci mit bude. Na obrazku je plnou ¢arou graf druhé mocniny se zménénym
definicnim oborem a graf funkce k ni inverzni — druhé odmocniny.

Jesté uvedeme formalni definici vyse zminénych pojmu.

Definice zuzené a rozsitrené funkce. Pokud pro funkci f s definiécnim
oborem D(f) a funkci g s definiénim oborem D(g) plati D(f) C D(g) a pro
viechna x € D(f) plati f(x) = g(x), pak nazyvame funkci f zuZenim funkce
g na mnozinu D(f). Znaéime f = g|p(p. Funkci g nazyvame rozsirenim
funkce f na mnozinu D(g).

Priklad. Uvazujme funkce g : z — 2%,z € R (tedy definiénim oborem g je
mnozina redlnych ¢isel R) a f : . +— 2% 2 € [0, +00) (tedy definiénim oborem
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f je interval [0,+00). Pak je f zizenim ¢ na interval [0,400), formalné

2apsino f = glio.so0).
Druhéd odmocnina je inverzni funkei k této zuzené funkci.

4.4 Polynomy

TODO: Definice, stupen, nulovy polynom, koren polynomu, déleni polynom,
rozklad polynomu na kofenové ¢initele. Nerozlozitelné polynomy v oboru
komplexnich ¢isel, v oboru realnych ¢isel. Maximalni pocet korenu polynomu,
rovnost polynomu. (Zkratka TODO znamend, ze text neni kompletni a bude
pozdéji doplnén.)

Nerozlozitelné polynomy v komplexnim oboru jsou linearni polynomy (viz
prednaska z algebry). Nerozlozlozitelnymi polynomy v redlném oboru jsou i
nékteré kvadratické polynomy — viz clanky 16.1., 16.2. z dodatku o kom-
plexnich ¢islech.

Otazky. Kolik realnych kotenu muze mit kvadraticka rovnice? Kolik kubicka
rovnice? Kolik rovnice s polynomem stupneé nejvyse pét s realnymi koeficienty
ap,- . - ,CL5?

asx® + asxt + asz® + agr? + a1x +ag =0

Kolik rovnice s polynomem stupné nejvyse n s redlnymi koeficienty ao,. . . ,a,?
" + 12" N+ ar a9 =0
Otazka. Kolik kofentu x € R ma rovnice v zavislosti na hodnotéach a, b7 M4
pro néjaké hodnoty a, b vice jak jeden kotren?
ar+b=0
Otazka. Ktery z nasledujicich polynomu nelze v realném oboru rozlozit na

soucin polynomu nizsich stupnu? Takovym polynomum budeme fikat ne-
rozlozitelné polynomy.

v+ +1 P —r—1 3+ 1 ot 1
Ukol. Upravte polynomy na soucin v redlném oboru nerozlozitelnych polyno-

mu.
x>+ 8 x> — 32 2 4+2c—3 -1
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4.5 Racionalni funkce

TODO: Definice, ryze lomena racionalni funkce. Parcidlni zlomky, rozklad
racionélni funkce na soucet polynomu a parcidlnich zlomku. (Zkratka TODO
znamend, ze text neni kompletni a bude pozdéji doplnén.)

Ukoly. Vyjadiete vyrazy jako soucet polynomu a parcidlnich zlomk.

3 —a?+2 32 +x + 2 1 3
241 2 —1 3 —4x + 3 (2?2 + 1) (2 4+ + 3)?




Kapitola 5
Cviceni na funkce a jejich grafy

Cilem této kapitoly je procvicit pojmy vylozené v pfedchozich kapitoldch a
predevsim upozornit na jejich vzajemné souvislosti.

5.1 Rovnice s parametrem

Zacneme s dvéma funkcemi, jejichz grafy umime nakreslit

r—3
2¢ + 1

g2 +3r—1 h:zw—

a ukazeme, jak fesit, nejdiive graficky a poté i pocetné, rovnice s neznamou x
a parametrem y. Z vysledku pak uréime obor hodnot funkce a pokud existuje,
tak i inverzni funkeci.

> 4+3r—1 = y (5.1)
r—3

— 5.2

2 + 1 4 (5:2)

63
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5.1.1 Grafické reSeni rovnice s parametrem

Vlevo jsou spolu s parabolou
y=a?+3r—1

c¢arkované piimky o rovnicich
y = konstanta

Hodnoty konstanty na pravé strané
rovnice jsme vybrali tak, aby méla rov-
nice (5.1) dva kofeny, jeden kofen a
zadny koren. Kazdému z kofenu od-
povida prusecik primky s parabolou.

Vlevo je k hyperbole

B r—3
2+ 1

Y

nakreslena asymptota y = 1/2. Pro
toto ypsilon nemd rovnice (5.2) feseni
— piimka (asymptota) se s hyperbolou
neprotina.

Primky pro ostatni hodnoty ypsilon
(na obrazku y = —1/2 a y = 3/2) se
s hyperbolou protinaji v jednom bodé.

5.1.2 Pocetni reSeni rovnic s parametrem

P1i teseni rovnic budeme postupovat obdobné jako v pripadé konkrétniho

¢isla na pravé strané rovnice.
U rovnice (5.1) nejdiiv prevedeme pravou stranu rovnice nalevo

2 +3z—-1—y=0
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Dostali jsme kvadratickou rovnici s diskriminantem
D = 32 - 4(_1 - y)a

po upravé
D =13+4y

Vime, ze kvadraticka rovnice ma dva ruzné realné koteny v pripadé D > 0,
tedy v piipadé y > —13/4. Jeden redlny kofen mé v piipadé D = 0, tedy
y = —13/4 a v pripadé D < 0, tedy y < —13/4 nema zadny realny kofen.
Kofeny vypocteme dosazenim do vzorce. Dostaneme
Pro y > —13/4 mad rovnice kofeny

-3+ V13 +4y
2

T1,2 =

Pro y = —13/4 m4 rovnice kofen
r=—-3/2
Pro y < —13/4 nem4 rovnice zadny kofen.

Vysledek vypoctu se shoduje s grafickym feSenim, navic jsme nalezli
soufadnice vrcholu paraboly a tim i obor hodnot funkce g

H(g) = [-13/4, 4+00)

Rovnici (5.2) vynasobime jmenovatelem. Dostaneme®
r—3=y(2r+1)
Na pravé strané roznasobime zavorku
r—3=2xy+vy

Vyrazy obsahujici neznamou x prevedeme na levou stranu, ostatni vyrazy na
stranu pravou a na levé strané vytkneme x

z(1—-2y)=y+3

1Po vyfeseni rovnice bychom spravné méli ovéfit, ze ziskany kofen spliluje i rovnici
pred tpravou — tedy ze x # —1/2, pro které mé jmenovatel nulovou hodnotu. Zde si staci
uvédomit, ze pro x = —1/2 je x — 3 # 0 = y(2z + 1).
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Pro 1 —2y =0, tedy y = 1/2 dostaneme rovnici 0 = 7/2, kterd nemé feSeni.
Pro ostatni y dostaneme kofen rovnice vydélenim nenulovym vyrazem 1 — 2y
Vysledek tedy shrneme konstatovanim, ze pro y # 1/2 ma rovnice jeden

koten
y+3

1 -2y

xr =

a pro y = 1/2 nemé zadny kofen.
Vysledek vypoctu se shoduje s grafickym tesenim, navic jsme nalezli
predpis inverzni funkce

y+3

Rty s
1—2y

y €R\ {3}

5.2 Dalsi priklady na rovnice s parametrem

V kapitole 5.1 jsme fesili rovnice s parametrem jednoduché natolik, ze jsme
je uméli vyfesit pocetné i graficky a vysledky jsme porovnali. Zde se bu-

vvvvvv

z naseho vypoctu. Ijmyslné volime takové funkce, pfi kterych budeme fesit
kvadratickou rovnici s parametrem.

5.2.1
r?=3r+1
N T+ 2

Rovnici vynasobime jmenovatelem, vechny ¢leny prevedeme na jednu stranu
a upravime do tvaru kvadratické rovnice. Dostaneme

Y

4 r(—y—3)+(1-2y) =0 (5.3)
Diskriminant této kvadratické rovnice je
D= (~y—3)"—4(1 —2y)

a po uprave
D=y +14y+5

Pocet kofenu rovnice (5.3) dostaneme vyfesenim kvadratické rovnice D = 0
a nerovnice D > (.
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Pro y = —7 + v/44 m4 rovnice (5.3) jeden kofen. Dosazenim do vzorce
pak dostaneme, ze tento koten je x = (y + 3)/2, a tedy

pro yy=—-7+vV44 je x;=-24+v11
pro Yy, =—7—V44 je x9=-2-+v11

Pro y € (—00, =7 —v/44) U (=7 + /44, +-00) m4 rovnice (5.3) dva kofeny

y+3+/y2+ 14y +5
xr =
2

Pro ostatni y rovnice nema feSeni.

Z mnagich vypoctu zjistime, ze funkce neni prostd, neméa tedy inverzni
funkci a jeji obor hodnot je (—oo, —7 — v/44] U [=7 + /44, +00). Pomoci
Y12 tento obor hodnot zapiseme (—o0, yo] U [y1, +00).

Vysledky jesté postupné vyneseme do grafu.

V grafu vlevo jsme vyznacili body [x1,11], [22,ys] a teckované pifmku
x = —2 (pro tuto hodnotu neni funkce definovand, graf proto vyznacenou
piimku neprotind).

V prostirednim grafu jsme dale ¢arkované vyznacili y lezici v oboru hodnot
funkce.

V pravém grafu jsme doplnili graf funkce.

8

P
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Presnéjsi graf ziskdame vydélenim

Do grafu dokreslime ptimku o rovnici
y=x—>5.

Pro velkd kladna x je 11/(z + 2) malé
kladné, a tedy graf funkce lezi maly
kousek nad touto primkou.

Pro velkd zdpornd x je 11/(z+2) malé
zaporné, a tedy graf funkce lezi maly

kousek pod touto primkou.
Pro uplnost uvedme, Ze grafem je /\
v tomto pripadé hyperbola.
5.2.2
I
V=2 +1

Prvni tprava rovnice je obdobna jako v minulém ptiklade.

yr* —x+y=0

(5.4)

Pro y = 0 dostavame rovnici —z = 0 s jednim kofenem.
Pro y # 0 dostdvame kvadratickou rovnici s diskriminantem

D=1-4y

Rovnice D = 0 je splnénd pro y; = 1/2 a pro yo = —1/2, nerovnice D >
0 je splnénd pro y € (—1/2,1/2). Kofeny kvadratické rovnice dostaneme

dosazenim do vzorce.
Rovnice tedy mé

pro y=-—1/2 koten x=-1

pro y € (—1/2,0) kofeny x5 =

pro y=0 koten x=0

pro y € (0,1/2) kofeny x5 =

pro y=1/2 kofen x=1

1+ /1 —4y2
2y

14 /1= 42

2y
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Pro ostatni y rovnice nema feseni.

Odvodime odsud, Ze funkce neni prosta a nema tedy inverzni funkci a jeji
obor hodnot je [—1/2,1/2].

Vysledky opét vyneseme postupné do grafu.
v y

Na obrazku vlevo jsme vynesli tii body grafu a ¢arkované vyznacili obor
hodnot. Na pravém obréazku je graf funkce.

5.3 Limity

Pii kresleni grafu v piikladu 5.2.1 jsme vydélili mnohocleny
?—3r+1 11

2 0T e
a pomohli si ddle dvahou o hodnotéch zlomku 11/(x 4+ 2) pro x blizké minus
dvéma nebo velké kladné i zaporné.
Pozdéji zavedeme pojem limity a budeme fikat, ze
hodnota vyrazu 11/(x + 2) se pro z blizici se
ke dvéma zprava se blizi k plus nekone¢nu
ke dvéma zleva se blizi k minus nekonec¢nu
k plus nekonecnu se blizi k nule
k minus nekonec¢nu se blizi k nule
Nebo také budeme fikat, ze limita vyrazu ...je pro x jdouci k ...rovna ...
Formalné budeme x blizici se ke dvéma zprava zapisovat v — 2T a x
blizici se ke dvéma zleva x — 27. Podobné x blizici se k plus nekonecnu
zapiSeme xr — +o00 a k minus nekoneénu x — —oo.
Vyroky napsané vyse slovné pak zapiseme: 11/(x+2) — 400 pro x — 21,
a podobné ostatni.

(5.5)

Podobné bychom v piikladu 5.2.2 mohli upravit
z 1
22+1 z+12
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a odtud usoudit, ze pro velkd x budou funkéni hodnoty malé kladné a pro
velka zaporna x budou malé zaporné a tikat tedy, ze limita tohoto vyrazu je
pro x jdouci k plus a minus nekone¢nu rovna nule.

V dalsi kapitole budeme zkoumat funkce

x4+ 2x
5.6
T 1 (5.6)
2
Yy
5.7
Y (5.7)

Rozebereme zde chovani téchto funkei v okoli kofenti jmenovatele a v okoli
obou nekonecen.

Pii zkouméani funkce z (5.7) zaéneme tpravou

2

y , 11 1
—y? Ay —2) =y + -

o VW=t g Ty

Protoze je zde y nezévisle proménnd, prohodime osy, tedy vodorovné na-

kreslime osu y a svisle osu .
T Na obrézku vlevo je teckované nakres-

lend piimka x = y/4 + 1/8 a pifmka
\ y = 1/2. Plnou ¢arou je vyznacena

zavislost = na y na zadkladé uvahy:
k y/4 + 1/8 pricitdme 1/(16y — 8) a
Lo to je pro y — —oo malé zaporné, pro
f 7y — 1/27 velké zdporné, pro y —
\ 1/27 velké kladné a pro y — +o00 malé

: kladné.

Pti zkoumani funkce z (5.6) spocitdme limity zprava a zleva v bodech +1
a Foo.

Pro x o mélo vétsi nez jedna je ¢itatel 22 + 22 zhruba roven tfem a jme-
novatel je kladny s hodnotou blizkou nule. Zlomek ma tedy velkou kladnou
hodnotu. Formalné tuto ivahu zapiseme: :”;%21”” — +oo prox — 17

Pro x — 17 je jmenovatel maly zaporny, a proto 3;22%21’” — —00.

Graf pro = hodné velkd (r — 400 a  — —oo) ziskdme nasledujici

tivahou: zlomek rozsifime vyrazem 1/z? (stejnou tipravu lze udélat vytknutim
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r?) a upravime

Pro velké z je citatel i jmenovatel priblizné roven jedné, tedy 9;22;_219” — 1.

Pro velka kladna x jesté muzeme doplnit: ¢itatel je o trochu vétsi nez
jedna a jmenovatel o trochu mensi nez jedna, proto ma zlomek hodnotu o
trochu vétsi nez jedna. Pro x velka zaporna obdobnou ivahu nelze provést,
délime dveé cisla o trochu mensi nez jedna a vysledek tedy muze byt i vetsi i
mensi nez jedna.

Na nésledujicim obrazku jsou plnymi ¢arami znazornény vysledky nasich

uvah.
\

=y

Ze spojitosti vysettované funkce plyne, Ze rovnice (5.8) ma pro libovolné
¢islo y koten = € (—1,1). Pro y < 1 ma pak jesté jeden koten z € (—oo, —1)
a pro y > 1 kofen x € (1,+00). Kofenu muze byt i vice, pokud by funkce
nebyla na uvedenych intervalech monotonni.

V nésledujici kapitole ukazeme, ze kotenu vice neni. Zjistime tak, ze je
funkce na intervalech (—oo, —1), (=1, 1), (1, 00) klesajici a jeji graf tedy vy-
pada jako vysSe uvedena teckovana krivka.
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5.4 Dalsi priklady na rovnice s parametrem

5.4.1

Probereme funkci, jejiz limity jsme spoéitali v predchozi kapitole. Reseni
rovnice s parametrem nam pomuze Casti grafu spojit.

%+ 2
2 —1

Zactneme obdobnymi travami jako v pfedchozich ptikladech

(5.8)

y:

*y—1)—2r—y=0

Pro y = 1 dostavame rovnici —2x — 1 = 0 s kofenem = = —1/2.
Pro y # 1 dostavame kvadratickou rovnici s diskriminantem

D=4+4y(y—1)

ktery nabyva kladnych hodnot pro vSechny realné hodnoty y. Rovnice mé
tedy pro y # 1 dva kofeny

7 vypoctu plyne, ze obor hodnot funkce je mnozina redlnych cisel R,
funkce neni prosta a nema tedy inverzni funkci.
Graf jsme uvedli nahote véetné tvah opirajicich se o vysledky vypoctu.

Ukol. Nechte WolframAlpha vykreslit grafy funkei
'_>1+\/x2—x+1 l—va?—z+1

—
r—1 v rz—1

T

a porovnejte s vyse uvedenym grafem.

NAvoD. Pouzijte pitkaz Plot((14sqrt(x*x-x+1))/(x-1)).

5.4.2

Uvedeme jesté jeden priklad, ve kterém pti feseni rovnice budeme umocnovat.
Vysvétlime, proc se o takové uprave 1ikd, ze neni ekvivaletni. Déle v piiklade
zopakujeme pojmy prosta a inverzni funkce a souvislosti.
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y =2x+ Vda? — 2x

Osamostatnime odmocninu a umocnime

y—2r = Vdx? -2 (5.9)
(y — 2x)* = 42® — 22 (5.10)
Y — Aoy 4+ 40? = 42* — 2

Vsimnéte si, Ze kvadraticky ¢len 422 se odeéte a dostaneme linedrni rovnici

v = day— 2
y' = x(dy—2)
y?

4y — 2

Pro y = 1/2 nemuzeme udélat posledni tipravu. Pro toto y mé rovnice pied
upravou tvar 1/4 = 0, nemd tedy FeSeni. Pro y # 1/2 jsme dostali kofen
z=y*/(4y —2).

Béhem feseni rovnice jsme pii upravé (5.9) na (5.10) umocnovali. V piipa-
dé, ze se strany rovnice pred tipravou lisi znaménkem, napiiklad L = y—2z =
—2, P = +/42? — 2x = 2, neni rovnice splnéna. Po tpravé rovnice splnéna je
(y — 22)* = (—2) = 4, 42 — 22 = 2* = 4. Umocnovan{ tedy muze rozsirit
mnozinu kofenu rovnice a je tieba ovérit, zda koteny rovnice (5.10) vyhovuji
i rovnici (5.9). Obvykle ovéfujeme dosazenim kofenu do rovnice (zkouskou).
My zde ukazeme jiny zpusob ovéfeni. Vyuzijeme nésledujici tvrzeni (lemma).
Lemma. Pokud pro éfsla L, P € R plati L? = P2, pak je bud L = P nebo
L=-P.

DUKAZ je jednoduchy. L? = P? upravime na L? — P? = 0 a déle na (L —
P)(L+ P) =0 a odtud plyne, ze bud je L — P =0 nebo L+ P = 0 a odtud
plyne pozadované tvrzeni. O

V nasem piipadé je P = v/4x? —2x > 0. Proto staci zjistit, zda je i
L = y — 22 > 0. Potom nemtize nastat pifpad L = —P a tedy z L? = P?
plyne L = P.

Zjistéme tedy, zda plati L > 0. Dosazenim a tpravami dostaneme

2y? vy -y

ay—2 YT o1 oy -1

L=y—-2rv=y—
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Vyfesenim nerovnice (y?—y)/(2y—1) > 0, dostaneme? y € [0,1/2)U[1, +00).

ZAVER: rovnice ma pro y € [0,1/2)U[1, +00) kofen = = y?/(4y — 2). Pro
ostatni y nema rovnice feSeni.

Jesté jsme vyse slibili vysvétlit, pro¢ pouzivame termin (ne)ekvivaletni
uprava. Jak souvisi uprava s ekvivalenci? Pti ipravach rovnice chceme, aby
mnozina kofentu rovnice pred upravou byla totozna s mnozinou kofenu rov-
nice po upraveé. Pro konkrétni hodnotu proménné se muzeme na kazdou z rov-
nic divat jako na vyrok. A rovnost mnozin kofenu znamena, ze jsou vyroky
ekvivalentni. Odtud nazev ekvivalentni dprava.

Resenfm rovnice jsme ziskali inverzni funkei k funkci®
fro— 204+ V422 -2z, z € (—00,00U[1/2,+00) (5.11)

Touto inverzni funkci je*

y2

— 1/2 1
s Vel UL +oo)

fliye

Nagim dalsim cilem je nac¢rtnout grafy funkce f i inverzni funkce f~1.
Zacneme inverzni funkcei f~1. V minulé kapitole jsme spocitali limity jejiho
rozsifeni na mnozinu R \ {1/2}.

2

4y — 2

gy

a vynesli je do grafu. Vlevo dole jsme ho znovu nakreslili a teckovanou
piimkou zndzoriili, Ze funkce g neni prostd. Inverzni funkce f~!, kterd je
zizenim funkce g, prostd je. Pojdme vytvoriit jeji graf.

Defini¢éni obor funkce f~! jsme ziskali z podminky y < 2z. Na obrazku
vpravo jsme tuto podminku vytesili graficky a feseni znazornili plnou ¢arou.

2Vyteseni této nerovnice nechdme na ctenafi.
3Definiéni obor jsme uréili z podminek — odmociiujeme jen nezdporna é&isla.
4Zde jsou definiénfm oborem ta y, pro néz mé rovnice y = f(z) fesen.
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Sestrojeny graf inverzni funkce lze povazovat za plnohodnotny graf funkce
f —pokud se v ném jako v grafu funkce f dokazeme orientovat. To si ovérime
v nasledujicim cviceni.
Ukol. Zvolte v grafu funkce f~! bod na ose x a na ose y vyznacte pro toto
x hodnotu f(x).

Pokud se vam nelibi prohozené osy, muzete je vymeénit zpét. Na nésledu-
jicich obrazcich je vlevo graf funkce f a vpravo graf funkce k nf inverzni.®

Y

N ” \ 7

Ukol. Vyfteste stejnou tlohu pro funkci h s opacnym znaménkem pred

odmocninou
h:xz— 2 —V4zr? — 2z

5Pokud funkce f pfifadi proménné z proménnou ¥y, pak inverzni funkce piifadi naopak
proménné y proménnou x. Na zakladnich a stfednich skolach je zpravidla vyzadovano u
inverzni funkce prejmenovéani, my je zde nedélame, povazujeme je za nepiinosné a naopak
spise matouci.
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a ukazte, ze se lisi jen znaménkem levé strany L pred umocnénim rovnice, a
tedy graf funkce h a funkce h=! k nf inverzn{ je®

y

-

6teckované jsou zakresleny grafy funkei f, f~1



Kapitola 6

Dodatek — rovnice primky,
prima imeéra

Pravdépodobné vite, ze grafem linedrni funkce f(z) = ax + b je piimka.
Premysleli jste nékdy, proc to tak je? Cilem dodatku je podivat se na rovnici
piimky z ruznych stran a ukézat souvislost s pifimou imeérou.

6.1 Motivacni dlohy
6.1.1 Prima tmeéra

Uloha. Vypoctéte mzdu za 8 hodin préce, vite-li, ze za 3 hodiny prace je
odména 500,- ke.

Ze zadani spoc¢itdme mzdu za jednu hodinu: 500/3 ké a vyndsobime ji
poc¢tem hodin. Dostaneme 4000/3 = 1333 ké. Vsimnéte si, ze rovnici primé
umeéry x/8 = 500/3 odpovidaji na grafu podobné trojihelniky a podobnym
trojuhelnikim odpovidéd piimka jako graf primé tmeéry.

7
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mzda

1400
1200 i
1000 + 3
800 1 i
600 1 3

400 |
200 1 |

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 pocethodin

6.1.2 Podobnost trojahelnika

V kapitole 2.1.2 jsme pouzivali k vypoctu podobnost trojihelniku. Z této
kapitoly jsme zkopirovali obrazek, ve kterém jsme vyjadiovali  pomoci a, b,
h. Vidite ho vlevo a vpravo je zvétseny detail dvou podobnych trojihelniku
s vyznacenymi shodnymi thly.

b b

Vztah mezi délkami stran trojuhelniki muzeme odvodit dvéma zpusoby.

1. Podil dvojice stran z jednoho trojihelniku je roven podilu dvojice od-
povidajicich stran ve druhém trojuhelniku:

b =z

a h
Zde jsou trojuhelniky navic pravoihlé, proto je tento podil navic roven
tg p.
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2. Koeficient podobnosti je podil velikosti obrazu a vzoru. Vyjadiime ho
dvojim zpusobem:

x
k = — = —
b
V obou ptipadech dostaneme
hb
r=—
a

6.1.3 Objem komolého kuzele

V prikladu v kapitole 2.1.2 jsme pouzili vzorec pro objem komolého kuzele.
Ukazeme odvozeni tohoto vzorce.

Na obrazku vlevo je komoly kuzel s vyznacenymi rozméry. Vpravo jsme
komoly kuzel doplnili na kuzel. Objem komolého kuzele vypocteme jako
rozdil objemu vétsitho a mensiho kuzele. Poloméry podstav obou téchto ku-
zelu jsme oznacili rq, 9 a predpokladdame, ze je zname. Co nezname, je vyska
x mensiho kuzele. Odvodime ji z vyznacenych podobnych trojihelniku —
nahote vidime pravouhly trojihelnik s odvésnami z, ro, dole s odvésnami
h, r1 — ry. Trojuihelniky jsou podobné, protoze odpovidajici strany jsou rov-
nobézné (odtud plyne rovnost odpovidajicich thlu).

Z podobnosti trojuhelniku plyne rovnost poméru odpovidajicich stran

a odtud vyjadiime

rL—7re
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Mensi kuzel ma polomér podstavy ry a vysku x, méa tedy objem

1 1 7r3h
Vi = —mrie = = 2
! 37TT2$ 37TT1 — Ty

Veétsi kuzel ma polomér podstavy r a vysku (éast dpravy nechavame jako
tikol pro ¢tenéie)
T 2h Tlh

h+x=h+ ==
M —T9 r —To

Objem vétsiho kuzele tedy je

1 h 1 3h
Vo = Z7r? o = -7 1

1
3 T —To 3 rH — T2

Objem komolého kuzele vypocteme jako rozdil objemu obou kuzelu

V:VQ_Vlzlﬂ rih _EWT%_}L:LTM
3 r — T2 3 r — T2 3 r — T2

K dalsi upravé pouzijeme vzorec
a® — b = (a —b)(a* + ab + b?)
Po dosazeni a = r1, b = r, dostaneme

3 — 1S = (ry — 7o) (rf +rire +13)
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a dale
2 2
T% - 7‘% (11 — 7o) (r{ + riry +13) 2 2
= =ritrira+r;
rL—7r2 rL—7r2

Dokonc¢eme vypocet objemu V'

BRNG E

1
= —7h(r? + riry + r?
3 r — T 3 T — T2 3 <1 12 2)

Dostali jsme vzorec pouzity v kapitole 2.1.2

1
V= gwh(rf +ri7rg +73)

6.1.4 Linearni interpolace

NiZe vidite tabulku obsahujici naméfené hodnoty vybranych vlastnosti vody.!
Vlastnosti vody se méni s teplotou a tabulka obsahuje hodnoty jen pro vy-
brané teploty. Predstavme si situaci, kdy potifebujeme odhadnout tyto vlast-
nosti pro teplotu, kterd v tabulce neni obsazena.

2.4 Vlastnosti vody pfi tlaku 0,1 MPa

t P c, A 10°-v 10° -7 10° -y Pr
k J W m 1
e | [ | R | BRI | e | G| o
g m N

0 999,9 42257 0,558 1,794 1,793 6 -0,07 13,57
5 1000,0 4 206,5 0,567 1,535 1,534 7 0,015 11,35
10 999,7 4194,7 0,577 1,297 1,296 4 0,090 9,42
15 999,1 4186,8 0,587 1,137 1,1356 0,154 8,10
20 998,2 41817 0,597 0,995 0,993 4 0,208 6,97
25 997,1 4178,4 0,606 0,883 0,880 6 0,256 6,08
30 995,7 4176,3 0,615 0,796 0,792 4 0,302 5,38
35 994,1 41755 0,624 0,724 0,7198 0,344 4,81
40 992,3 4175,5 0,633 0,663 0,658 0 0,386 4,34
45 990,2 4176,3 0,639 0,611 0,605 1 0,422 3,94
50 988, 1 4177,6 0,647 0,562 0,555 0 0,457 3,58
55 985,7 4179,3 0,652 0,517 0,509 9 0,490 3,27
60 983,2 4181,6 0,658 | 0,480 0,4717 0,522 2,99
65 980,6 4183,9 0,663 | 0,444 0,435 4 0,554 2,74
70 977.8 4186,8 0,667 | 0413 0,404 0 0,584 2,53
75 974,9 4190,1 0,651 | 0,386 0,376 6 0,614 2,35
80 971,8 4193,9 0,673 | 0,362 0,352 0 0,642 2,19
85 968,7 4197,7 0,676 | 0,339 0,328 1 0,670 2,04
90 965,3 4201,9 0,678 0,320 0,308 9 0,697 1,91
95 961,9 4 206,0 0,680 0,304 0,292 2 0,723 1,80
100 958,4 4210,7 0,681 0,290 0,277 5 0,749 1,72

!Tabulka je zkopirovand z textu pro studenty fakulty strojni.
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Budeme odhadovat hustotu vody pii teplote T = 22°C' a tlaku p =
0.1M Pa. V tabulce najdeme interval obsahujici teplotu 7' a vyneseme hod-
noty hustoty do grafu. Pro vétsi ndzornost jsme vynesli i hodnoty pro nejblizsi
okolni teploty.

999.1

998.2 |- n

olkg/m?|

997.1 |- |

995.7 |- n

15 20 25 30

TPC]

7 tabulky je vidét, ze hustota vody od teploty 5°C' s rostouci teplotou
kles4.? Z bodt vynesenych do grafu pak vidime, 7e zavislost hustoty na tep-
loté je v daném intervalu (tedy mezi 15°C' a 30°C') piiblizné linedrni. To
nas vede k pouziti metody nazvané linearni interpolace: Tabelované hodnoty
prolozime lomenou ¢arou, tim jsme funkci vyjadiujici zavislost hustoty vody
na teploté nahradili po ¢astech linearni funkci. Hustotu vody pro teplotu
T = 22°C pak muzeme odhadnout z grafu a pokud chceme dosdhnout vétsi
presnosti, tak hodnotu vypocteme. V dalsim ukazeme, jak.

2Je to tak i mezi nula a deseti stupni? Jak se tento jev nazyva? Jak ovliviiuje zimni
krajinu?
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V nasledujicim grafu jsme oznadcili teploty 17, T5 a odpovidajici hustoty
01, 02. Dale jsme do grafu vynesli teplotu T a ji odpovidajici hustotu p a
v grafu jsme vyznacili strany dvou podobnych trojuhelnikt. Z podobnosti
trojuhelniku plyne rovnost poméru odpovidajicich si stran

01— 0 _ 01 — 02
T—-1T; T — 1T,

Odtud vyjadiime p: nejdiive rovnici vynasobime jmenovatelem levé strany

01— 02
01— 0= T— T1
T - Tl( )
999.1
01 = 998.2 |-
o7
|
EI N
0 - <
o T =T
j=)
)
Qg =997.1 |-
To — Ty
995.7
| | | | |
15 Ty =20[°C] T T> = 25[°C] 30
T[C]

a v dalsim kroku vyjadiime p (pficteme p, ode¢teme pravou stranu a
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vymeénime strany rovnice)

01 — 02
T, — T

0=01— (T -T)

Pripadné jesté vytkneme minus z vyrazu o, — g2 a prevedeme rovnici do tvaru

02 — 01
15 — T

0= 01+ (T - Ty) (6.1)

6.1.5 Prevod stupnii Celsia na stupné Fahrenheita

Teplotam nula a sto ve stupnich Celsia odpovidaji ve stupnich Fahrenheita
teploty 32°F, 212°F. Pievod mezi témito dvéma stupnicemi je linearni a
nasim cilem je tento prevod odvodit.

] ]
212 | 1
&)
=
Te |
32| |
| |

|
0 To 100
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Do grafu jsme vynesli teploty a k odvozeni opét pouzijeme podobnost
trojihelnikt a z ni plynouci rovnost poméru stran. Dostaneme
Tp—32 21232
Te—0  100-0

a odtud po upravach
Tr=324+18T¢ (6.2)

6.1.6 Secna, tecna a Lagrangeova véta o stifedni hod-
noteé

Nize vidite graf funkce f na intervalu [a,b] — grafem je ¢ervend kiivka. Do
grafu jsme modrou barvou zakreslili secnu grafu prochazejici body [a, f(a)],

[b, (b)]-

f) |

X

Jednim z teoretickych néstroju, ktery budeme pouzivat, je Lagrangeova®

véta o stredni hodnoté, ve které tvrdime, ze v intervalu [a, b] existuje bod,
v némz je tecna ke grafu funkce rovnobézna s touto secnou.

3Podle matematika a astronoma Josepha Louise Lagrange (1736-1813), é¢teme lagranze,
lagranzova véta.



86 KAPITOLA 6. DODATEK — ROVNICE PRIMKY, PRIMA UMERA

Tento bod i s teénou jsme nakreslili do nasledujiciho obrazku. Pii dukazu
Lagrangeovy véty* pouzijeme pomocnou funkei F, kterou ziskame jako rozdil
hodnoty na sec¢né a funkéni hodnoty funkce f. Do grafu jsme vyznacili hod-
notu F'(x) pro x rovno ¢, d.

K vypoctu F'(x) pottebujeme rovnici seény, kterou opét ziskame pouzitim
podobnosti trojuhelniku a odtud odvozeného vztahu

y—fla) _ f(b) = f(a)

t—a  b-a (6:3)
f(b)
fla) |
a c d b
Vyjadiime odtud y
y = Jla) + (@ — )= (6.4)

a odtud dostaneme vztah pro pomocnou funkci F

P(@) =y = f@) = fa) + (2~ )OI g

4Matematicks véta je tvrzeni, o jehoz platnosti jsme se presvédéili jeho ditkazem.
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6.1.7 Shrnuti

Cilem motivacnich piikladu bylo ukézat souvoslost pojmu primd imeéra, po-
dobnost trouhelniki, linedrni funkce, primka jako graf primé dméry.

V dalsi kapitole jesté jednou zopakujeme odvozeni rovnice primky a pii-
dame dalsi detaily.

6.2 Rovnice primky

Odvodime rovnici piimky uréené dvéma ruznymi body A = [z4,yp], B =
(2B, Ys]-

Nejdiiv probereme pripad, ve kterém maji body A, B stejnou z-ovou
soutadnici, tedy pro ptipad x4 = zp. Pfimka jimi uréena je kolma k ose z,
neni grafem zadné funkce a ma rovnici r = 4.

yB T mB= [szyB]
P
yA T mA= [xAyyA]
TA
T

Déle probereme piipad bodu, kdy je druhy vpravo nahore od prvniho —
pro jejich soutadnice plati 4 < g, ya < yg. Na obrazku je kromé piimky
AB jestée X = [z,y] lezici na piimce mezi body A, B. Déle jsou na obrézku
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vyznaceny dva podobné trojuhelniky, pro jejichz strany plati

Y—Yya _ YB —Ya
r—TA I —TA

YB +

Yya +

TA IB
x

Hodnotu vyrazu v (6.5) nazyvame smérnici primky. Oznacime ji k a vy-
jadrime pomoci soutadnic bodu na primce

p— YB YA (6.6)
Ip —TA

Rovnici pirimky pak muzeme zapsat ve tvaru

y=ya+k(r—14) (6.7)

Ijlohy.
Ze vztahu (6.5), (6.6) odvodte vztah (6.7).
Napiste rovnici piimky prochézejici body [2, 1], [4, 5].

Vyse jsme odvodili vztahy pro specidlni polohu bodu. Na dalsich obrézcich
ukazeme, ze odvozené vztahy plati i v obecné poloze.
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YB | B =[zp,y5] .
Uvazujme bod [z, y] vlevo od
bodu [z4,ya]. Z podobnosti
trojuhelnikt dostaneme
D
Ya | A=lza,yal Ya— Y Y — Ya
X = [z,y] TA—T Tp—Ta
coz je ekvivalentni vztahu
(6.5).
T A xé
T
Uloha.

Uvazujte i dalsi poradi bodu A, B, X na piimce a ukazte, ze vzdy dostanete
vztah ekvivalentni vztahu (6.5).

Rozebereme jesté priklad ,klesajici“ primky, tedy pripad x4 < zpg, ya >
YB-

X = [z,y]

A= [fEA:yA] = yA 1 -

Yy + 0 —------ B = [zB,yB] Yys+  r------ B = [zp,yB]

T A B T A B
K nim jsou na obrazku vpravo zvoleny dalsi dva body a ¢arkované do-

kresleny podobné trojuhelniky. Pro bod vlevo plati

Y—Ya  Ya—YB
TA—T Tp—2Ta

pro bod vpravo
Yya—y YA — YnB
T—T4 Tp—2Ta
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Obeé rovnosti 1ze vyndsobenim minus jednickou upravit na (6.5).

Posledni piipad je y4 = ya. Ptimka je rovnobézna s osou z a ma rovnici
y = y4. Rozmyslete si, ze tuto rovnici dostaneme jako specialni pripad vyse
uvedenych vztahu.

Zaveér. Pifmka urcend dvéma ruznymi body A = [z4,ya], B = [xp,ys] méa
v piipadé x4 = xp rovnici © = x4 a v piipadé x4 # xp rovnici (6.7), kde za
k dosadime ¢islo vypoctené z (6.6).

6.3 Geometricky vyznam koeficientt

Odvodime geometricky vyznam koeficientu a, b v rovnici y = ax + b.

Dosazenim x = 0 dostaneme y = b. Proto protina piimka o rovnici y =
ax + b osu y v bodé [0, b].

Pro zjisténi geometrického vyznamu koeficientu a budeme potiebovat dva
body piimky. Jejich souradnice spliuji rovnice y; = axy + b, yo = axs + b.
Odectenim rovnic dostaneme ys — 3; = a(xy — 1) a po dalsi uprave

a=(y2 — y1)/(z2 — 21) (6.8)

tedy vztah (6.6), ktery jsme vySe odvodili geometricky. Na nésledujicich
obrazcich ukazeme geometricky vyznam ¢cisla a.

Na obrazku je vyznacen thel ¢ v pravouhlém
trojuhelniku s teckovanymi odvésnami a pl-
nou preponou. Ve vztahu (6.8) jsou v ¢itateli
a jmenovateli velikosti odvésen, odkud do-
staneme

a=tgyp
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Protoze piimka svird s rovnobézkami stejny
uhel, dostavame vyznam koeficientu u x:
je roven tangentu tuhlu, ktery svirda piimka
s osou x.%

“Pro primku v obecné poloze je to uhel od kladné
poloosy proti sméru hodinovych rucicek k piimce.
V geometrii uvazujeme mezi piimkami vzdy ostry
nebo pravy thel, zde vSsak zdporné smérnici a od-
povida tupy uhel ¢.

Jesté ukazeme vyznam koeficientu a v feci
prirustku. Na obrazku jsme zvolili prirustek
proménné x roven jedné. Koeficient a je pak
roven odpovidajicimu prirustku y.

Zaroven jsme na ose y vyznacili absolutni
¢len b.

6.4 Graf linearni funkce

V piedchozi kapitole jsme ukdzali, Ze kazdd piimka md rovnici bud z =

konstanta nebo (6.7).

Uloha. Diskutujte, zda odtud plyne, 7ze kazda rovnice (6.7) je rovnice primky.
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