Derivace funkce — vylet za Newtonem do 17. stoleti
16. tijna 2023
Definice: Derivaci funkce f v bodé a € R podle Newtona nazveme ¢islo,

které dostaneme z vyrazu w po pokréceni h a dosazenim h = 0.!
Tuto derivaci znacime f’(a).

Oznacime-li x = a + h, dostaneme odtud h =z —a a

flath) = fla) _ f(x) = f(a)

h r—a

Na grafu funkce f je ¢itatel f(a+h)— f(a) = f(z) — f(a) roven piirustku
funkce a jmenovatel h = x — a piirustku proménné x.

Od pocatku 19. stoleti se derivace definuje f'(a) = limy,_o w nebo
f'(a) = lim,_, f(x)—f(a)

Definice: Primku o rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a) nazyvame tecnou ke
grafu funkce f v bodé a.

leohy:

1. Spocitejte nasledujici derivace ptimo z definice, napiste rovnici piislusné
tecny, nakreslete graf funkce i s te¢nou.

(a) fz)=a% f'(3) =

(b) f(z) =32 —bx+1, f'(2) =7

(c) f(x) =4a®+6, f(-2) =?
) flx)
) fz) =

T
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(d =27, f'(1) =7
(e 20 — 5, f'(4) =7

2. Odvod'te vzorce

) ( )= f'la) =1

) (z) = 2? je f’( ) =2a

(c) Pro f(z) == Jef’( ) = 3a?

(d) Pro f(x) =k (f je konstantni funkce) je f'(a) =0
)
)
)

X

T

(a) Pro f(x
(b) Pro f(x

C

(e) Pro f(x) =ax+bje f'(z) =a
(f) Pro funkce g, h a funkci f(z) = g(z)+h(x) je f'(a) = ¢'(a)+h (a)
(g) Pro funkci f, konstantu ¢ a funkci g(z) = cf(z) je ¢'(a) = cf'(a)

3. Pouzijte vzorce z ulohy 2 k feSeni ulohy 1.

'V zavéru dosazujeme h = 0, coz je v rogporu s tim, Ze na zacitku délime h. Za
Newtonovych dob bylo takové h povazované za nekone¢né malé, ale nenulové ¢islo.



4.

Spocitejte nasledujici derivace piimo z definice, napiste rovnici prislusné
tecny, nakreslete graf funkce i s te¢nou.

(a) f(z) =z, f'(1) =7

(b) f(z) =2z +5, f'(2) =7

(¢) flz)=+v5—w=, f'(1)="
Odvod'te vzorec pro derivaci soucinu (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Vzorec ilustrujte na obdélniku o stranadch f, g a dalsim obdélniku

o stranach f + Af, g + Ag. Vypoctéte rozdil obsahu téchto dvou
obdélniku.

Definice: Derivaci funkce f nazyvame funkci f’, kterd ¢islu a prifadi
hodnotu f'(a) (tedy derivaci f v bodeé a).

U’lohy:

6a

6b—d

10.

11.

V kapitole 2.2 ucebniho textu jsme odvodili funkci popisujici zavislost
objemu tekutiny na vysce hladiny

V(h) = m(225h + 2h* + 5h3) h € [0,10]
| 7(900h — 5916.3) h € (10, 35

Vypoctéte derivaci V'(h), ukazte, ze se rovnd obsahu hladiny S(h) ve
vysce h a vysvétlete, Ze to neni ndhoda. Derivaci V' pocitejte s pouzitim
VZOrci.

Totéz pro dalsi tti nadoby z kapitoly 2.2.

/ n—1

. Vzorec pro derivaci sou¢inu pouzijte k odvozeni vzorce (z")" = nx

K dukazu pouzijte matematickou indukei.
Odvod'te vzorec? (v/z) = 1/(2v/x)

(a) Pouzijte definici derivace.

(b) Nacrtnéte ¢tverec, jeho stranu oznacte y = /x, obsah je z. Veétsi
¢tverec mé stranu y + Ay a obsah « + Az. Odvod'te odtud Ax =
2yAy + (Ay)?. Zanedbanim ¢lenu druhého fadu (Ay)? dostaneme
Az = 2yAy, odkud pak Ay/Ax =1/(2y).

Pouzijte vzorec z ulohy 8 k feSeni tulohy 4a.

Odvod'te vzorec pro derivaci slozené funkee (f(g(x)))’ (a) = f'(g(a))g'(a).
K ilustraci odvozeni pouzijeme tlohu (kapitola 1.2 uéebniho textu) o
tlaku zavazi pusobiciho silou na desku ¢tvercového tvaru o strané a a
zméné tlaku pii zméné strany ¢tverce (zmeéni se na a + Aa).

Pouzijte vzorce z 1loh 8, 10 k feSeni uloh 4.

2Vgimnéte si formdln{ shody se vzorcem (z")" = na"~! pro n = 1/2.



