Okoli bodu, limity

Okoli bodu a € R: (vSechna e jsou kladna ¢isla)

okoli U.(a) = (a — €,a + €) obsahuje ¢isla, kterd jsou na ¢iselné ose od a
vzdalend o méné nez ¢

pravé okoli (a,a + €) obsahuje ¢isla z okoli U, (a), ktera jsou vétsi nez a

levé okoli (a — €, a) obsahuje ¢isla z okoli U, (a), ktera jsou mensi nez a
prstencové okoli P-(a) = (a—e,a+¢)\{a} obsahuje ¢isla z okoli U.(a) krome
bodu a

Rozsifena redlnd osa: R* = R U {400, —oo}. Body 00 rozsifené redlné
osy nazyvame nevlastnimi body.

Okoli nevlastnich bodi:

Uu(+00) = (a, +0)

Uy(—0) = (—00, a)

(zde je a € R)

Poznamky:

1. Pismeno U oznacujici okoli je z némeckého slova umgebung.

2. Vice nas zajimaji takova okoli, ktera obsahuji jen jeho blizké body — tedy
pro malé hodnoty € pro okoli vlastnich bodu a v pripadé oo pro velka a se
stejnym znaménkem jako +oo (znézornéte si okoli na ¢iselné ose).

Limitu definujeme pomoci okoli

lim f(z) =L

r—a

znamena, ze ke kazdému okoli U (L) bodu L existuje okoli O(a) bodu a takové,
ze pro vsechna = € O(a) plati f(z) € U(L).

Ptitom za okoli O dosadime:

pro oboustranné limity z — a prstencové okoli bodu a,
pro limitu zleva x — a~ levé okoli bodu a,

pro limitu zprava x — a™* pravé okoli bodu a.

Piiklady:

1. lim, 5 f(z) = 2 znamena:
ke kazdému okoli U(2) existuje okoli P(5) takové, ze pro vSechna x €
P(5) plati f(z) € U(2)

pomoci parametru okoli €, § a matematickych symbolu zapiseme
(Ve > 0)(30 > 0)(Va € F5(5))(f(x) € U=(2))
totéz pomoci intervali misto symbolu U, P
(Ve >0)(3 > 0)(Vz € (5—06,5)U (5,5+9))(f(z) € (2—¢,2+¢))
vSe lze prepsat pomoci absolutni hodnoty a implikace

(Ve>0)(Fd>0)(Ve e R)(0O< |z —5| <d=|f(x) —2| <e)



2. lim, , o- f(z) = 400 znamena:
ke kazdému okoli U(+o0) existuje levé okoli bodu —2 takové, ze pro
vSechna z tohoto levého okoli plati f(x) € U(+00)
pomoci parametru okoli a, § a matematickych symbolu zapiseme

(Va € R)(35 > 0)(¥z € (=2 — §,—2))(f () € Uy(+00))
totéz pomoc intervalu misto symbolu U

(Va € R)(35 > 0)(Vz € (=2 — 8, —2))(f () € (a, +00))
pomoci implikace

(Va € R)(35 > 0)(Vx e R)(z € (=2 —6,—2) = f(x) € (a,+0))

3. lim, , o f(x) = 1 znamend
ke kazdému okoli U(1) existuje okoli U(—o0) takové, ze pro vsechna
x € U(—o0) plati f(x) € U(1)
pomoci parametru okoli €, a a matematickych symbolu zapiSeme

(Ve > 0)(3a € R)(Vx € (a,+0))(f(x) € U(1))
totéz pomoci intervalu misto symbolu U
(Ve > 0)(Fa € R)(Vx € (a,+00))(f(z) € (1 —e,1+¢))
pomoci absolutni hodnoty

(Ve > 0)(Ja € R)(Vz € (a,+00))(| f(x) — 1] <¢)

Rozmyslete si:
|z — 2| < 3 je ekvivalentni s x € (2 — 3,2 + 3), po upravé z € (—1,5).
Obecnéji |z — a| < 6 je ekvivalentni s € (a — d,a + 9)



Aritmetické operace s nekonecny
1. Scéitani
proa € R je
+oo+a = +00

—0+a = —o0,

podobné pro opaéné poradi séitancu (séitdni je i pro nekoneéna komu-
tativni)
Soucet dvou nekonecen

+oo+00 = +00

—00—00 = —00

+00 — 00 neni definované
2. Nésobeni
proa € R, a #0 je

a-+00 = +ooproa>0
a-+o00 = —ooproa<0
a-—o00 = —ooproa >0
a-—00 = +ooproa<0

+o00-+00 = +00

+00 =00 = —00

—00-+00 = —00

—00 - —00 = +00
0-00 neni definované

3. Odcitani
Podobné jako pro realna cisla, i v pripadé a,b € R* definujeme

a—b=a+(-1)-b
tedy naptiklad
+oo — (—00) 400
+00 — (+00)  neni definované
4. absolutn{ hodnota | + oo| = +00

5. Déleni

Podil nahradime sou¢inem

SN =

I
S

SalS



pritom definujeme

tedy pro a € R je

8188 |[=

Véta o aritmetice limit.
Necht a € R* a existuji limity

Pak plati

neni definované

lim g(x)

r—ra

lim f(z) + lim g(z)
Tr—a T—ra

lim f(z) — lim g(z)
lim f(z) - lim g(x)
r—a T—a

lim, ., f (x)

pokud je prava strana definovana.

Véta o limité a odmocniné.
Pokud je

limgq g()

lim f(z) =L >0,

r—a
pak je
lim +/f(z) = VL.
Je-li
lim f(z) =0
T—a

a existuje okoli 0 > 0 bodu a, ze pro x € Ps(a) je f(x) > 0, pak je

glclg}z Vv f(z) =0.

Je-1i

lim f(z) = 400,

r—a

pak je

lim \/f(z) = +o0

r—ra

Poznamka. Obé tvrzeni (o aritmetice limit i o odmocniné) plati i pro jed-

nostranné limity.



