Posloupnosti realnych ¢isel
26. listopadu 2024

Definice posloupnosti. Posloupnosti redlnych ¢isel nazyvame funkeci, jejimz
definicnim oborem je mnozina ptirozenych ¢isel. Funkéni hodnotu znacime
indexem (napf. a,) a nazyvame ji n-tym ¢lenem posloupnosti. Posloupnost
znacime symbolem (nékteri autofi opuzivaji kulaté zavorky (a,)S2 ;)

{a,}2,, pripadné {an}zo:no

V obecnéjsim piipadé je definicnim oborem posloupnosti podmnozina celych
cisel zacinajici indexem ng € Z.

Priiklady.
1. Aritmetickd posloupnost {2n — 3}2°, m4 ¢leny —3,—1,1,3,5....

2. Geometricka posloupnost {2"}2°  ma ¢leny 1,2,4,8,....

Definice monotonni posloupnosti. Posloupnost {a,};2,, nazveme
rostouci posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > ng plati a, < a1,
klesajici posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > ng plati a,, > a,11,
nerostouci posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > ng plati a, > a,y1,
neklesajici posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > nq plati a, < a,41,
Posloupnost, kterd je bud nerostouci nebo neklesajici, nazveme mono-
tonni posloupnosti.

Priklady.

1. Posloupnost {1/n}°, ma ¢leny 1,1/2,1/3,..., proto tipujeme, ze je
klesajici. K ditkazu je tieba ukdzat!

1
n+1

1
- > pron € N
n

Formdlni dukaz

Pron e N platin <n+ 1,

Nerovnost vydélime kladnym vyrazem n(n + 1),
1

n+l n
coz jsme chtéli dokazat.

dostaneme

1Jiny mozny postup je upravit vyraz a,,; — a, do tvaru, ze kterého je vidét, zda je
kladny /zdporny/nekladny /nezdporny.



Zkusenéjsi studenti mohou dukaz odbyt uvahou, ze prevracené hod-
noty kladnych c¢isel jsou usporaddany opacné nez jsou tato cisla. Na
pozadani, ale tito studenti umi svoje slova vysvétlit (jejich vysvétleni
bude zalozené n astejnych nebo podobnych argumentech jako formalni
dikaz vyse).

2. Posloupnost {n/(n+1)}>°, ma ¢leny 1/2,2/3,3/4, ..., proto tipujeme,
ze je rostouci. Svuj tip dokazeme
n n+1
n+1 < +2’
nerovnost vyndsobime kladnym vyrazem (n + 1)(n + 2),
dostaneme n(n + 2) < (n + 1)

po tpravé n® +2n < n®+2n+1 coz vime, Ze plati. (2)

(1)

Chceme ukazat, ze pro n € N plati

Vsechny pouzité upravy nerovnosti (1) jsou ekvivalentni. Proto z plat-
nosti nerovnosti (2) plyne platnost (1).

3. Posloupnost {sin(n7/2)}>°, ma ¢leny 0,1,0,.... Z prvnich t¥ech ¢lenu
je vidét, ze posloupnost neni ani rostouci, ani klesajici, ani nerostouci.
ani neklesajici. Proto tato posloupnost neni monotonni.

4. Posloupnost {n(n — 1)(n — 2)}°°, ma ¢leny 0,0,0,6,24, ..., odkud
vidime, ze nemuze byt ani rostouci, ani klesajici, ani nerostouci.

Ukazeme, ze posloupnost je od ¢tvrtého clenu rostouci, odkud plyne,
ze je neklesajici.
Chceme ukazat, ze pron € Nyn > 3
plati n(n — 1)(n — 2) < (n+ 1)n(n — 1). (3)
Zacneme nerovnosti n —2 <n+1 ktera plati pron € N (4)
Nerovnost (4) vyndsobime kladnym vyrazem n(n — 1)

a dostaneme nerovnost (3).

Rozmyslete si, ze plati.
L. Je-li posloupnost {a,};,, klesajici, pak je i nerostouci.

2. Je-li posloupnost {a,};2,, rostouci, pak je i neklesajici.

Definice omezené posloupnosti. Posloupnost {a, };2, nazveme
shora omezenou,
pokud JH € R takové, ze Vn € Z, n > ng plati a,, < H,
zdola omezenou,
pokud 4D € R takové, ze Vn € Z, n > ng plati a, > D,
omezenou,
pokud je shora omezend i zdola omezena.



Cislo H nazyvame
horni zavorou (nebo téz horni hranici) posloupnosti {a, }7,,,
¢islo D nazyvame
-y ) . : ~
dolni zavorou (dolni hranici) posloupnosti {an};2,, .

Rozmyslete si.

1. Je-li posloupnost rostouci, pak je zdola omezena a jeji prvni ¢len je jeji
dolni zavorou.

2. Je-li posloupnost klesajici, pak je shora omezena a jeji prvni ¢len je jeji
horni zavorou.
Priklady.

1. Posloupnost {1/n}°, je klesajici, proto je a; = 1 jeji horni zavora.
Cislo D = 0 je dolni zavora posloupnosti. Posloupnost je tedy omezen4.

2. Posloupnost {n/(n + 1)}°, je rostouci, proto je a; = 1/2 jeji dolni
zévora. Cislo H = 1 je horni zavora posloupnosti. Posloupnost je tedy
omezena.

3. Posloupnost {sin(nm/2)}2, je omezend, jeji dolni zévorou je D = —1,
horni zavorou je H = 1.

4. Posloupnost {n(n —1)(n —2)}>°, je zdola omezen4, jeji dolni zavorou
je D =0.

Uké4zeme, Ze posloupnost nenf shora omezena. K tomu staci ukéazat, ze?
(VH € R)(3In € Ny)(n(n —1)(n — 2) > H) (5)

Upravime n-ty clen posloupnosti a,, vytknutim n z obou zavorek

anzn(n—l)(n—Q):”s(l_%> (l_%>

Pro n > 3 plati

n? > 1 (6)
1 1 3
1—— > 1—-=- 7
n 4 4 ()
P (8)
n 4 2

Vsechny vyrazy v nerovnostech jsou kladné. Proto lze (viz nasledujici
cviceni) nerovnosti nasobit. Vynasobenim nerovnosti (6), (7), (8) do-

staneme nerovnost
1 2 3
f1—==)(1-=)>= 9

2Vice viz nésledujici cvigeni.




Nerovnost (9) vyndsobime n

1 2 an
l1—=)(1-=) > = 10
" ( n n 8 (10)
a tedy (levé strana je rovna a,,)

3
pron >3 plati a, > gn (11)

Zvolme nyni n vyhovujici (vice viz cviceni)

3
n>3 A gn > H (12)
pak z (11), (12) plyne
a, > H.

Dokézali jsme (5) a tedy H neni horni zdvora posloupnosti {n(n — 1)(n —

2)}> ,, a tedy posloupnost neni shora omezena.

Cviceni.

1. Rozmyslete si, ze (5) je formélné zapsany vyrok
Pro kazdé H € R plati, ze H neni horni zévora posloupnosti {n(n —

1)(n = 2)}3%,.
2. Nasobeni nerovnic s kladnymi ¢leny.

Necht jsou a, b, ¢, d kladnd redlnd ¢isla. dokaizte, ze pak plati
Pokud je a > b a zaroven ¢ > d, pak plati ac > bd.

Navod: vynésobte nerovnost a > b kladnym ¢islem ¢ a nerovnost ¢ > d
kladnym ¢islem b. Dostanete

ac>bc AN c¢b>db

odkud dostaneme
ac > db.

3. Nasobeni vice nerovnic s kladnymi ¢éleny. Necht jsou a, b, ¢, d, e,
f kladna redlna cisla. Dokazte, ze pak plati

(@a>b AN e¢>d AN e>f)= (ace > bdf).
Navod: pouzijte predchozi cviceni.

4. Dokazte matematickou indukci, Ze je mozné nasobit i vySsi pocet ne-
rovnosti s kladnymi vyrazy na stranach nerovnosti.



5. Ukazte, ze ke kazdému H € R existuje n € N, n > 3 splnujici

3n

8

Névod: Pro H < 0 lze zvolit n = 1. Pro H > 0 upravime (13) na

> H (13)

8H
n > ?, (14)

pravou stranu (14) zaokrouhlime na nejblizsi vyssi celé ¢islo a pricteme
jednicku.

Definice suprema mnoziny. Rekneme, 7e ¢islo s je supremem mnoziny
M C R, pokud plati

S1. (Vx € M)(z < s)
S2. (Ve > 0)(Fzx € M)(x > s —¢)

Zapisujeme s = sup(M).

Poznamka. Vlastnost S1 znamena, ze s je horni zavorou mnoziny M. Vlast-
nost S2 znamend, ze s — € neni horni zadvorou mnoziny M (viz nasledujici
cviceni). Dohromady tedy obé vlastnosti znamenaji, ze s je nejmensi horni
zavora mnoziny M.

Cviceni. Ukazte, ze vyrok (3z € M)(z > s — ¢) je negaci vyroku: s — ¢ je
horni zavorou mnoziny M.

Priklady.
1. Ukdzeme, ze s = 1 je supremem mnoziny (0, 1).
Vlastnost S1 (Vz € (0,1))(z < 1) plyne piimo z definice intervalu.
Pro vlastnost S2 si nakreslete ¢iselnou osu a na ni znazornéte cisla 1,

1 — e < 1. Rozebereme dva ruzné piipady

(a) € < 1/2: pak je 1 —e > 1/2 a lze zvolit z lezici ve stiedu tsecky
s krajnimi body 1, 1—¢, tedy x = 1—¢/2. Toto x spliuje = € (0, 1),
z>1—e¢.

(b) € > 1/2: v tomto piipadé zvolime x = 3/4. Toto x spliuje = €
0,1), 2> 1—¢.

2. Uréime supremum mnoziny ¢lenu posloupnosti

n+1
M = : N*
{2n+3 "e }

Dvéma zpusoby vytvorime hypotézu o hodnoté suprema sup(M). Pak
pro nalezenou hodnotu ukazeme, ze splnuje definici suprema.




(a) Vypocteme nékolik ¢lent posloupnosti. Budeme postupné dosazo-

vat n =1,2,3,...
M: g?§7i‘l737£7"'
5 791113

Ze spoctenych ¢lenu posloupnosti udéldme hypotézu, ze sup(M) =

1/2.
(b) Upravime (jiny muzny postup je déleni mnohoclenu mnohoc¢lenem)
n+1 (n+1/2)+1/2 1 1
2n+3  2(n+1/2) 2 2(2n+1)

a z vysledku udélame stejny zavér: sup(M) = 1/2.
Nyni ovéifme, ze 1/2 spliuje vlastnosti suprema

S1. Nerovnost a, < 1/2 v piipadé (a) ovéfime Upravami

n+1 1
< = -2(2
2n+3 — 2 |+2(2n +3)
2(n+1) < 2n4+3 |—2n
1 < 3

Vyslednd nerovnost plati, dpravy nerovnosti jsou pro n € NT
ekvivalentni, proto plati i puvodni nerovnost.
V piipadé (b) je platnost nerovnosti ziejma

1 1 1

L - <
2 3@nt1) "2

S2. K & > 0 hledame n € N* spliujici

n+1 - 1
— —¢
2n+3 2

Upravami nerovnosti postupné dostaneme

n—+1 1

s ~ g c A3

2n+1) > 2n+3-22n+3) |- (2n+3)
-1 > —2(2n+3)e |-(-1)<0
1 < 2(2n+3)e
1 < 4ne+3e |—3e

1-3s < 4dne |:4e>0

L2y

4e 4

Zan lze zvolit napiiklad Z = [1/(4e)—2]+1, kde symbol [z] znaci
zaokrouhleni  nahoru na nejblizsi celé ¢islo. Protoze posloupnost
zacind indexem n = 1, zvolime pro piipad Z < 1: n = max{Z, 1}.
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(a) Vyse jsme ukazali, ze posloupnost {1/n}s2, ~je klesajici. Odtud
plyne, zZe jeji supremum je rovno jejimu prvnimu ¢lenu a; = 1.

Maximum mnoziny. Supremum je v matematické analyze dulezity pojem.
Urcitym zpusobem nahrazuje maximum, které popiSeme vlastnostmi: Cislo
m nazyvame maximalnim prvkem mnoziny M (nékdy téz maximem mnoziny
M), pokud plati

1. Vz e M)(z <m)
2.meM

Prvni vlastnost tika, ze m je horni zdvorou mnoziny M, druhd, ze je m
prvkem mnoziny M.
Zapisujeme m = max(M).

Cviceni.
1. Ukazte, Zze ma-li mnozina M maximum m = max(M), pak m4 i supre-

mum a plati m = sup(M). Navod: S1 plyne piimo z M1. Protoze je
m >m — g, plyne S2 z M2.

2. Rozmyslete si, Ze mnoziny o koneéném poéctu prvki® maji maxim4aln{
prvek.

3. Mnozina ¢lenu klesajici posloupnosti mé maximalni prvek rovny prv-
nimu ¢lenu. Napiiklad pro posloupnost {1/n}5°, je maximalni prvek
mnoziny

M ={1/n:neN*t}

roven max(M) = 1 a zéroven je max(M) = sup(M).

Definice konvergentni posloupnosti. Posloupnost {a, };>,,, nazveme kon-
vergentni posloupnosti, pokud existuje a € R, takové, ze plati

(Ve > 0)(IN € R)(Vn € Z,n > N)(|a, — a| < ¢) (15)
Cislo @ nazyvame limitou posloupnosti a piseme
lim a, =a
n—oo

nebo také
G, —> a Ppron — oo

Symbol n — co nékdy vynechdvame a pisSeme zkracené

lima, =a

Poznamky k definici konvergentni posloupnosti.

3Takové mnoziny nazyvame koneénymi mnozinami.
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. Podminku |a,, — a| < € muzeme pro € > 0 nahradit podminkou
a, € (a—¢e,a+e¢).

. Interval (a — £,a + €) nazyvame ¢ okolim bodu a, nebo zkracené jen
okolim bodu a a pouzivame oznaceni

Uca)=(a—e,a+¢)

. Pro ¢islo N je nékdy pozadovano N € N, my jsme uvedli N € R. Na
vyznamu definice to nic neméni. Podminka n > N pro n € Z bude
stejnd pro napiiklad N = /50 a pro toto ¢islo zaokrouhlené na N = 7.

. Pti zkouméani definice stac¢i uvazovat malé hodnoty e: pokud najdeme
N pro napiiklad € = 1, lze v definici pouzit toto N i pro € > 1.

. Protoze indext n nesplnujicich podminku n > N je kone¢né mnoho, lze
vyrok (15) preformulovat: Pro kazdé € > 0 plati |a,, — a| az na kone¢né
mnoho ¢lenu posloupnosti.

. 7 ptedchozi poznamky plyne, Ze se limita posloupnosti nezméni, po-
kud zménime koneéné mnoho ¢lenu posloupnosti. Naptiklad, pokud
zménime index prvniho ¢lenu posloupnosti. Proto budeme v zapisu po-

slopunosti casto prvni index vynechévat a {a,};>, zkrdtime na {a,}.

Graf k limité posloupnosti. Grafem posloupnosti je mnozina bodu o
soutadnicich [n,a,]. Nize vidime ¢ast grafu posloupnosti. Na svislé ose je
vyznaceno okoli bodu a. Pro n € {3,4,6,7,8} plati a,, € (a —¢,a +¢). Z vi-
ditelné céasti grafu to tedy vypad4, ze k tomuto € je N = 5.

a+e |

Qn

1 2 3 4 ) 6 7 8

Trojihelnikova nerovnost. Nazyvame tak nerovnost |z + y| < |z| + |y,
ktera plati pro vSechna z,y € R. Budeme ji casto pouzivat v dukazech tvrzeni.



Dikaz trojihelnikové nerovnosti provedeme rozborem piipadu a od-
stranénim absolutni hodnoty. Souradnou rovinu rozdélime na Sest ¢asti.

r+y=0 Y
11

I1I I

IV VI

Ukazeme platnost v ¢astech I, VI, dalsi ¢asti nechame ¢tenari jako cviceni.

I. Zde je x > 0, y > 0, proto je |z| =z, |yl =y, [t + y| = . + y a tedy
platf |z +y[ = [z + |y].

VI. Zdejex >0,y <0, z+y > 0 proto je |z| =z, ly| = —vy, | +y| = z+y.
Leva strana trojihelnikové nerovnosti je tedy L = |z+y| = x+y, prava
strana P = |z| + |y| = 2 — v.

Protoze je y < 0, je y < —y, tedy je L < P a proto v ¢asti VI
trojuihelnikova nerovnost plati.

Trojihelnikova nerovnost pro tfi scitance. Dvojim pouzitim trojuhel-
nikové nerovnosti dostaneme

(@ +y) + 2 < fo+y| +[2] < o]+ |y[ + 2]

Véta o jednoznaénosti limity posloupnosti. Necht je posloupnost {a,}
konvergentni. Pak je jeji limita ur¢ena jednoznacné. Tj., je-li @ i b limitou
posloupnosti {a,}, pak je a = b.

Dtikaz provedeme sporem. Budeme predpokladat, ze a # b jsou limitou
posloupnosti {a,}. Zvolime ¢ = |a — b|/3, které je kladné. Z definice plyne
existence N,, N, takovych, ze pro n > N, a zaroven n > N, (rozmyslete si,
ze takové n existuje), plati

la, —al <e, |a,—bl <e
Sec¢tenim nerovnost{ dostaneme

lan, —al + |a, —b] < 2¢



Zaroven plati
3e=la—0bl=l|a—a,+a,—b

Na vyraz |a — a,, + a, — b| pouzijeme trojihelnikovou nerovnost (viz text o
spojitosti funkece) |A + B| < |A| 4 |B|. Dostaneme

3e=la—0b| <l|a—a,|+|a, — b

Odtud dostavame 3¢ < 2¢, coz je spor.

Cviceni. Nakreslete souradnou soustavu a na osu y vyneste body a, b a okolo
nich pasy y € (a —e,a+¢),y € (b—¢,b+¢) pro e = |a —b|/3.

Pokud budete kreslit spravné, bude z grafu vidét, ze zadné y € R nemuze
lezet v obou pésech.

Priklady konvergentnich posloupnosti.

1. Ukazeme, ze posloupnost {1/n} je konvergentni a jeji limita je rovna
nule.
Nechf je ¢ > 0. Resfme nerovnici |1/n — 0| < e. Upravou dostaneme
n>1/e.
K dokonéeni dikazu lze tedy zvolit N = 1/e.

Jesté ukazeme situaci na grafu posloupnosti. Na grafu k danému ¢ je

N = 6.
an
[}
[}
[ ]
* [ ]
0O+et L ° P o .
‘ n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0—e¢

2. Ukazeme, ze konstantni posloupnost a,, = ¢ ma limitu rovnu c.
Necht je e > 0, pak |a, — c| < ¢ plati pro vSechna n a muZeme tedy
zvolit za N index prvniho ¢lenu posloupnosti.

Na grafu situace vypada nasledovné:
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an

c+et

Véta o aritmetice limit (VAL). Necht {a,}, {b,} jsou konvergentni po-
sloupnosti s limitami
lima, =a, limb, =>.

Pak posloupnosti {a,,+b,}, {a,b,} jsou také konvergentni a jejich limity jsou

lima, +b, = a-+0, (16)
lima,b, = ab. (17)

Je-li navic b # 0, je konvergentni i posloupnost {a, /b,} a jeji limita je

lima, /b, = a/b. (18)

Hlavni myslenky ditkazu VAL. Necht je ¢ > 0 Protoze je
lima, =a, limb, =0,
plati pro velké indexy n
la, —a| <e, |b,—0b] <e.
Pouzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme
G+ b — @ — b = (@ — @) + (by — )] < [(an — @) + (b — )| < 2¢

Odtud plyne, ze vyraz |a, + b, — a — b| m& malé hodnoty pro velké indexy
n, a tedy lim(a,, + b,) = a + .

Pro dukaz (17) pottebujeme upravit vyraz
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K upravé (19) pouzijeme obrazek

a

Z obrazku odvodime nésledujici rovnost. Jeji platnost ovéite upravou
pravé strany, protoze obrazek nam slouzi jen jako inspirace. Predpokldda, ze
a, > a, b, > b a my chceme, aby tato rovnost platila i v ostatnich ptripadech.

anb, —ab = (a, — a)b+ (a, — a)(b, — b) + a(b, — b)

K dalsi dpravé pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost

|a,b, — ab| = |(a, — a)b + (a, — a)(b, — b) + a(b, — b)]
< |(an — a)bl + [(an — a)(bn — b)| + |a(bn — b)]
<elb| +&* +¢la] = e(|b] + & + |al)
Protoze vyraz £(|b| + € + |a|) 1ze vhodnou volbou ¢ uéinit libovolné malym
kladnym, je tvrzeni o limité soucinu dokézané.

K dikazu tvrzeni o limité podilu (18) staci ukazat

1 1
lim — = — 20
b h (20)
a pouzit jiz dokazané tvrzeni pro soucin ani.
Nejdrive ukazeme, ze od jistého indexu pocinaje je b, # 0 a ma tedy smysl
vyraz 1/b,. Na obrdzku je graf posloupnosti s vyznacenou limitou b # 0.
Zvolime € = [b|/2 > 0.

an
b+et
[ ]
° [ ]
b . .
[ ]
b—e o
n
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Z definice limity plyne existence N takového, ze pron > N je |b,| > |b|/2,
a tedy je b, # 0.
Déle upravou dostaneme

1 1 b—0b,
— = 21
-3 = 5 @)
Z |b,| > |b|/2 plyne ﬁ < % Dosazenim do (21) dostaneme
1 1 1 2
— ——| =1|b, = b||—| < |bn — 0| |5
b b‘ b = B3] < 1on =053

Protoze je |b, — b| malé, je mald i levd strana nerovnosti |1/b, — 1/b|.

Cely dukaz tvrzeni. Limita souc¢tu: Zvolme € > 0. K £ = /2 existuji N,
N, takova, ze je pro n > N, je |a, —a|] < &, a pron > N, je |b, — b| < €.
Odtud pro N = max{N,, Ny} plati

|an_a+bn_b’S‘an_a|+‘bn_b‘<2§:€a

a proto je lim(a, +b,) = a + b.

Limita sou¢inu: Zvolme ¢ > 0. K & = min{e/(|a| + |b] + 1), 1} existuji
(stejné jako u souctu) N,, N, takovd, ze pro n > N, je |a, — a] < € a pro
n > Ny je |b, — b < &. Odtud pro n > N = max{N,, N,} plati

lanb, —ab] < &(la| 4+ |b] + &) < E(la| + || +1) <,

a proto je lim(a,b,) = ab.
Limita 1/b,: Zvolme &, = |b|/2. Protoze je e > 0, existuje Ny, Ze pro
n > N; plati
b, — b < &1 =10|/2 (22)

7 trojihelnikové nerovnosti
b = [b = by + bn| < [b—bu| + [ba] = |by — ] + |by]
plyne
|bn| = [b] — |65 — ]

Odtud a z (22) plyne
[b| > [b] = [b]/2 = |b] /2

a dale
1 1 2

— < — = —
[bu|  [b]/2 [0]
Zvolme déle € > 0. K & = b%c/2 existuje N takové, ze pro N > n plati

(23)

b, — b| < &
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Odtud a z (23) plyne

a odtud plyne (20).
Priklad na pouziti véty o aritmetice limit. Vyse jsme ukézali

1

lim— =0, limc=c.
n
Odtud a z VAL plyne
1 1 1
lim(3——-—>:3—0-0, lim(4+2—):4+2-0,
n n n
a odtud dale
3_-1.1 4
lim —"—% = —
442 3

Vlastnost suprema mnoziny realnych ¢isel. Kazda shora omezend mnozina
mé v mnoziné realnych ¢isel supremum.

Touto vlastnosti se lisi mnozina redlnych od mnoziny racionalnich ¢isel,
jak ukéze nésledujici priklad.
Priklad. Mnozina M; = {z € R : 2* < 2} je rovna intervalu (—\/5, \/5) a
mé supremum sup(M;) = v/2.

Mnozina My = {z € Q : 2% < 2} je rovna (—v/2,v/2) N Q a v mnoziné
racionalnich ¢isel nema supremum. V mnoziné redlnych ¢isel ma supremum

sup(M,) = V2, ale V2 € Q.

Véta o konvergenci rostouci omezené posloupnosti. Necht je posloup-
nost {an }52,,, rostouci a shora omezend. Pak je tato posloupnost konvergentni
a jeji limita je rovna supremu ¢lenu posloupnosti.

lima, = sup({a, :n € Z,n > ng})

Dikaz véty o konvergenci rostouci omezené posloupnosti. Protoze
je posloupnost shora omezenda ma mnozina jejich ¢lenu

M ={a,:ne€Z,n>ny}

supremum, ozna¢me ho a = sup(M). Ukazeme, Ze a je limitou posloupnosti.
Z podminky S1 plyne

(Vn € Z,n > ng)(a, < a)
odtud plyne pro libovolné £ > 0 a vSechny ¢leny posloupnosti a,

a, <a+e (24)
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Zbyva dokazat, ze existuje N takové, ze pron > N je
ap, >a—¢ (25)

7 definice suprema plyne, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje x € M takové, ze
x > a — €. Mnozina M je tvofena ¢leny posloupnosti, proto existuje index
N, ze x = ay. Protoze je posloupnost rostouci, plati a,, > ay pron > N, a
tedy pro n > N plati a,, > a — ¢.

Z (24), (25) plyne pron > N

la, —a| < e

a odtud lima, = a.
Obrézek s grafem posloupnosti ilustruje obé nerovnosti.

G,
a+e
a T e e o e
[}
a—¢€ | o

Véta o konvergenci klesajici omezené posloupnosti. Necht je posloup-
nost {a,}p>,, klesajici a shora omezend. Pak je tato posloupnost konver-
gentni a jeji limita je rovna

lima, = —sup({—a, : n € Z,n > ny})
Cviceni.

1. Rozmyslete si, ze z a, < a,.1 plyne —a,, > —a,1 a tedy plati: Je-li
posloupnost {a, }5,, rostouci, pak je posloupnost {—a, };>,, klesajici.

2. Rozmyslete si: jsou-li D, H dolni a horni zavora posloupnosti {a, }, pak
jsou —H, —D zavory posloupnosti {—a,}

-H< —a,<-D

a tedy plati: Je-li posloupnost {a, } omezend, pak je omezend i posloup-
nost {—a,}.
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Dikaz véty o konvergenci klesajici omezené posloupnosti. Je-li po-
slopunost {a, } omezena a klesajici, pak je posloupnost opa¢nych ¢isel {—a,, }
omezend a rostouci. Z véty o limité rostouci omezené posloupnosti plyne
existence a € R spliujiciho

lim(—ay,) = sup({—a, : n € Z,n > ny})
Z véty o aritmetice lmit (VAL) plyne

lima, = —sup({—a, : n € Z,n > ny})

Definice vybrané posloupnosti. Necht {a,};, je posloupnost. Necht
{ni}2, je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel a necht ny > ng.

Pak posloupnost {a,, }?2, nazyvdme posloupnosti vybranou z posloup-
nosti {a, o ,,-

Priklad vybrané posloupnosti. Posloupnost
2 (222 2 2
R4+1f,., 12'5°10717°26" "
je vybranou posloupnosti z posloupnosti

2 1 (22222222 2
n+1 1273’74’56’ 7°897107

n=1

Posloupnost
1"y ={1,1,1,1,1,1,...}

je vybranou posloupnosti z posloupnosti
{<_1)”}zo:1 - {_17 17 _17 17 _17 17 SR }

Lemma o limité vybrané posloupnosti. Necht {a,} je konvergentni po-
sloupnost a {a,, } je poslopupnost z ni vybrand. Pak je vybrand posloupnost
téz konvergentni a ma stejnou limitu, tj.

lim a,, = lim ay,

Diikaz lemmatu o limité vybrané posloupnosti. Ke zvolenému ¢ > 0
je v posloupnosti koneéné mnoho ¢lent a,,, které nespliuji |a, — a| < e.

Odtud a z definice vybrané posloupnosti plyne, ze |a,, — a| < € neplati
také jen pro koneéné mnoho ¢lenu vybrané posloupnosti. Odtud plyne tvrzeni
lemmatu.
Piiklad na pouziti lemmatu o vybrané posloupnosti. Z poslopunosti
{(=1)"}°2, lze volbou indexti ny = 2k+1 vybrat posloupnost {(—1)2F1} |
ktera ma limitu

lim(—1) = —1
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a volbou indext ny, = 2k vybrat posloupnost {(—1)%*}2 | kterd m4 limitu
lim(—1)%* =1

Odtud plyne, ze posloupnost {(—1)"}22, nemd limitu. Kdyby méla limitu,
musela by byt zdroven rovna jedné i minus jedné, a to nnef mozné (posloup-
nost mé jej jednu limitu).

Véta o omezenosti konvergentni posloupnosti. Je-li posloupnost {a, };2,,,
konvergentni, pak je omezena.

Dikaz véty o omezenosti konvergentni posloupnosti. Potiebujeme
najit dolni zdvoru D a horni zavoru H spliujici

(Vn € Z,n > no)(D < a, < H)

Predpokladédme, ze poslopunost {a,} je konvergentni, jeji limitu oznacme a
a pak k € = 1 existuje ¢islo N € Z takové, ze pro n > N plati

a—1<a,<a+1
Indext n < N je konectné mnoho, proto existuji
Dy = min{ay,,, angs1,- - ,an}, Hy = max{a,,, Gnyt1, - ,an}, (26)
Za dolni a horni hranici posloupnosti Ize pak zvolit

D =min{a—1,D,} H =min{a+ 1, H}

Priklad omezené posloupnosti, ktera neni konvergentni. Poslopunost
{(—1)"} je omezena a neni konvergentni.

Véta o vybrané konvergentni posloupnosti z omezené posloupnosti.
Necht {a,} je omezend posloupnost. Pak existuje vybrana posloupnost {a,, },
ktera je konvergentni.

Diikaz véty o vybrané konvergentni posloupnosti z omezené po-
sloupnosti nebudeme délat.

Definice Cauchyovské posloupnosti. Rekneme, 7ze posloupnost {an}s,,

je Cauchyovska, pokud plati

(Ve > 0)(IN € R)(Vn,m € Z,n > N,m > N)(|a, — an| <€)

Lemma o konvergentni a Cauchyovské posloupnosti. Je-li posloupnost
{an}52,,, konvergentni, pak je i Cauchyovska.

Diikaz lemmatu o konvergentni a Cauchyovské posloupnosti. Zvolme
e > 0. Protoze je posloupnost konvergentni, existuje N takové, ze pron > N,
m > N plati

la, —al <e/2, |am —a|] <e/2.
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7 trojuihelnikové nerovnosti pak plyne
lay, — am| = la, —a+a—ap| <l|a, —a|l+|a—an| <e/2+e/2=¢
a odtud plyne, ze posloupnost je Cauchyovska.

Véta o konvergentni a Cauchyovské posloupnosti. Posloupnost {a, }52,,.
je konvergentni, pravé kdyz je Cauchyovska.

Dikaz véty o konvergentni a Cauchyovské posloupnosti. Mame dokézat
dvé implikace:

1. Je-li posloupnost konvergentni, pak je Cauchyovska.
2. Je-li posloupnost Cauchyovska, pak je konvergentni.

Prvni implikaci jsme dokazali v predchozim lemmatu. Dukaz druhé imlikace
provedeme v krocich:

1. Ukazeme, ze posloupnost je omezend (podrobnosti nize).

2. Pouzijeme vétu o vybrané konvergentni posloupnosti z omezené po-
sloupnosti, mame tedy posloupnost {a,, }32; s limitou

lim a,, =a (27)
k—00

3. Ukéazeme, ze
lima, =a

Protoze je posloupnost Cauchyovska, tak k € > 0 existuje N, ze pro
n,m € Z,n > N,m > N plati

|y, — am| < €/2 (28)
Z (27) plyne, ze existuje index ng > N, pro ktery plati

lay, —al <e/2 (29)
Z (28), (29) a trojuhelnikové nerovnosti plyne

la, —a| = |a, — an, + an, —a| < |ap —an, |+ |an, —a| <e/24+¢/2=¢

Jesté zbyva dokazat bod 1 — ze Cauchyovska posloupnost je omezend. Dikaz
je analogicky jako dukaz omezenosti konvergentni posloupnosti. K ¢ = 1
existuje N € Z takové, ze pro n,m > N plati |a, — a,,| < 1. Prom =N +1
dostaneme

ant1— 1 <a, <any1+1

Pro ¢leny na zacatku posloupnosti zvolime horni a dolni zavoru Dy, H; stejné
jako v (26). Cisla D, H jsou pak horni a dolni zdvorou pro ¢leny celé po-
sloupnosti

D =min{Dy,any; — 1}, H =max{Hy,an.1+ 1}.
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