
Posloupnosti reálných č́ısel

26. listopadu 2024

Definice posloupnosti. Posloupnost́ı reálných č́ısel nazýváme funkci, jej́ımž
definičńım oborem je množina přirozených č́ısel. Funkčńı hodnotu znač́ıme
indexem (např. an) a nazýváme ji n-tým členem posloupnosti. Posloupnost
znač́ıme symbolem (někteř́ı autoři opuž́ıvaj́ı kulaté závorky (an)

∞
n=1)

{an}∞n=1, př́ıpadně {an}∞n=n0

V obecněǰśım př́ıpadě je definičńım oborem posloupnosti podmnožina celých
č́ısel zač́ınaj́ıćı indexem n0 ∈ Z.

Př́ıklady.

1. Aritmetická posloupnost {2n− 3}∞
n=0 má členy −3,−1, 1, 3, 5 . . . .

2. Geometrická posloupnost {2n}∞
n=0 má členy 1, 2, 4, 8, . . . .

Definice monotonńı posloupnosti. Posloupnost {an}∞n=n0
nazveme

rostoućı posloupnost́ı,
pokud pro každé n ∈ Z, n ≥ n0 plat́ı an < an+1,

klesaj́ıćı posloupnost́ı,
pokud pro každé n ∈ Z, n ≥ n0 plat́ı an > an+1,

nerostoućı posloupnost́ı,
pokud pro každé n ∈ Z, n ≥ n0 plat́ı an ≥ an+1,

neklesaj́ıćı posloupnost́ı,
pokud pro každé n ∈ Z, n ≥ n0 plat́ı an ≤ an+1,

Posloupnost, která je bud’ nerostoućı nebo neklesaj́ıćı, nazveme mono-
tonńı posloupnost́ı.

Př́ıklady.

1. Posloupnost {1/n}∞
n=1 má členy 1, 1/2, 1/3, . . . , proto tipujeme, že je

klesaj́ıćı. K d̊ukazu je třeba ukázat1

1

n
>

1

n+ 1
pro n ∈ N

Formálńı d̊ukaz

Pro n ∈ N plat́ı n < n+ 1,

Nerovnost vyděĺıme kladným výrazem n(n+ 1),

dostaneme
1

n+ 1
<

1

n
což jsme chtěli dokázat.

1Jiný možný postup je upravit výraz an+1 − an do tvaru, ze kterého je vidět, zda je
kladný/záporný/nekladný/nezáporný.
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Zkušeněǰśı studenti mohou d̊ukaz odbýt úvahou, že převrácené hod-
noty kladných č́ısel jsou uspořádány opačně než jsou tato č́ısla. Na
požádáńı, ale tito studenti umı́ svoje slova vysvětlit (jejich vysvětleńı
bude založené n astejných nebo podobných argumentech jako formálńı
d̊ukaz výše).

2. Posloupnost {n/(n+1)}∞
n=1 má členy 1/2, 2/3, 3/4, . . . , proto tipujeme,

že je rostoućı. Sv̊uj tip dokážeme

Chceme ukázat, že pro n ∈ N plat́ı
n

n+ 1
<

n+ 1

n+ 2
, (1)

nerovnost vynásob́ıme kladným výrazem (n+ 1)(n+ 2),

dostaneme n(n+ 2) < (n+ 1)2

po úpravě n2 + 2n < n2 + 2n+ 1 což v́ıme, že plat́ı. (2)

Všechny použité úpravy nerovnosti (1) jsou ekvivalentńı. Proto z plat-
nosti nerovnosti (2) plyne platnost (1).

3. Posloupnost {sin(nπ/2)}∞
n=0 má členy 0, 1, 0, . . . . Z prvńıch třech člen̊u

je vidět, že posloupnost neńı ani rostoućı, ani klesaj́ıćı, ani nerostoućı.
ani neklesaj́ıćı. Proto tato posloupnost neńı monotonńı.

4. Posloupnost {n(n − 1)(n − 2)}∞
n=0 má členy 0, 0, 0, 6, 24, . . . , odkud

vid́ıme, že nemůže být ani rostoućı, ani klesaj́ıćı, ani nerostoućı.

Ukážeme, že posloupnost je od čtvrtého členu rostoućı, odkud plyne,
že je neklesaj́ıćı.

Chceme ukázat, že pro n ∈ N, n ≥ 3

plat́ı n(n− 1)(n− 2) < (n+ 1)n(n− 1). (3)

Začneme nerovnost́ı n− 2 < n+ 1 která plat́ı pro n ∈ N (4)

Nerovnost (4) vynásob́ıme kladným výrazem n(n− 1)

a dostaneme nerovnost (3).

Rozmyslete si, že plat́ı.

1. Je-li posloupnost {an}∞n=n0
klesaj́ıćı, pak je i nerostoućı.

2. Je-li posloupnost {an}∞n=n0
rostoućı, pak je i neklesaj́ıćı.

Definice omezené posloupnosti. Posloupnost {an}∞n=n0
nazveme

shora omezenou,
pokud ∃H ∈ R takové, že ∀n ∈ Z, n ≥ n0 plat́ı an ≤ H,

zdola omezenou,
pokud ∃D ∈ R takové, že ∀n ∈ Z, n ≥ n0 plat́ı an ≥ D,

omezenou,
pokud je shora omezená i zdola omezená.
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Č́ıslo H nazýváme
horńı závorou (nebo též horńı hranićı) posloupnosti {an}∞n=n0

,
č́ıslo D nazýváme

dolńı závorou (dolńı hranićı) posloupnosti {an}∞n=n0
.

Rozmyslete si.

1. Je-li posloupnost rostoućı, pak je zdola omezená a jej́ı prvńı člen je jej́ı
dolńı závorou.

2. Je-li posloupnost klesaj́ıćı, pak je shora omezená a jej́ı prvńı člen je jej́ı
horńı závorou.

Př́ıklady.

1. Posloupnost {1/n}∞
n=1 je klesaj́ıćı, proto je a1 = 1 jej́ı horńı závora.

Č́ıslo D = 0 je dolńı závora posloupnosti. Posloupnost je tedy omezená.

2. Posloupnost {n/(n + 1)}∞
n=1 je rostoućı, proto je a1 = 1/2 jej́ı dolńı

závora. Č́ıslo H = 1 je horńı závora posloupnosti. Posloupnost je tedy
omezená.

3. Posloupnost {sin(nπ/2)}∞
n=0 je omezená, jej́ı dolńı závorou je D = −1,

horńı závorou je H = 1.

4. Posloupnost {n(n− 1)(n− 2)}∞
n=0 je zdola omezená, jej́ı dolńı závorou

je D = 0.

Ukážeme, že posloupnost neńı shora omezená. K tomu stač́ı ukázat, že2

(∀H ∈ R)(∃n ∈ N0)(n(n− 1)(n− 2) > H) (5)

Uprav́ıme n-tý člen posloupnosti an vytknut́ım n z obou závorek

an = n(n− 1)(n− 2) = n3

(

1− 1

n

)(

1− 2

n

)

Pro n ≥ 3 plat́ı

n2 > 1 (6)

1− 1

n
> 1− 1

4
=

3

4
(7)

1− 2

n
> 1− 2

4
=

1

2
(8)

Všechny výrazy v nerovnostech jsou kladné. Proto lze (viz následuj́ıćı
cvičeńı) nerovnosti násobit. Vynásobeńım nerovnost́ı (6), (7), (8) do-
staneme nerovnost

n2

(

1− 1

n

)(

1− 2

n

)

>
3

8
(9)

2Vı́ce viz následuj́ıćı cvičeńı.
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Nerovnost (9) vynásob́ıme n

n3

(

1− 1

n

)(

1− 2

n

)

>
3n

8
(10)

a tedy (levá strana je rovna an)

pro n ≥ 3 plat́ı an >
3n

8
(11)

Zvolme nyńı n vyhovuj́ıćı (v́ıce viz cvičeńı)

n ≥ 3 ∧ 3n

8
> H (12)

pak z (11), (12) plyne
an > H.

Dokázali jsme (5) a tedy H neńı horńı závora posloupnosti {n(n − 1)(n −
2)}∞

n=0, a tedy posloupnost neńı shora omezená.

Cvičeńı.

1. Rozmyslete si, že (5) je formálně zapsaný výrok
Pro každé H ∈ R plat́ı, že H neńı horńı závora posloupnosti {n(n −
1)(n− 2)}∞

n=0.

2. Násobeńı nerovnic s kladnými členy.

Necht’ jsou a, b, c, d kladná reálná č́ısla. dokažte, že pak plat́ı

Pokud je a > b a zároveň c > d, pak plat́ı ac > bd.

Návod: vynásobte nerovnost a > b kladným č́ıslem c a nerovnost c > d
kladným č́ıslem b. Dostanete

ac > bc ∧ cb > db

odkud dostaneme
ac > db.

3. Násobeńı v́ıce nerovnic s kladnými členy. Necht’ jsou a, b, c, d, e,
f kladná reálná č́ısla. Dokažte, že pak plat́ı

(a > b ∧ c > d ∧ e > f) ⇒ (ace > bdf).

Návod: použijte předchoźı cvičeńı.

4. Dokažte matematickou indukćı, že je možné násobit i vyšš́ı počet ne-
rovnost́ı s kladnými výrazy na stranách nerovnosti.
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5. Ukažte, že ke každému H ∈ R existuje n ∈ N, n ≥ 3 splňuj́ıćı

3n

8
> H (13)

Návod: Pro H ≤ 0 lze zvolit n = 1. Pro H > 0 uprav́ıme (13) na

n >
8H

3
, (14)

pravou stranu (14) zaokrouhĺıme na nejbližš́ı vyšš́ı celé č́ıslo a přičteme
jedničku.

Definice suprema množiny. Řekneme, že č́ıslo s je supremem množiny
M ⊆ R, pokud plat́ı

S1. (∀x ∈ M)(x ≤ s)

S2. (∀ε > 0)(∃x ∈ M)(x > s− ε)

Zapisujeme s = sup(M).

Poznámka. Vlastnost S1 znamená, že s je horńı závorou množiny M . Vlast-
nost S2 znamená, že s − ε neńı horńı závorou množiny M (viz následuj́ıćı
cvičeńı). Dohromady tedy obě vlastnosti znamenaj́ı, že s je nejmenš́ı horńı
závora množiny M .

Cvičeńı. Ukažte, že výrok (∃x ∈ M)(x > s − ε) je negaćı výroku: s − ε je
horńı závorou množiny M .

Př́ıklady.

1. Ukážeme, že s = 1 je supremem množiny (0, 1).

Vlastnost S1 (∀x ∈ (0, 1))(x ≤ 1) plyne př́ımo z definice intervalu.

Pro vlastnost S2 si nakreslete č́ıselnou osu a na ńı znázorněte č́ısla 1,
1− ε < 1. Rozebereme dva r̊uzné př́ıpady

(a) ε < 1/2: pak je 1 − ε > 1/2 a lze zvolit x lež́ıćı ve středu úsečky
s krajńımi body 1, 1−ε, tedy x = 1−ε/2. Toto x splňuje x ∈ (0, 1),
x > 1− ε.

(b) ε ≥ 1/2: v tomto př́ıpadě zvoĺıme x = 3/4. Toto x splňuje x ∈
(0, 1), x > 1− ε.

2. Urč́ıme supremum množiny člen̊u posloupnosti

M =

{

n+ 1

2n+ 3
: n ∈ N+

}

Dvěma zp̊usoby vytvoř́ıme hypotézu o hodnotě suprema sup(M). Pak
pro nalezenou hodnotu ukážeme, že splňuje definici suprema.

5



(a) Vypočteme několik člen̊u posloupnosti. Budeme postupně dosazo-
vat n = 1, 2, 3, . . .

M =

{

2

5
,
3

7
,
4

9
,
5

11
,
6

13
, . . .

}

Ze spočtených člen̊u posloupnosti uděláme hypotézu, že sup(M) =
1/2.

(b) Uprav́ıme (jiný můžný postup je děleńı mnohočlenu mnohočlenem)

n+ 1

2n+ 3
=

(n+ 1/2) + 1/2

2(n+ 1/2)
=

1

2
+

1

2(2n+ 1)

a z výsledku uděláme stejný závěr: sup(M) = 1/2.

Nyńı ověř́ıme, že 1/2 splňuje vlastnosti suprema

S1. Nerovnost an ≤ 1/2 v př́ıpadě (a) ověř́ıme úpravami

n+ 1

2n+ 3
≤ 1

2
| · 2(2n+ 3)

2(n+ 1) ≤ 2n+ 3 | − 2n

1 ≤ 3

Výsledná nerovnost plat́ı, úpravy nerovnosti jsou pro n ∈ N+

ekvivalentńı, proto plat́ı i p̊uvodńı nerovnost.

V př́ıpadě (b) je platnost nerovnosti zřejmá

1

2
+

1

2(2n+ 1)
≤ 1

2

S2. K ε > 0 hledáme n ∈ N+ splňuj́ıćı

n+ 1

2n+ 3
>

1

2
− ε

Úpravami nerovnosti postupně dostaneme

n+ 1

2n+ 3
>

1

2
− ε | · 2(2n+ 3)

2(n+ 1) > 2n+ 3− 2(2n+ 3)ε | − (2n+ 3)

−1 > −2(2n+ 3)ε | · (−1) < 0

1 < 2(2n+ 3)ε

1 < 4nε+ 3ε | − 3ε

1− 3ε < 4nε | : 4ε > 0
1

4ε
− 3

4
< n

Za n lze zvolit např́ıklad Z = ⌈1/(4ε)− 3

4
⌉+1, kde symbol ⌈x⌉ znač́ı

zaokrouhleńı x nahoru na nejbližš́ı celé č́ıslo. Protože posloupnost
zač́ıná indexem n = 1, zvoĺıme pro př́ıpad Z < 1: n = max{Z, 1}.
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(a) Výše jsme ukázali, že posloupnost {1/n}∞
n=n0

je klesaj́ıćı. Odtud
plyne, že jej́ı supremum je rovno jej́ımu prvńımu členu a1 = 1.

Maximum množiny. Supremum je v matematické analýze d̊uležitý pojem.
Určitým zp̊usobem nahrazuje maximum, které poṕı̌seme vlastnostmi: Č́ıslo
m nazýváme maximálńım prvkem množiny M (někdy též maximem množiny
M), pokud plat́ı

1. (∀x ∈ M)(x ≤ m)

2. m ∈ M

Prvńı vlastnost ř́ıká, že m je horńı závorou množiny M , druhá, že je m
prvkem množiny M .

Zapisujeme m = max(M).

Cvičeńı.

1. Ukažte, že má-li množina M maximum m = max(M), pak má i supre-
mum a plat́ı m = sup(M). Návod: S1 plyne př́ımo z M1. Protože je
m > m− ε, plyne S2 z M2.

2. Rozmyslete si, že množiny o konečném počtu prvk̊u3 maj́ı maximálńı
prvek.

3. Množina člen̊u klesaj́ıćı posloupnosti má maximálńı prvek rovný prv-
ńımu členu. Např́ıklad pro posloupnost {1/n}∞

n=1 je maximálńı prvek
množiny

M = {1/n : n ∈ N+}
roven max(M) = 1 a zároveň je max(M) = sup(M).

Definice konvergentńı posloupnosti. Posloupnost {an}∞n=n0
nazveme kon-

vergentńı posloupnost́ı, pokud existuje a ∈ R, takové, že plat́ı

(∀ε > 0)(∃N ∈ R)(∀n ∈ Z, n > N)(|an − a| < ε) (15)

Č́ıslo a nazýváme limitou posloupnosti a ṕı̌seme

lim
n→∞

an = a

nebo také
an −→ a pro n → ∞

Symbol n → ∞ někdy vynecháváme a ṕı̌seme zkráceně

lim an = a

Poznámky k definici konvergentńı posloupnosti.

3Takové množiny nazýváme konečnými množinami.
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1. Podmı́nku |an − a| < ε můžeme pro ε > 0 nahradit podmı́nkou

an ∈ (a− ε, a+ ε).

2. Interval (a − ε, a + ε) nazýváme ε okoĺım bodu a, nebo zkráceně jen
okoĺım bodu a a použ́ıváme označeńı

Uε(a) = (a− ε, a+ ε)

3. Pro č́ıslo N je někdy požadováno N ∈ N, my jsme uvedli N ∈ R. Na
významu definice to nic neměńı. Podmı́nka n > N pro n ∈ Z bude
stejná pro např́ıklad N =

√
50 a pro toto č́ıslo zaokrouhlené na N = 7.

4. Při zkoumáńı definice stač́ı uvažovat malé hodnoty ε: pokud najdeme
N pro např́ıklad ε = 1, lze v definici použ́ıt toto N i pro ε > 1.

5. Protože index̊u n nesplňuj́ıćıch podmı́nku n > N je konečně mnoho, lze
výrok (15) přeformulovat: Pro každé ε > 0 plat́ı |an − a| až na konečně
mnoho člen̊u posloupnosti.

6. Z předchoźı poznámky plyne, že se limita posloupnosti nezměńı, po-
kud změńıme konečně mnoho člen̊u posloupnosti. Např́ıklad, pokud
změńıme index prvńıho členu posloupnosti. Proto budeme v zápisu po-
slopunosti často prvńı index vynechávat a {an}∞n=n0

zkrát́ıme na {an}.

Graf k limitě posloupnosti. Grafem posloupnosti je množina bod̊u o
souřadnićıch [n, an]. Nı́že vid́ıme část grafu posloupnosti. Na svislé ose je
vyznačeno okoĺı bodu a. Pro n ∈ {3, 4, 6, 7, 8} plat́ı an ∈ (a− ε, a+ ε). Z vi-
ditelné části grafu to tedy vypadá, že k tomuto ε je N = 5.

1 2 3 4 5 6 7 8

a

a− ε

a+ ε

n

an

Trojúhelńıková nerovnost. Nazýváme tak nerovnost |x + y| ≤ |x| + |y|,
která plat́ı pro všechna x, y ∈ R. Budeme ji často použ́ıvat v d̊ukazech tvrzeńı.
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Důkaz trojúhelńıkové nerovnosti provedeme rozborem př́ıpad̊u a od-
straněńım absolutńı hodnoty. Souřadnou rovinu rozděĺıme na šest část́ı.

y

x

x+ y = 0

I

II

III

IV

V

VI

Ukážeme platnost v částech I, VI, daľśı části necháme čtenáři jako cvičeńı.

I. Zde je x ≥ 0, y ≥ 0, proto je |x| = x, |y| = y, |x + y| = x + y a tedy
plat́ı |x+ y| = |x|+ |y|.

VI. Zde je x ≥ 0, y ≤ 0, x+y ≥ 0 proto je |x| = x, |y| = −y, |x+y| = x+y.
Levá strana trojúhelńıkové nerovnosti je tedy L = |x+y| = x+y, pravá
strana P = |x|+ |y| = x− y.

Protože je y ≤ 0, je y ≤ −y, tedy je L ≤ P a proto v části VI
trojúhelńıková nerovnost plat́ı.

Trojúhelńıková nerovnost pro tři sč́ıtance. Dvoj́ım použit́ım trojúhel-
ńıkové nerovnosti dostaneme

|(x+ y) + z| ≤ |x+ y|+ |z| ≤ |x|+ |y|+ |z|

Věta o jednoznačnosti limity posloupnosti. Necht’ je posloupnost {an}
konvergentńı. Pak je jej́ı limita určena jednoznačně. Tj., je-li a i b limitou
posloupnosti {an}, pak je a = b.

Důkaz provedeme sporem. Budeme předpokládat, že a 6= b jsou limitou
posloupnosti {an}. Zvoĺıme ε = |a − b|/3, které je kladné. Z definice plyne
existence Na, Nb takových, že pro n > Na a zároveň n > Nb (rozmyslete si,
že takové n existuje), plat́ı

|an − a| < ε, |an − b| < ε

Sečteńım nerovnost́ı dostaneme

|an − a|+ |an − b| < 2ε
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Zároveň plat́ı
3ε = |a− b| = |a− an + an − b|

Na výraz |a − an + an − b| použijeme trojúhelńıkovou nerovnost (viz text o
spojitosti funkce) |A+ B| ≤ |A|+ |B|. Dostaneme

3ε = |a− b| ≤ |a− an|+ |an − b|

Odtud dostáváme 3ε < 2ε, což je spor.

Cvičeńı. Nakreslete souřadnou soustavu a na osu y vyneste body a, b a okolo
nich pásy y ∈ (a− ε, a+ ε), y ∈ (b− ε, b+ ε) pro ε = |a− b|/3.

Pokud budete kreslit správně, bude z grafu vidět, že žádné y ∈ R nemůže
ležet v obou pásech.

Př́ıklady konvergentńıch posloupnost́ı.

1. Ukážeme, že posloupnost {1/n} je konvergentńı a jej́ı limita je rovna
nule.
Necht’ je ε > 0. Řeš́ıme nerovnici |1/n − 0| < ε. Úpravou dostaneme
n > 1/ε.
K dokončeńı d̊ukazu lze tedy zvolit N = 1/ε.

Ještě ukážeme situaci na grafu posloupnosti. Na grafu k danému ε je
N = 6.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0− ε

0 + ε
n

an

2. Ukážeme, že konstantńı posloupnost an = c má limitu rovnu c.
Necht’ je ε > 0, pak |an − c| < ε plat́ı pro všechna n a můžeme tedy
zvolit za N index prvńıho členu posloupnosti.

Na grafu situace vypadá následovně:
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1 2 3 4 5 6 7 8

c

c− ε

c+ ε

n

an

Věta o aritmetice limit (VAL). Necht’ {an}, {bn} jsou konvergentńı po-
sloupnosti s limitami

lim an = a, lim bn = b.

Pak posloupnosti {an+bn}, {anbn} jsou také konvergentńı a jejich limity jsou

lim an + bn = a+ b, (16)

lim anbn = ab. (17)

Je-li nav́ıc b 6= 0, je konvergentńı i posloupnost {an/bn} a jej́ı limita je

lim an/bn = a/b. (18)

Hlavńı myšlenky d̊ukazu VAL. Necht’ je ε > 0 Protože je

lim an = a, lim bn = b,

plat́ı pro velké indexy n

|an − a| < ε, |bn − b| < ε.

Použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme

|an + bn − a− b| = |(an − a) + (bn − b)| ≤ |(an − a)|+ |(bn − b)| < 2ε

Odtud plyne, že výraz |an + bn − a − b| má malé hodnoty pro velké indexy
n, a tedy lim(an + bn) = a+ b.

Pro d̊ukaz (17) potřebujeme upravit výraz

|anbn − ab| (19)

11



K úpravě (19) použijeme obrázek

a

b
bn

an

Z obrázku odvod́ıme následuj́ıćı rovnost. Jej́ı platnost ověřte úpravou
pravé strany, protože obrázek nám slouž́ı jen jako inspirace. Předpokládá, že
an > a, bn > b a my chceme, aby tato rovnost platila i v ostatńıch př́ıpadech.

anbn − ab = (an − a)b+ (an − a)(bn − b) + a(bn − b)

K daľśı úpravě použijeme trojúhelńıkovou nerovnost

|anbn − ab| = |(an − a)b+ (an − a)(bn − b) + a(bn − b)|
≤ |(an − a)b|+ |(an − a)(bn − b)|+ |a(bn − b)|

< ε|b|+ ε2 + ε|a| = ε(|b|+ ε+ |a|)
Protože výraz ε(|b| + ε + |a|) lze vhodnou volbou ε učinit libovolně malým
kladným, je tvrzeńı o limitě součinu dokázané.

K d̊ukazu tvrzeńı o limitě pod́ılu (18) stač́ı ukázat

lim
1

bn
=

1

b
(20)

a použ́ıt již dokázané tvrzeńı pro součin an
1

bn
.

Nejdř́ıve ukážeme, že od jistého indexu poč́ınaje je bn 6= 0 a má tedy smysl
výraz 1/bn. Na obrázku je graf posloupnosti s vyznačenou limitou b 6= 0.
Zvoĺıme ε = |b|/2 > 0.

1 2 3 4 5 6 7 8

b

b− ε

b+ ε

n

an
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Z definice limity plyne existence N takového, že pro n > N je |bn| > |b|/2,
a tedy je bn 6= 0.

Dále úpravou dostaneme

∣

∣

∣

∣

1

bn
− 1

b

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

b− bn
bnb

∣

∣

∣

∣

(21)

Z |bn| > |b|/2 plyne 1

|bn|
< 2

|b|
. Dosazeńım do (21) dostaneme

∣

∣

∣

∣

1

bn
− 1

b

∣

∣

∣

∣

= |bn − b|
∣

∣

∣

∣

1

bnb

∣

∣

∣

∣

< |bn − b|
∣

∣

∣

∣

2

b2

∣

∣

∣

∣

Protože je |bn − b| malé, je malá i levá strana nerovnosti |1/bn − 1/b|.
Celý d̊ukaz tvrzeńı. Limita součtu: Zvolme ε > 0. K ε̃ ≡ ε/2 existuj́ı Na,
Nb taková, že je pro n > Na je |an − a| < ε̃, a pro n > Nb je |bn − b| < ε̃.
Odtud pro N = max{Na, Nb} plat́ı

|an − a+ bn − b| ≤ |an − a|+ |bn − b| < 2ε̃ = ε,

a proto je lim(an + bn) = a+ b.
Limita součinu: Zvolme ε > 0. K ε̃ ≡ min{ε/(|a| + |b| + 1), 1} existuj́ı

(stejně jako u součtu) Na, Nb taková, že pro n > Na je |an − a| < ε̃ a pro
n > Nb je |bn − b| < ε̃. Odtud pro n > N = max{Na, Nb} plat́ı

|anbn − ab| < ε̃(|a|+ |b|+ ε̃) ≤ ε̃(|a|+ |b|+ 1) ≤ ε,

a proto je lim(anbn) = ab.
Limita 1/bn: Zvolme ε1 = |b|/2. Protože je ε1 > 0, existuje N1, že pro

n > N1 plat́ı
|bn − b| < ε1 = |b|/2 (22)

Z trojúhelńıkové nerovnosti

|b| = |b− bn + bn| ≤ |b− bn|+ |bn| = |bn − b|+ |bn|

plyne
|bn| ≥ |b| − |bn − b|

Odtud a z (22) plyne
|bn| > |b| − |b|/2 = |b|/2

a dále
1

|bn|
<

1

|b|/2 =
2

|b| (23)

Zvolme dále ε > 0. K ε̃ = b2ε/2 existuje N takové, že pro N > n plat́ı

|bn − b| < ε̃

13



Odtud a z (23) plyne
∣

∣

∣

∣

1

bn
− 1

b

∣

∣

∣

∣

=
|b− bn|
|bn||b|

< ε̃
2

|b|2 = ε

a odtud plyne (20).

Př́ıklad na použit́ı věty o aritmetice limit. Výše jsme ukázali

lim
1

n
= 0, lim c = c.

Odtud a z VAL plyne

lim

(

3− 1

n
· 1
n

)

= 3− 0 · 0, lim

(

4 + 2
1

n

)

= 4 + 2 · 0,

a odtud dále

lim
3− 1

n
· 1

n

4 + 2 1

n

=
4

3

Vlastnost suprema množiny reálných č́ısel.Každá shora omezená množina
má v množině reálných č́ısel supremum.

Touto vlastnost́ı se lǐśı množina reálných od množiny racionálńıch č́ısel,
jak ukáže následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad. Množina M1 = {x ∈ R : x2 < 2} je rovna intervalu (−
√
2,
√
2) a

má supremum sup(M1) =
√
2.

Množina M2 = {x ∈ Q : x2 < 2} je rovna (−
√
2,
√
2) ∩ Q a v množině

racionálńıch č́ısel nemá supremum. V množině reálných č́ısel má supremum
sup(M2) =

√
2, ale

√
2 6∈ Q.

Věta o konvergenci rostoućı omezené posloupnosti. Necht’ je posloup-
nost {an}∞n=n0

rostoućı a shora omezená. Pak je tato posloupnost konvergentńı
a jej́ı limita je rovna supremu člen̊u posloupnosti.

lim an = sup({an : n ∈ Z, n ≥ n0})

Důkaz věty o konvergenci rostoućı omezené posloupnosti. Protože
je posloupnost shora omezená má množina jej́ıch člen̊u

M = {an : n ∈ Z, n ≥ n0}

supremum, označme ho a = sup(M). Ukážeme, že a je limitou posloupnosti.
Z podmı́nky S1 plyne

(∀n ∈ Z, n ≥ n0)(an ≤ a)

odtud plyne pro libovolné ε > 0 a všechny členy posloupnosti an

an < a+ ε (24)
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Zbývá dokázat, že existuje N takové, že pro n > N je

an > a− ε (25)

Z definice suprema plyne, že pro každé ε > 0 existuje x ∈ M takové, že
x > a − ε. Množina M je tvořena členy posloupnosti, proto existuje index
N , že x = aN . Protože je posloupnost rostoućı, plat́ı an > aN pro n > N , a
tedy pro n > N plat́ı an > a− ε.

Z (24), (25) plyne pro n > N

|an − a| < ε

a odtud liman = a.
Obrázek s grafem posloupnosti ilustruje obě nerovnosti.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a

a− ε

a+ ε

n

an

Věta o konvergenci klesaj́ıćı omezené posloupnosti. Necht’ je posloup-
nost {an}∞n=n0

klesaj́ıćı a shora omezená. Pak je tato posloupnost konver-
gentńı a jej́ı limita je rovna

lim an = − sup({−an : n ∈ Z, n ≥ n0})

Cvičeńı.

1. Rozmyslete si, že z an < an+1 plyne −an > −an+1 a tedy plat́ı: Je-li
posloupnost {an}∞n=n0

rostoućı, pak je posloupnost {−an}∞n=n0
klesaj́ıćı.

2. Rozmyslete si: jsou-li D, H dolńı a horńı závora posloupnosti {an}, pak
jsou −H, −D závory posloupnosti {−an}

−H ≤ −an ≤ −D

a tedy plat́ı: Je-li posloupnost {an} omezená, pak je omezená i posloup-
nost {−an}.
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Důkaz věty o konvergenci klesaj́ıćı omezené posloupnosti. Je-li po-
slopunost {an} omezená a klesaj́ıćı, pak je posloupnost opačných č́ısel {−an}
omezená a rostoućı. Z věty o limitě rostoućı omezené posloupnosti plyne
existence a ∈ R splňuj́ıćıho

lim(−an) = sup({−an : n ∈ Z, n ≥ n0})

Z věty o aritmetice lmit (VAL) plyne

lim an = − sup({−an : n ∈ Z, n ≥ n0})

Definice vybrané posloupnosti. Necht’ {an}∞n=n0
je posloupnost. Necht’

{nk}∞k=1
je rostoućı posloupnost přirozených č́ısel a necht’ n1 ≥ n0.

Pak posloupnost {ank
}∞
k=1

nazýváme posloupnost́ı vybranou z posloup-
nosti {an}∞n=n0

.

Př́ıklad vybrané posloupnosti. Posloupnost
{

2

k2 + 1

}∞

k=1

=

{

2

2
,
2

5
,
2

10
,
2

17
,
2

26
, . . .

}

je vybranou posloupnost́ı z posloupnosti
{

2

n+ 1

}∞

n=1

=

{

2

2
,
2

3
,
2

4
,
2

5
,
2

6
,
2

7
,
2

8
,
2

9
,
2

10
, . . .

}

Posloupnost
{1k}∞

k=1 = {1, 1, 1, 1, 1, 1, . . . }
je vybranou posloupnost́ı z posloupnosti

{(−1)n}∞
n=1 = {−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . . }

Lemma o limitě vybrané posloupnosti. Necht’ {an} je konvergentńı po-
sloupnost a {ank

} je poslopupnost z ńı vybraná. Pak je vybraná posloupnost
též konvergentńı a má stejnou limitu, tj.

lim an = lim ank

Důkaz lemmatu o limitě vybrané posloupnosti. Ke zvolenému ε > 0
je v posloupnosti konečně mnoho člen̊u an, které nesplňuj́ı |an − a| < ε.

Odtud a z definice vybrané posloupnosti plyne, že |ank
− a| < ε neplat́ı

také jen pro konečně mnoho člen̊u vybrané posloupnosti. Odtud plyne tvrzeńı
lemmatu.

Př́ıklad na použit́ı lemmatu o vybrané posloupnosti. Z poslopunosti
{(−1)n}∞

n=1 lze volbou index̊u nk = 2k+1 vybrat posloupnost {(−1)2k+1}∞
k=1

,
která má limitu

lim(−1)2k+1 = −1
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a volbou index̊u nk = 2k vybrat posloupnost {(−1)2k}∞
k=1

, která má limitu

lim(−1)2k = 1

Odtud plyne, že posloupnost {(−1)n}∞
n=1 nemá limitu. Kdyby měla limitu,

musela by být zároveň rovna jedné i minus jedné, a to nnéı možné (posloup-
nost má jej jednu limitu).

Věta o omezenosti konvergentńı posloupnosti. Je-li posloupnost {an}∞n=n0

konvergentńı, pak je omezená.

Důkaz věty o omezenosti konvergentńı posloupnosti. Potřebujeme
naj́ıt dolńı závoru D a horńı závoru H splňuj́ıćı

(∀n ∈ Z, n ≥ n0)(D ≤ an ≤ H)

Předpokládáme, že poslopunost {an} je konvergentńı, jej́ı limitu označme a
a pak k ε = 1 existuje č́ıslo N ∈ Z takové, že pro n > N plat́ı

a− 1 < an < a+ 1

Index̊u n ≤ N je konečně mnoho, proto existuj́ı

D1 = min{an0
, an0+1, · · · , aN}, H1 = max{an0

, an0+1, · · · , aN}, (26)

Za dolńı a horńı hranici posloupnosti lze pak zvolit

D = min{a− 1, D1} H = min{a+ 1, H1}

Př́ıklad omezené posloupnosti, která neńı konvergentńı. Poslopunost
{(−1)n} je omezená a neńı konvergentńı.

Věta o vybrané konvergentńı posloupnosti z omezené posloupnosti.
Necht’ {an} je omezená posloupnost. Pak existuje vybraná posloupnost {ank

},
která je konvergentńı.

Důkaz věty o vybrané konvergentńı posloupnosti z omezené po-
sloupnosti nebudeme dělat.

Definice Cauchyovské posloupnosti. Řekneme, že posloupnost {an}∞n=n0

je Cauchyovská, pokud plat́ı

(∀ε > 0)(∃N ∈ R)(∀n,m ∈ Z, n > N,m > N)(|an − am| < ε)

Lemma o konvergentńı a Cauchyovské posloupnosti. Je-li posloupnost
{an}∞n=n0

konvergentńı, pak je i Cauchyovská.

Důkaz lemmatu o konvergentńı a Cauchyovské posloupnosti. Zvolme
ε > 0. Protože je posloupnost konvergentńı, existuje N takové, že pro n > N ,
m > N plat́ı

|an − a| < ε/2, |am − a| < ε/2.
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Z trojúhelńıkové nerovnosti pak plyne

|an − am| = |an − a+ a− am| < |an − a|+ |a− am| < ε/2 + ε/2 = ε

a odtud plyne, že posloupnost je Cauchyovská.

Věta o konvergentńı a Cauchyovské posloupnosti. Posloupnost {an}∞n=n0

je konvergentńı, právě když je Cauchyovská.

Důkaz věty o konvergentńı a Cauchyovské posloupnosti.Máme dokázat
dvě implikace:

1. Je-li posloupnost konvergentńı, pak je Cauchyovská.

2. Je-li posloupnost Cauchyovská, pak je konvergentńı.

Prvńı implikaci jsme dokázali v předchoźım lemmatu. Důkaz druhé imlikace
provedeme v kroćıch:

1. Ukážeme, že posloupnost je omezená (podrobnosti ńıže).

2. Použijeme větu o vybrané konvergentńı posloupnosti z omezené po-
sloupnosti, máme tedy posloupnost {ank

}∞
k=1

s limitou

lim
k→∞

ank
= a (27)

3. Ukážeme, že
lim an = a

Protože je posloupnost Cauchyovská, tak k ε > 0 existuje N , že pro
n,m ∈ Z, n ≥ N,m ≥ N plat́ı

|an − am| < ε/2 (28)

Z (27) plyne, že existuje index nk > N , pro který plat́ı

|ank
− a| < ε/2 (29)

Z (28), (29) a trojúhelńıkové nerovnosti plyne

|an − a| = |an − ank
+ ank

− a| ≤ |an − ank
|+ |ank

− a| < ε/2 + ε/2 = ε

Ještě zbývá dokázat bod 1 – že Cauchyovská posloupnost je omezená. Důkaz
je analogický jako d̊ukaz omezenosti konvergentńı posloupnosti. K ε = 1
existuje N ∈ Z takové, že pro n,m > N plat́ı |an − am| < 1. Pro m = N + 1
dostaneme

aN+1 − 1 < an < aN+1 + 1

Pro členy na začátku posloupnosti zvoĺıme horńı a dolńı závoru D1, H1 stejně
jako v (26). Č́ısla D, H jsou pak horńı a dolńı závorou pro členy celé po-
sloupnosti

D = min{D1, aN+1 − 1}, H = max{H1, aN+1 + 1}.
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