Derivace a nutna podminka lokalniho extrému

12. prosince 2025

1 Znaceni

1. Symbolem Us(z) budeme znacit interval
Us(zo) = (x0 — 0, w0 + 9)

Tento interval nazyvame d-okolim bodu zy, nebo jen kratce okolim
bodu zg.

2. Vztah = € Us(zo) budeme nékdy psat ve tvaru |x — o] < 9.

3. Podobné budeme vztah f(x) € U.(L) nékdy psét ve tvaru
Fw)— L] <=

2 Derivace

Definice 2.1 (Derivac? funkce v bodé). Necht f je redlna funkce definovana
v okoli bodu xg € R. Rekneme, ze f ma v bodé x derivaci, pokud existuje
konecnd limita

o) — i 1@ = Fa)

T—x0 T — l‘o
Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé z,.

Definice 2.2 (Lokdln{ extrém). Necht f je redlna funkce a zq je bod jejiho
definicniho oboru.

e Rekneme, ze f mé v bodé zy lokdlni mazimum, existuje-li § > 0 takové,
ze
f(x) < f(xo) pro vsechna x € Us(xy).
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e Rekneme, ze f mé v bodé xq lokdini minimum, existuje-li § > 0 takové,
ze
f(z) > f(xo) pro viechna x € Us(xo).

Lokélniho maximum a minimum spoleéné nazyvame lokdlni extrémy.

Véta 2.3 (Nutnd podminka lokélniho extrému). Necht f md v bodé xq lokdini
extrém a existuje f'(xq). Potom plati

f/(l'()) = O

Poznamka 2.4. Dukaz této véty zatim odlozime. Nejdiive uvedeme nékolik
piikladu k ilustraci véty. Poté dokdzeme nékolik pomocnych tvrzeni (geome-
trické lemma o ptimce, lemma o kladné derivaci a poznamku o zaporné deri-
vaci). Teprve poté se k dukazu nutné podminky lokdlniho extrému vratime.

Priklad 2.5 (Lokdlni extrémy a nulova derivace).

1. Funkce s nulovou derivaci a lokalnim minimem.

Uvazujme funkci

Jeji derivace je
f'(z) = 2,
takze v bodé
pro zo =0 plati f'(0) = 0.

Zaroven plati
f(z) =2>>0= f(0) pro viechna z € R,

takze v libovolné malém okoli bodu zq = 0 jsou hodnoty f(x) vetsi
nebo rovny f(0). Tim pddem méa funkce f(z) = z? v bodé xy = 0
lokélni minimum a zaroven nulovou derivaci.
2. Funkce s nulovou derivaci bez lokalniho extrému.
Uvazujme funkci
fla) ="
Jeji derivace je

f'(w) = 322,
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takze
pro zg =0 plati f'(0) = 0.

Podivejme se vSak na chovani funkce v okoli bodu 0:
r>0 = f(z)=212°>0=f(0),

r<0 = f(z)=12"<0=f(0).

V kazdém okoli bodu 0 tedy najdeme body, kde jsou hodnoty funkce
vetsi nez f(0) (pro « > 0), i body, kde jsou mensi nez f(0) (pro z < 0).
Funkce f tedy neméa v bodé xy = 0 ani lokalnim maximem, ani lokalnim
minimem.

Tento piiklad ukazuje, ze z podminky f’(zo) = 0 neplyne, ze zq je
lokdlnim extrémem (podminka je pouze nutnd, nikoli postacujici).
. Funkce s lokalnim minimem bez derivace v z;.
Uvazujme funkci
f(z) = |z|.
Pro xz > 0 je f(z) =z, pro x < 0 je f(x) = —x. Z toho plyne

f'(x):{l’ x>0,

-1, = <0.

V bodé xy = 0 zkusime spocitat derivaci z definice:

— f(0
i L) = 1O el
z—0 x—0 z—=0 T
Pro z > 0 dostavame
z| _ =
Lnd QA
x
zatimco pro x < 0 dostavame
@ -t 4
x x
Jednostranné limity se tedy lisi:
lim m =1, lim m =—1,
z—0t T z—0- X



x
takze limita lir% u neexistuje a funkce f v bodé xy = 0 neni diferen-
x—0

covatelna.

Na druhé strané mame
|z| > 0=0| pro vechna x € R,

tedy v kazdém okoli bodu 0 je f(0) nejmensi hodnotou funkce. Bod zg =
0 je tedy lokdlnim (dokonce globdlnim) minimem funkce f, prestoze
derivace v tomto bodé neexistuje.

Tento priklad ukazuje, ze funkce muze mit lokalni extrém i v bodé, kde
neni diferencovatelnd.

Uloha 2.6 (Geometrické vyjadreni nerovnosti). Nechf A = [z, yo] je pevny
bod v roviné, a > 0.

Necht pro bod B = [z,y] s © # x¢ plati:

Y—%Y
r — TIg

> a (1)
Rozmyslete si, ze pak bod B lezi ve vysrafované ¢asti obrazku 1 a plati

pro x > xo plati Y > Yo,
pro xz < xp plati Yy < Yo.

y—yoza(:c—xo)

A(l’o: yo)

T

Obrazek 1: Ilustrace nerovnosti (1)



Lemma 2.7 (Kladnd derivace). Necht f je redlnd funkce definovand v okoli
bodu ¢ a necht existuje derivace f'(xg).
Jestlize

f'(xo) >0,
pak existuje 0 > 0 takové, Ze

o<z <x0+0 = f(2)> flxo),

a zdroven
rg—0<x<zy = f(x)< f(20).

Jingmi slovy: v dostatecné malém pravém okoli bodu xq je hodnota funkce
vetsi nez f(xg) a v levém okoli mensi nez f(x).

Dukaz. 7 definice derivace v bodé xy mame

T—rx0 T — xo
Ozna¢me L = f'(xg) > 0. Definice limity t1kd, ze pro kazdé € > 0 existuje
0 > 0 takové, ze

f(@) — f(20)

O0<|z—m| <d = ‘
r — Xy

— L' <e.
Volime konkrétné e = — > 0. Potom existuje 6 > 0 takové, ze pro vSechna

x spliujici 0 < |x — o] < ¢ plati

fz) = (o)

L
r — 2o

5"
Z toho plyne
f(z) — f(@o) L L

>L——=—>0.
T — g 2 2

Nyni pouzijeme tlohu 2.6 s oznacenim

y=f(x), wyo=f(x0), a=—=>0.
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tedy dostavame:
r>x0 = Yy >y = f(z)> f(xg),

r<zy = y<yo = f(z)< f(xg),
pricemz z je omezeno podminkou 0 < |x — x| < d. To je pravé tvrzeni

lemmatu. N

Poznamka 2.8 (Zaporna derivace). Uplné analogicky lze dokazat nasledujici
tvrzeni:
Jestlize f'(zg) < 0, pak existuje 6 > 0 takové, ze

ro<x<z9+d = f(x)< f(xo),
a zaroven
rg— 0 <x<xzy = f(x)> f(x0).

Tedy pri zaporné derivaci se situace v levém a pravém okoli bodu xg
obraci.

Diikaz véty o nutné podmince lokdiniho extrému. Necht m4 funkce f v bodé
xg lokélni extrém a existuje f'(zo).

Budeme postupovat sporem. Piedpokladejme, ze f'(z) # 0. Nastavaji
tedy dvé moznosti:

1. Pripad: f'(zo) > 0. Podle lemmatu o kladné derivaci existuje 6 > 0
takové, ze
ro<zr <o+ = f(x)> f(x0),

rg—d<x<zy = f(x)< f(20).

To vsak znamend, ze v zadném okoli bodu zy neni f(zo) ani nejvétsi, ani
nejmensi hodnotou (vzdy se najdou body s vétsi i mensi hodnotou funkce),
takze ro nemuze byt bodem lokédlniho extrému. To je spor s predpokladem.

2. Pripad: f'(zo) < 0. Pouzitim analogického tvrzeni pro zépornou derivaci
dostavame, ze v né¢jakém okoli bodu x( plati

ro <z <20+ = f(x) < f(20),

ro—0<z<z9g = f(x)> f(20),
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a tedy opét xy nemuze byt bodem lokalniho extrému.

V obou piipadech dochazime ke sporu, takze nas predpoklad f’(zq) # 0
je chybny. Zbyva jedind moznost:

f'(zg) = 0.

Tim je véta dokazana. O
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Obrazek 2: Kladné derivace v bodé zq: vpravo od zg je f(x) > f(xo), vlevo
od xg je f(z) < f(xo).

Obréazek 3: Zapornd derivace v bodé zg: vpravo od xg je f(z) < f(xg), vlevo
od g je f(z) > f(zo).



Zo X

Obrézek 4: Lokalni maximum v bodé xy; tetna v tomto bodé je vodorovna,
tedy f'(zo) = 0.



