
Derivace a nutná podmı́nka lokálńıho extrému

12. prosince 2025

1 Značeńı

1. Symbolem Uδ(x0) budeme značit interval

Uδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ)

Tento interval nazýváme δ-okoĺım bodu x0, nebo jen krátce okoĺım
bodu x0.

2. Vztah x ∈ Uδ(x0) budeme někdy psát ve tvaru |x− x0| < δ.

3. Podobně budeme vztah f(x) ∈ Uϵ(L) někdy psát ve tvaru
|f(x)− L| < ε.

2 Derivace

Definice 2.1 (Derivace funkce v bodě). Necht’ f je reálná funkce definovaná
v okoĺı bodu x0 ∈ R. Řekneme, že f má v bodě x0 derivaci, pokud existuje
konečná limita

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Tuto limitu nazýváme derivaćı funkce f v bodě x0.

Definice 2.2 (Lokálńı extrém). Necht’ f je reálná funkce a x0 je bod jej́ıho
definičńıho oboru.

• Řekneme, že f má v bodě x0 lokálńı maximum, existuje-li δ > 0 takové,
že

f(x) ≤ f(x0) pro všechna x ∈ Uδ(x0).
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• Řekneme, že f má v bodě x0 lokálńı minimum, existuje-li δ > 0 takové,
že

f(x) ≥ f(x0) pro všechna x ∈ Uδ(x0).

Lokálńıho maximum a minimum společně nazýváme lokálńı extrémy.

Věta 2.3 (Nutná podmı́nka lokálńıho extrému). Necht’ f má v bodě x0 lokálńı
extrém a existuje f ′(x0). Potom plat́ı

f ′(x0) = 0.

Poznámka 2.4. Důkaz této věty zat́ım odlož́ıme. Nejdř́ıve uvedeme několik
př́ıklad̊u k ilustraci věty. Poté dokážeme několik pomocných tvrzeńı (geome-
trické lemma o př́ımce, lemma o kladné derivaci a poznámku o záporné deri-
vaci). Teprve poté se k d̊ukazu nutné podmı́nky lokálńıho extrému vrát́ıme.

Př́ıklad 2.5 (Lokálńı extrémy a nulová derivace).

1. Funkce s nulovou derivaćı a lokálńım minimem.

Uvažujme funkci
f(x) = x2.

Jej́ı derivace je
f ′(x) = 2x,

takže v bodě
pro x0 = 0 plat́ı f ′(0) = 0.

Zároveň plat́ı

f(x) = x2 ≥ 0 = f(0) pro všechna x ∈ R,

takže v libovolně malém okoĺı bodu x0 = 0 jsou hodnoty f(x) větš́ı
nebo rovny f(0). T́ım pádem má funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 0
lokálńı minimum a zároveň nulovou derivaci.

2. Funkce s nulovou derivaćı bez lokálńıho extrému.

Uvažujme funkci
f(x) = x3.

Jej́ı derivace je
f ′(x) = 3x2,
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takže
pro x0 = 0 plat́ı f ′(0) = 0.

Pod́ıvejme se však na chováńı funkce v okoĺı bodu 0:

x > 0 ⇒ f(x) = x3 > 0 = f(0),

x < 0 ⇒ f(x) = x3 < 0 = f(0).

V každém okoĺı bodu 0 tedy najdeme body, kde jsou hodnoty funkce
větš́ı než f(0) (pro x > 0), i body, kde jsou menš́ı než f(0) (pro x < 0).
Funkce f tedy nemá v bodě x0 = 0 ani lokálńım maximem, ani lokálńım
minimem.

Tento př́ıklad ukazuje, že z podmı́nky f ′(x0) = 0 neplyne, že x0 je
lokálńım extrémem (podmı́nka je pouze nutná, nikoli postačuj́ıćı).

3. Funkce s lokálńım minimem bez derivace v x0.

Uvažujme funkci
f(x) = |x|.

Pro x > 0 je f(x) = x, pro x < 0 je f(x) = −x. Z toho plyne

f ′(x) =

{
1, x > 0,

−1, x < 0.

V bodě x0 = 0 zkuśıme spoč́ıtat derivaci z definice:

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

|x|
x
.

Pro x > 0 dostáváme
|x|
x

=
x

x
= 1,

zat́ımco pro x < 0 dostáváme

|x|
x

=
−x

x
= −1.

Jednostranné limity se tedy lǐśı:

lim
x→0+

|x|
x

= 1, lim
x→0−

|x|
x

= −1,
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takže limita lim
x→0

|x|
x

neexistuje a funkce f v bodě x0 = 0 neńı diferen-

covatelná.

Na druhé straně máme

|x| ≥ 0 = |0| pro všechna x ∈ R,

tedy v každém okoĺı bodu 0 je f(0) nejmenš́ı hodnotou funkce. Bod x0 =
0 je tedy lokálńım (dokonce globálńım) minimem funkce f , přestože
derivace v tomto bodě neexistuje.

Tento př́ıklad ukazuje, že funkce může mı́t lokálńı extrém i v bodě, kde
neńı diferencovatelná.

Úloha 2.6 (Geometrické vyjádřeńı nerovnosti). Necht’ A = [x0, y0] je pevný
bod v rovině, a > 0.

Necht’ pro bod B = [x, y] s x ̸= x0 plat́ı:

y − y0
x− x0

> a (1)

Rozmyslete si, že pak bod B lež́ı ve vyšrafované části obrázku 1 a plat́ı

pro x > x0 plat́ı y > y0,

pro x < x0 plat́ı y < y0.

x

y

y − y0 = a(x− x0)

A(x0, y0)

Obrázek 1: Ilustrace nerovnosti (1)

4



Lemma 2.7 (Kladná derivace). Necht’ f je reálná funkce definovaná v okoĺı
bodu x0 a necht’ existuje derivace f ′(x0).

Jestlǐze
f ′(x0) > 0,

pak existuje δ > 0 takové, že

x0 < x < x0 + δ =⇒ f(x) > f(x0),

a zároveň
x0 − δ < x < x0 =⇒ f(x) < f(x0).

Jinými slovy: v dostatečně malém pravém okoĺı bodu x0 je hodnota funkce
věťśı než f(x0) a v levém okoĺı menš́ı než f(x0).

D̊ukaz. Z definice derivace v bodě x0 máme

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Označme L = f ′(x0) > 0. Definice limity ř́ıká, že pro každé ε > 0 existuje
δ > 0 takové, že

0 < |x− x0| < δ =⇒
∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

− L

∣∣∣∣ < ε.

Voĺıme konkrétně ε =
L

2
> 0. Potom existuje δ > 0 takové, že pro všechna

x splňuj́ıćı 0 < |x− x0| < δ plat́ı∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

− L

∣∣∣∣ < L

2
.

Z toho plyne
f(x)− f(x0)

x− x0

> L− L

2
=

L

2
> 0.

Nyńı použijeme úlohu 2.6 s označeńım

y = f(x), y0 = f(x0), a =
L

2
> 0.

Z nerovnosti
y − y0
x− x0

=
f(x)− f(x0)

x− x0

>
L

2
= a
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tedy dostáváme:

x > x0 =⇒ y > y0 =⇒ f(x) > f(x0),

x < x0 =⇒ y < y0 =⇒ f(x) < f(x0),

přičemž x je omezeno podmı́nkou 0 < |x − x0| < δ. To je právě tvrzeńı
lemmatu.

Poznámka 2.8 (Záporná derivace). Úplně analogicky lze dokázat následuj́ıćı
tvrzeńı:

Jestliže f ′(x0) < 0, pak existuje δ > 0 takové, že

x0 < x < x0 + δ =⇒ f(x) < f(x0),

a zároveň
x0 − δ < x < x0 =⇒ f(x) > f(x0).

Tedy při záporné derivaci se situace v levém a pravém okoĺı bodu x0

obraćı.

D̊ukaz věty o nutné podmı́nce lokálńıho extrému. Necht’ má funkce f v bodě
x0 lokálńı extrém a existuje f ′(x0).

Budeme postupovat sporem. Předpokládejme, že f ′(x0) ̸= 0. Nastávaj́ı
tedy dvě možnosti:

1. Př́ıpad: f ′(x0) > 0. Podle lemmatu o kladné derivaci existuje δ > 0
takové, že

x0 < x < x0 + δ =⇒ f(x) > f(x0),

a
x0 − δ < x < x0 =⇒ f(x) < f(x0).

To však znamená, že v žádném okoĺı bodu x0 neńı f(x0) ani největš́ı, ani
nejmenš́ı hodnotou (vždy se najdou body s větš́ı i menš́ı hodnotou funkce),
takže x0 nemůže být bodem lokálńıho extrému. To je spor s předpokladem.

2. Př́ıpad: f ′(x0) < 0. Použit́ım analogického tvrzeńı pro zápornou derivaci
dostáváme, že v nějakém okoĺı bodu x0 plat́ı

x0 < x < x0 + δ =⇒ f(x) < f(x0),

a
x0 − δ < x < x0 =⇒ f(x) > f(x0),

6



a tedy opět x0 nemůže být bodem lokálńıho extrému.

V obou př́ıpadech docháźıme ke sporu, takže náš předpoklad f ′(x0) ̸= 0
je chybný. Zbývá jediná možnost:

f ′(x0) = 0.

T́ım je věta dokázána.

x

y

y = f(x)

x0

[x0, f(x0)] [x, f(x)]

x > x0

[x, f(x)]

x < x0

Obrázek 2: Kladná derivace v bodě x0: vpravo od x0 je f(x) > f(x0), vlevo
od x0 je f(x) < f(x0).

x

y

y = f(x)

x0

[x0, f(x0)]

[x, f(x)]

x > x0

[x, f(x)]

x < x0

Obrázek 3: Záporná derivace v bodě x0: vpravo od x0 je f(x) < f(x0), vlevo
od x0 je f(x) > f(x0).
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x

y

y = f(x)

x0

[x0, f(x0)]
tečna, f ′(x0) = 0

Obrázek 4: Lokálńı maximum v bodě x0; tečna v tomto bodě je vodorovná,
tedy f ′(x0) = 0.
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