Druha derivace, extrémy, konvexita

1 Uvod: dvé zopakované véty

V této kapitole pripomeneme dvé zékladni véty o derivacich: nutnou podminku existence
lokalniho extrému a postacujici podminku pro monotonii funkce. Studenti je znaji z jiného
textu; zde je pouze strucné uvadime, protoze je budeme v nésledujicich kapitolach aktivné
pouzivat.

Véta 1.1 (Nutna podminka existence lokalniho extrému). Necht je funkce f definovand na
intervalu I a necht xo € I je vniting bod intervalu. Pokud md f v bodé xy lokdlni maximum
nebo lokdalni minimum a je v xy diferencovatelnd, pak

f'(xg) = 0.
Véta 1.2 (Postacujici podminka monotonie). Necht f je funkce definovand na intervalu I.
1. Jestlize f'(x) > 0 pro vSechna vnitini x € I, je f na I neklesajici.
0 pro vsechna vnitini x € I, je f na I rostouct.

>
< 0 pro vsechna vnitini x € I, je f na I nerostouc.

()
2. Jestlize f'(x)
3. Jestlize f'(x)

()

4. Jestlize f'(x) < 0 pro vSechna vnitrni x € I, je f na I klesajici.

Shrnuti kapitoly

e Lokalni extrém v diferencovatelném bodé miuze nastat jen tehdy, kdyz je tam derivace
nulova.

e Znaménko derivace na intervalu ur¢uje monotonii funkce na tomto intervalu (neklesajici
/ nerostouct, rostouci / klesajici).

2 Druha derivace a postacujici podminka existence ex-
trému
V této kapitole se budeme zabyvat postacujici podminkou existence extrému funkce na inter-

valu. Ukadzeme, jak nam k tomu pomiize druhd derivace. Zacneme proto jeji definici a poté
zformulujeme a dokazeme vétu, kterd dava postacujici podminku pro minimum.



Definice 2.1. Necht I je otevieny interval v R. Rekneme, ze funkce
f:I—-R
je dvakrdat diferencovatelnd na I, jestlize plati:

1. f je diferencovatelna v kazdém bodé intervalu I, tj. existuje derivace f’(z) pro vSechna
x el

2. funkce f’ je diferencovatelné v kazdém bodé intervalu I, tj. existuje derivace f”(z) pro
vSechna z € [.

Funkce f”: I — R se nazyva druhd derivace funkce f na intervalu I.

Véta 2.2 (Postacujici podminka pro minimum pomoci druhé derivace). Necht I = (a,b) je
otevreny interval a funkce f: I — R je dvakrdt diferencovatelnd na I. Predpoklddejme, Ze

1. f"(x) > 0 pro vsechna x € I,
2. x9€ 1 a f'(xg) =0.
Pak funkce f nabyvd v bodé xy minima na intervalu I, tj.
f(z) > f(xo) pro vSechna x € I.

Diikaz. Z podminky f”(x) > 0 pro v8echna x € I a z véty o postacujici podmince monotonie
aplikované na funkci f’ (jeji derivace je f”) plyne, Ze funkce f’ je na I rostouci.
Protoze f’ je rostouci a f'(z¢) = 0, mame:

r<xzg = f'(x)< f(x9) =0, x>x9 = f'(x)> f(x9) =0.

Jinymi slovy, na ¢asti intervalu I vlevo od xq je f’ zaporna, na ¢asti intervalu vpravo od x
je f" kladné.
Oznacme

I =1nN(—00,z0) = (a,zy), I. =1nN(xg,00) = (z0,b).

Na intervalu I_ plati f(x) < 0 pro v8echna x € I_, a podle véty o postacujici podmince
monotonie je tedy f na I_ klesajici. Na intervalu I, plati f’(z) > 0 pro v8echna x € I, a
proto je f na I, rostouci.

Protoze je f spojita v bodé xg, je monotonni i na intervalech, ke kterym pfidame bod xy.
Tedy f je klesajici na intervalu (a, x| a rostouci na intervalu [z, b).

Odtud plyne

prox <zo Jje f(z)> f(zo),
prox >zo je f(x)> f(zo),

Spojenim obou tvrzeni dostavame
f(z) > f(xo) pro vechna z € I,

tedy f nabyva v bodé xy minima na 1. n



y= f(z)
(@) <\K /’@:) >0 @
tecna v xg

(wo, f(20))

Obrazek 1: Minimum funkce f v bodé zg pii f” > 0 a f'(z) = 0.

Shrnuti kapitoly

e Druha derivace f” je derivace derivace f’ a popisuje ,zak¥iveni* grafu funkce.

e Je-li f” > 0 na otevieném intervalu a v bodé zg je f'(zo) = 0, pak ma f v o minimum
na tomto intervalu.

e Myslenka dukazu: f” > 0 znamend, Ze f’ je rostouci; proto je f’ vlevo od xy zdporna
(funkce klesé) a vpravo od z( kladna (funkce roste).

3 Konvexita, te¢ny a druha derivace

V této kapitole se budeme zabyvat konvezitou funkce na intervalu a jejim vztahem k druhé
derivaci. Nejprve ukazeme, Ze je-li f” > 0, lezi graf funkce nad kazdou te¢nou. Poté vyuzijeme
tuto vlastnost k definici konvexni funkce pomoci teény a odvodime postacujici podminku
f"” > 0 pro konvexitu.

Véta 3.1 (Graf lezi nad tecnou). Necht I je otevieny interval a f: I — R je dvakrdt di-
ferencovatelnd na I. Necht f"(x) > 0 pro vSechna x € I a xy € I. Pak pro vsechna x € I
plati

f(@) > f(xo) + f'(20)(x — o).

Graf funkce f tedy lezi na intervalu I nad tecnou v bodé xy.
Diikaz. Definujme pomocnou funkci
g(x) = f(x) — f(20) — f'(w0)(x — w0).
Funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna a pro jeji druhou derivaci plati
g"(x) = f"(x) >0 pro vsechna z € I.
Dale
g'(x) = f'(x) = f'(z0), tedy g¢'(zo) = f'(z0) — f'(z0) = 0.
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Pomocné funkce g tedy spliiuje pfedpoklady véty z predchozi kapitoly: ¢” > 0 na I a
g'(zo) = 0. Podle této véty mé g v bodé zp minimum na intervalu I, tedy

g(x) > g(zy) pro vsechna x € I.

Spocitame g(xg):
9(x0) = f(x0) — f(wo) — f'(x0) (w0 — 20) = 0.

Dostavame tedy

g(x) =0,
tj.
f(@) = f(x0) = f'(z0)(x — ) >0,
a tedy
f(@) = f(xo) + f'(wo) (2 — o)
pro vSechna x € I. To je pravé tvrzeni véty. O
Y
y=f(z)
tetna v xg

-~ x
7 (zo, f(20))

Obrazek 2: Graf funkce f lezi nad jeji te¢nou v bodé zq pii f” > 0.

Definice 3.2 (Konvexita pomoci tecny). Necht [ je interval a f: I — R je diferencovatelna
na I. Rekneme, ze f je konvexni na intervalu I, jestlize pro kazdy bod xy € I plati

f(x) > f(zo) + f'(xo)(x — z9) pro viechna x € 1.
Jinymi slovy, graf funkce f na I lezi nad kazdou tec¢nou ke grafu v libovolném bodé xq € I.

Véta 3.3 (Postacujici podminka konvexity). Necht f: I — R je dvakrdt diferencovatelnd na
otevreném intervalu I a necht

f"(x) >0 pro vsechna x € I.
Pak je f konvexni na I (ve smyslu definice pomoci tecny).
Diikaz. 7 predchozi véty vime, Ze z podminky f”(z) > 0 na I plyne
f(x) > f(xo) + f'(xo)(x —xg) pro véechna z € I

a pro kazdé xy € I. To je pfesné podminka z definice konvexity pomoci tecny. O
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Shrnuti kapitoly

e Je-li f” > 0 na otevieném intervalu, lezi graf funkce nad kazdou te¢nou ke grafu v tomto
intervalu.

e Tuto vlastnost pouzivame jako definici konvexity pro diferencovatelné funkce: graf
funkce lezi nad kazdou svou te¢nou.

e Druha derivace s kladnou hodnotou na intervalu je postacujici podminkou konvexity
(ve smyslu této definice).

4 Obecnéjsi definice konvexni funkce

V této zaveérecné kapitole strucné poznamename, Zze konvexitu lze definovat obecnéji, bez
predpokladu diferencovatelnosti. Pouzivé se k tomu vlastnost grafu vzhledem k se¢ndm. Uve-
deme obecnou definici a na piikladu funkce |z| ukdzeme, Ze i nediferencovatelna funkce muze
byt konvexni. Nakonec vysvétlime, pro¢ jsme se v pfedchozi ¢asti omezili na definici pomoci
teCny.

Definice 4.1 (Konvexita pomoci sefny). Necht I je interval v R. Funkce f: I — R je
konvexni na I, jestlize pro vSechna x,y € I a v8echna A € [0, 1] plati

FOw+ (1= Ny) < Af@) + (1= N F().
Geometricky: graf funkce f lezi mezi dvéma body grafu pod se¢nou, které tyto body spojuje.
Véta 4.2. Funkce f(x) = |z| je konvexni na R (ve smyslu definice pomoci secny).
Diikaz. Chceme ukazat, ze pro vSechna z,y € R a vSechna A € [0, 1] plati

Az + (1= Ny| < M|+ (1= N)]yl.

Pouzijeme nerovnost trojuhelniku

lu+v| < |u|+ |v] pro vSechna u,v € R.
Zvolime u = Az, v = (1 — \)y. Potom

Az 4 (1= Ny| = Ju+ o] < Jul + o] = Az] + (1 = Nyl = Az[ + (1 = N]yl,

coz je pravé pozadovana nerovnost. ]

Pozndmka 4.3. Obecnéa definice konvexity pomoci se¢ny nevyzaduje existenci derivace. Umoz-
nuje tedy studovat i funkee, které nejsou diferencovatelné v kazdém bodé (typickym piikladem
je pravé f(z) = |z|, ktera neni diferencovatelnd v bodé x = 0).

V predchozich kapitolach jsme se kvili jednoduchosti omezili na definici konvezity pomoct
tecny u diferencovatelnych funkci. Ta je dobfe propojena s teorii derivaci a umoznuje pouzit
jednoduché kritérium

f"(xr) >0nal = f jekonvexnina I,

coz vyrazné usnadiuje praci pii feSeni tloh s konvexnimi funkcemi.



Shrnuti kapitoly

e Obecnéa definice konvexity pouziva secny: mezi dvéma body grafu funkce lezi graf pod
secnou spojujici tyto body.

e Tato definice nevyzaduje diferencovatelnost, takze zahrnuje i funkce jako f(z) = |z|.

e V predchozich kapitolach jsme se zamérné omezili na definici pomoci teény a druhou
derivaci, abychom mohli vyuzivat metody diferencialniho poc¢tu a zjednodusit vyklad.



