Limita a monotonni funkce

12. prosince 2025

1 Limita a spojitost funkce

1.1 Definice limity

Definice 1.1 (Limita funkce v bodé). Necht D C R je definiéni obor funkce
f:D —=Raxye R Cislo L €R nazveme limitou funkce f v bodé x
(vlastni limitou v bodé xy), jestlize

Ve>030>0Vr e (xg—0,20+9)\ {xo}: f(z)e(L—e, L+e).

Piseme pak

lim f(z)= L.

T—T0
Slovy: pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kaZdé x, které lezi v prsten-
covém okoli bodu xq, tj. v intervalu (zo — d,z9 + 0) bez bodu xg, je hodnota
f(z) v okoli ¢isla L, tj. v intervalu (L —e, L+ ¢).

Poznamka 1.2. Aby funkce f mohla mit v bodé xy limitu v uvvedeném smyslu,
musi byt definovana alespori v néjakém prstencovém okoli bodu xq, tj. musi
existovat oy > 0 tak, Ze

(IO — 507 To + 50) \ {l’o} - D.
Jinak by v definici neexistovalo Zddné § s f(x) pro x € (xg—d,x0+0) \ {xo}.

Poznamka 1.3 (Grafickd interpretace). Definici lze popsat takto: zvolime
libovolné 1zky horizontdlni pruh kolem hodnoty L, tj. interval (L —e, L+ ¢).
Definice tikd, Ze potom muzeme najit dostatecné uzky vertikalni pruh kolem
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0-okoli xg

Obrazek 1: [ustrace definice limity: pro zvolené € > 0 jsme znazornili § > 0
tak, ze pro viechna x € (xg—9, xo+0)\{xo} lezl f(z) v intervalu (L—e, L+¢).

xg, tj. interval (xg — 0,9 + 0), takovy, Ze vsechny body grafu funkce s x
z tohoto wvertikdlniho pruhu (kromé moznd bodu xy samotného) lezi uvnitr
horizontdlniho pruhu. Pri pribliZovdni se po ose x k bodu xy se tedy hodnoty

f(x) ,shlukuji“ kolem L.

1.2 Jednostranné limity

Definice 1.4 (Limita zprava). Nechf D CR, f: D — R axy € R. Rekneme,
ze f md v bodé xg limitu zprava L a piseme

lim f(x) =L,

r—xo+
jestlize
Ve >0 30 >0 Va(xg,zo+6) : f(z) € (L—e,L+e).
Definice 1.5 (Limita zleva). Nechf D C R, f: D — R a 2y € R. Rekneme,

Ze f md v bodé xy limitu zleva L a piseme

lim f(z) =L,

T—T0—
jestlize

Ve > 030 >0Ve(zg—6,x0): f(z)€(L—e,L+e).
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Véta 1.6 (Vztah oboustranné a jednostrannych limit). Nechf D C R, f :
D — R axg€R je bod, v jehoz prstencovém okoli je f definovand. Pak pro
redlné cislo L plati

Iy e = e (S = kol =)

Obréazek 2: Ilustrace k jednostrannym limitdm: pro zvolené £ > 0 jsme
znazornili § > 0 tak, ze pro vSechna = € (xg — d,2z¢) lezi f(x) v inter-
valu (L_ —¢e,L_ +¢) a pro véechna = € (xg,xo + 0) lezi f(x) v intervalu
(Ly —e,Ly +¢€). Zde je L_ limitou funkce f zleva a L, je limitou funkce f
zprava.

1.3 Zobecnéni definice limity, hromadné body defini¢niho
oboru

Poznamka 1.7 (Hromadné body a zobecnéni definic). Bod xy € R nazveme
hromadnym bodem mnoziny D C R, jestlize pro kazdé 6 > 0 plati

Analogicky mluvime o hromadném bodé zprava, jestlize pro kazdé 6 > 0 je

($0,$0+5)HD§£®,
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a o hromadném bodé zleva, jestlize pro kazdé 6 > 0 je
($0—5,£L‘0) NnD 7é @

V' definicich limity a jednostrannych limit implicitné predpokldddme, Ze
funkce f je definovdina v (oboustranném ¢i jednostranném) prstencovém okoli
bodu xq.

Tento poZadavek lze oslabit: misto toho staci predpoklidat, Ze xq je prislusny
(oboustranny, zprava, zleva) hromadny bod mnozZiny D. Formdalné to zna-
mend, zZe se v definici limity misto podminky

Vo € (xg — 6,20+ 0) \ {xo} : f(z) € (L—¢e,L+¢)
pouzije podminka
Vo € DN ((xo — 0,20 +0) \ {zo}) : f(z) € (L—¢e,L+e).

Jingma slovy, poZadujeme, aby se do prislusného okoli hodnoty L dostaly
vsechny body grafu s x z prstencového okoli bodu xo, pro néz je funkce f
vibec definovdna.

1.4 Spojitost a limita v bodé

Véta 1.8 (Spojitost a limita). Necht D C R, f: D — R, zy € D. Potom
plati:
Funkce f je v bodé xy spojitda prdavé tehdy, kdyz ezistuje limita lim f(x)

T—rT0
a plati
lim f(z) = f(xo).
T—T0
Diikaz. Dukaz je primym porovnanim definic.
7 definice spojitosti v bodé xy vime, ze f je spojitd v zy pravé tehdy,

kdyz
Ve>030>0Ve € (xg—6,xz0+9): flx) € (f(xo) —e, fxg) +2).

Porovname-li tuto definici s definici limity funkce v bodé x, je ziejmé, ze
jde o stejny pozadavek, jen v definici limity je hodnota L obecna, zatimco
ve spojitosti bereme konkrétné L = f(xy). Proto plati ekvivalence znéni
véty. O



Poznamka 1.9. Analogické tvrzeni plati i pro jednostranné limity a jedno-
strannou spojitost.
Napriklad funkce f je spojitd zprava v bodé xy prdvé tehdy, kdyz existuje
jednostrannd limita zprava Em+ f(z) a plati
T—x0

lim f(z) = f(zo).

T—x0+
Obdobne je f spojita zleva v bodé xo prdve tehdy, kdyz existuje jednostrannd

limita zleva lim  f(z) a plati
T—To—

lim  f(z) = f(zo).

T—To—

1.5 Spojitost a omezenost

Véta 1.10 (Lokdln{ omezenost spojité funkce). Necht a € R, f je funkce
spojitd v bodé a. Potom existuji ¢isla 06 >0 a M > 0 takovd, Ze

Ve e (a—d,a+6): |f(x) <M.
Jinymi slovy, funkce spojitd v bodé a je omezena na vhodném okoli bodu a.

Diikaz. Zvolme € = 1. Ze spojitosti funkce f v bodé a plyne, ze existuje 6 > 0
takové, ze pro viechna z € (a — J,a + ¢) plati

[f(z) = fla)] < 1.
Tedy pro vSechna takova x mame
fla) =1 < f(z) < fla) +1.
Odtud uz dostdvame odhad

[f (@) < [f(a)]+ 1.
Polozime-li M := |f(a)| + 1, je tvrzeni dokézano. O
Véta 1.11 (Lokélni omezenost funkce spojité zprava). Necht a € R, f je

funkce spojitd v bodé a zprava. Potom existuji ¢isla 6 > 0 a M > 0 takovd,
ze

Vo € [a,a+9d):  |f(x)] < M.
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Obréazek 3: Ilustrace dukazu lokalni omezenosti: ze spojitosti v bodé a pro
e = 1 existuje § > 0 tak, ze pro vSechna x € (a — d,a + 9) lezi f(z) v pésu
mezi piimkami y = f(a) — 1 ay = f(a) + 1.

Diukaz je analogicky jako v predchozi vété, pouze pracujeme s jedno-
strannym okolim bodu a zprava.

Veéta 1.12 (Lokalni omezenost funkce spojité zleva). Necht a € R, f je
funkce spojita v bodé a zleva. Potom existuji ¢isla 6 > 0 a M > 0 takovd, Ze

Ve € (a—0,a]: |f(z)| < M.

Dikaz je opét analogicky.

2 Supremum a infimum, iplnost realnych ¢isel

Definice 2.1 (Hornf zévora, supremum). Necht A CR, A # ().

e ('islo s € R nazveme horni zavorou mnoziny A, jestlize

Vae A: a<s.

e (islo s € R nazveme supremem mnoziny A a piSeme s = sup A, jestlize



1. s je horni zdavora A, tj. Ya € A: a <'s,

2. s je neymenst horni zdavora, tj.
Vs'<sdaeA: a>s.

Poznamka 2.2. Fkvivalentné lze supremum charakterizovat takto: s = sup A
prdaveé tehdy, kdyz

1. Ya€e A: a<s (t. s je horni zdvora),
2.Ve>0daeA: s—es<a<s.

Definice 2.3 (Dolni zdvora, infimum). Necht A CR, A # (.
o Clislo m € R nazveme dolni zavorou mnoziny A, jestlize

Vae A: m<a.

e (7slo m € R nazveme infimem mnoZiny A a pisSeme m = inf A, jestliZe

1. m je dolni zdavora A, tj. YVa € A: m < a,
2. m je nejuétsi dolni zdavora, t.

Ym'>m3Jdac A: a<m.

Poznamka 2.4. Ekvivalentné lze infimum charakterizovat takto: m = inf A
pravé tehdy, kdyz

1. Yae A: m <a (tj. m je dolni zdvora),

2.Ve>0daeA: m<a<m-+e.

2.1 Vlastnost suprema realnych cisel

Véta 2.5 (Vlastnost suprema, tplnost R). Necht A C R, A # ), je shora
omezend, tj. existuje M € R takové, Ze

Vaec A: a< M.
Pak existuje supremum sup A € R.

Poznamka 2.6. Tato viastnost (existence suprema kazdé neprdzdné shora
omezené podmnoziny redlnijch c¢isel) je jednou z moznich formalizact iplnosti
mnoziny redlnych cisel a obvykle se bere jako axiom.
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2.2 Existence infima zdola omezené mnoziny

Veéta 2.7. Necht A C R, A # 0, je zdola omezend, tj. existuje my € R
takove, Ze
Yae A: my<a.

Pak existuje infimum inf A € R.

Diikaz. Definujme mnozinu
B:={-a:a€ A}.

Protoze A je neprazdnd, je neprazdnd i B. Z nerovnosti mg < a pro a € A
plyne —a < —my, tedy kazdé b € B spliuje b < —my. Mnozina B je tedy
shora omezena.

7 vlastnosti suprema existuje s = sup B € R. Polozme

m = —S.

Ukazeme, ze m = inf A.
(i) m je dolnf zévora mnoziny A: Necht a € A. Pak —a € B a z definice
suprema mame —a < s. Tedy

—a<s == —s<a = m<a.

Plati tedy Va € A: m < a.

(ii) m je nejvétsi dolni zdvora: Necht m’ > m. Chceme ukdzat, ze m’ neni
dolni zévora A, tj. existuje a € A s a <m’.

Z nerovnosti m’ > m = —s dostavdme —m’ < s. Protoze s = sup B, plati
pro kazdé M < s, ze existuje b € B s b > M. Vezméme M = —m/. Potom
existuje b € B tak, ze

b>—m.

Existuje tedy a € A s b = —a a dostdvame
—a=b>-m' = a<m

Takové a ukazuje, ze m’ neni dolni zavora. Z definice infima tedy m je nejvétsi
dolni zavora mnoziny A, tj. m = inf A. O



osa pro B
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Obrézek 4: Schématické znazornéni usporadani bodu na ose pro A (nahote)
anaose pro B={—a:a € A} (dole): my <m <a<m’ atedy —m' <b=
—a<s=—m< —my.

3 Existence vlastnich jednostrannych limit mo-
notonni omezené funkce
Nyni dokazeme vétu o existenci vlastnich jednostrannych limit monotonni

funkce na otevieném omezeném intervalu. Omezime se na intervaly tvaru
(a,b) s koneénymi a,b € R.

Véta 3.1. Necht I = (a,b) je otevieny omezenyj interval a f : (a,b) — R je
na I monotonni a omezend funkce, tj. existuji m, M € R takové, Ze

Vo € (a,b): m < f(zx) < M.
Pak existugi viastni jednostranné limity
xlggrf(%) €k, a:ligl— f(z) €R.
Diikaz. Dukaz provedeme pro piipad, kdy je funkce f rostouct, tj.
Ve, y € (a,b), x <y= f(z) < f(y).

Piipad klesajici funkce je zcela analogicky.
Ozna¢me obraz intervalu

5= f(a,0)) = {f(z) : x € (a,b)}.

Z omezenosti f plyne, Ze mnozina S je neprazdnd, zdola omezend (napf.
¢islem m) a shora omezend (napf. ¢islem M). Z existence suprema a infima
tedy existuji realna cisla

L,:=inf S € R, Ly :=supS € R.



Ukazeme, ze

lim f(z) = L, lim f(x) = L.

r—a+ r—b—

Limita zprava v bodé a
Chceme dokazat, ze
Ve>030 >0V € (a,a+9): f(x) € (L —¢, Ly, +€).

Necht ¢ > 0 je ddno. Z definice infima L, = inf S existuje a. € (a,b)
takové, ze
flac) < Ly +e.

Protoze f je rostouci, plati pro vsechna = € (a,a.):
r<a. = f(x)< fla).
Zaroven L, je dolni zavora S, tedy
Vo € (a,b): f(z) > L.
Pro kazdé x € (a, a.) tedy
L, < f(z) < f(z.) < Lo +¢.

Odtud
f(x) € (Ly — €, Ly +€).

Polozme 0 := a. — a > 0. Pak pro vSechna = € (a,a + §) plati f(x) €
(Lo — €, Lo +€), tedy
lim f(x)=L, €R.

T—a+

Limita zleva v bodé b

Chceme dokazat, ze
Ve>030>0Ve e (b—0,b): f(x) € (Lp—e, Ly +¢).

Necht € > 0 je ddno. Z definice suprema L, = sup S plyne, Ze pro &islo
Ly, — € < Ly existuje prvek mnoziny S, tj. existuje b. € (a,b) takové, ze

Ly,—e< f(ba) < Ly.

10



z—b—

lim f(x) = Ly =sup{f(z) : v € R}
N

ade b. l; x
funkce f rostouci na (a,b)

Obrézek 5: Jednostranné limity monotonni rostouci funkce na otevieném
omezeném intervalu (a,b): existuje lim, ., f(z) = L, a lim,_,,_ f(x) = L.

Protoze f je rostouci, plati pro vsechna z € (b, b):
b: <z = f(b:) < fla).
Zaroven Ly je horni zavora S, tedy
Vo € (a,b): f(x) < L.
Pro kazdé x € (b.,b) tedy
Ly—e< f(b.) < f(z) < Lp < Ly +e.

Odtud
f(z) € (Ly —e, Ly +¢).
Polozme ¢ := b — b. > 0. Pak pro vSechna = € (b — §,0) plati f(z) €
(Lb - Ly + 5)) tedy
lim f(l’) =L, e R

r—b—

11



Pripad klesajici funkce
Jestlize je f misto toho klesajici, tj.

Va,y € (a,b), © <y = f(z) > f(y),
dostaneme zcela obdobnym postupem:

e lim f(x) existuje a rovnd se sup S,
r—a+

e lim f(z) existuje a rovnd se inf S,
z—b—

kde S = f((a,b)). Omezenost funkce f opét zajistuje, ze sup S i inf S jsou
konecné realna cisla.
Tim je dukaz véty dokoncen. O

3.1 Monotonnie funkce na uzavreném intervalu

Pouzitim kritéria znaménka derivace dostaneme intervaly, na nichz je funkce
rostouci ¢i klesajici. Zpravidla se jednd o oteviené intervaly. Pokud je funkce
navic spojitd na uzavieném intervalu I = [a, b], je pak monotonni na tomto
intervalu 1.

V nasledujici vété zformulujeme a dokazeme tvrzeni pro zleva polouzavieny
interval I = [a,b).

Poté zformulujeme tvrzeni pro zprava uzavieny interval a uzavieny inter-
val. Dukazy téchto tvrzeni jsou analogické a nebudeme je provadét.

Véta 3.2 (Monotonie funkce na polouzavieném intervalu.). Necht a € R,
beR* a<b, I=]lab), Iy =(a,b). Necht f je funkce monotonni (rostouct
nebo klesagict) na intervalu Iy a spojitd v bodé a zprava.

Pak je f monotonni na celém intervalu I.

Diikaz. Vétu dokdzeme pro piipad, kdy je f na (a,b) rostouci; dukaz v
pripadé klesajici funkce je obdobny.
Protoze je f spojitd v bodé a zprava, je podle véty 1.10 pro vhodné 6 > 0
omezena na intervalu [a,a + 0).
7 véty o existenci vlastnich jednostrannych limit monotonni omezené
funkce tedy existuje redlné cislo
L, := lim f(x)

r—a+

IR* =RU{/00,00}
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a pro rostouci funkci plati
L, =inf S

kde S je mnozina funkénich hodnot f(z) pro x € (a,a + 9).
Ze spojitosti funkce f v bodé a zprava a z véty o vztahu spojitosti a
limity dostavame

f(a) = lim f(z)=L,=infS

r—a+

Z definice infima plyne, Ze pro vSechna x € (a,a + 0) plati
fla) =inf § < f(z) (1)

Nyni vezméme libovolnd z,y € [a,b) s © < y, budeme uvazovat piipady

l.a<z<y<b,

2. x=a,y€ (a,a+9),

3. x=a,y € la+90b)
a rozeberme, pro¢ ve vSech piipadech plati f(z) < f(y).

1. Prvni ptipad plyne z monotonie f na (a,b).

2. V druhém piipadé zvolime z = (a + y)/2, pak je a < z < y. Ze vztahu
(1) plyne f(a) < f(z) a z monotonie f plyne f(z) < f(y). Odtud pak
fla) < f(y).

3. Analogicky zduvodnime piipad tii volbou z = a + 4/2.

Tedy f zachovava usporddani na celém [a,b), tj. je rostouci na I. Piipad
klesajici funkce se dokaze analogicky s vyuzitim toho, ze v tomto ptipadé
L, =supS. O

Véta 3.3 (Monotonie funkce na zprava polouzavieném intervalu.). Necht
a€R*, beER, a<b I=(ab], Iy = (a,b). Necht f je funkce monotonni
(rostouci nebo klesajici) na intervalu Iy a spojitd v bodé b zleva.

Pak je f monotonni na celém intervalu I.

Véta 3.4 (Monotonie funkce na uzavieném intervalu.). Necht a,b € R,
a <b, I =1lab], Iy = (a,b). Necht [ je funkce monotonni (rostouci nebo
klesajici) na intervalu Iy a spojitd v bodé a zprava a v bodé b zleva.

Pak je f monotonni na celém intervalu I.
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