
Limita a monotonńı funkce

12. prosince 2025

1 Limita a spojitost funkce

1.1 Definice limity

Definice 1.1 (Limita funkce v bodě). Necht’ D ⊆ R je definičńı obor funkce
f : D → R a x0 ∈ R. Čı́slo L ∈ R nazveme limitou funkce f v bodě x0

(vlastńı limitou v bodě x0), jestlǐze

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} : f(x) ∈ (L− ε, L+ ε).

Ṕı̌seme pak
lim
x→x0

f(x) = L.

Slovy: pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé x, které lež́ı v prsten-
covém okoĺı bodu x0, tj. v intervalu (x0 − δ, x0 + δ) bez bodu x0, je hodnota
f(x) v okoĺı č́ısla L, tj. v intervalu (L− ε, L+ ε).

Poznámka 1.2. Aby funkce f mohla mı́t v bodě x0 limitu v uvedeném smyslu,
muśı být definována alespoň v nějakém prstencovém okoĺı bodu x0, tj. muśı
existovat δ0 > 0 tak, že

(x0 − δ0, x0 + δ0) \ {x0} ⊆ D.

Jinak by v definici neexistovalo žádné δ s f(x) pro x ∈ (x0− δ, x0+ δ)\{x0}.

Poznámka 1.3 (Grafická interpretace). Definici lze popsat takto: zvoĺıme
libovolně úzký horizontálńı pruh kolem hodnoty L, tj. interval (L− ε, L+ ε).
Definice ř́ıká, že potom m̊užeme naj́ıt dostatečně úzký vertikálńı pruh kolem
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Obrázek 1: Ilustrace definice limity: pro zvolené ε > 0 jsme znázornili δ > 0
tak, že pro všechna x ∈ (x0−δ, x0+δ)\{x0} lež́ı f(x) v intervalu (L−ε, L+ε).

x0, tj. interval (x0 − δ, x0 + δ), takový, že všechny body grafu funkce s x
z tohoto vertikálńıho pruhu (kromě možná bodu x0 samotného) lež́ı uvnitř
horizontálńıho pruhu. Při přiblǐzováńı se po ose x k bodu x0 se tedy hodnoty
f(x)

”
shlukuj́ı“ kolem L.

1.2 Jednostranné limity

Definice 1.4 (Limita zprava). Necht’ D ⊆ R, f : D → R a x0 ∈ R. Řekneme,
že f má v bodě x0 limitu zprava L a ṕı̌seme

lim
x→x0+

f(x) = L,

jestlǐze
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x(x0, x0 + δ) : f(x) ∈ (L− ε, L+ ε).

Definice 1.5 (Limita zleva). Necht’ D ⊆ R, f : D → R a x0 ∈ R. Řekneme,
že f má v bodě x0 limitu zleva L a ṕı̌seme

lim
x→x0−

f(x) = L,

jestlǐze
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x(x0 − δ, x0) : f(x) ∈ (L− ε, L+ ε).
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Věta 1.6 (Vztah oboustranné a jednostranných limit). Necht’ D ⊆ R, f :
D → R a x0 ∈ R je bod, v jehož prstencovém okoĺı je f definovaná. Pak pro
reálné č́ıslo L plat́ı

lim
x→x0

f(x) = L ⇐⇒
(

lim
x→x0−

f(x) = L a lim
x→x0+

f(x) = L

)
.
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Obrázek 2: Ilustrace k jednostranným limitám: pro zvolené ε > 0 jsme
znázornili δ > 0 tak, že pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0) lež́ı f(x) v inter-
valu (L− − ε, L− + ε) a pro všechna x ∈ (x0, x0 + δ) lež́ı f(x) v intervalu
(L+ − ε, L+ + ε). Zde je L− limitou funkce f zleva a L+ je limitou funkce f
zprava.

1.3 Zobecněńı definice limity, hromadné body definičńıho
oboru

Poznámka 1.7 (Hromadné body a zobecněńı definic). Bod x0 ∈ R nazveme
hromadným bodem množiny D ⊆ R, jestlǐze pro každé δ > 0 plat́ı(

(x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}
)
∩D ̸= ∅.

Analogicky mluv́ıme o hromadném bodě zprava, jestlǐze pro každé δ > 0 je

(x0, x0 + δ) ∩D ̸= ∅,
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a o hromadném bodě zleva, jestlǐze pro každé δ > 0 je

(x0 − δ, x0) ∩D ̸= ∅.

V definićıch limity a jednostranných limit implicitně předpokládáme, že
funkce f je definována v (oboustranném či jednostranném) prstencovém okoĺı
bodu x0.

Tento požadavek lze oslabit: mı́sto toho stač́ı předpokládat, že x0 je př́ıslušný
(oboustranný, zprava, zleva) hromadný bod množiny D. Formálně to zna-
mená, že se v definici limity mı́sto podmı́nky

∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} : f(x) ∈ (L− ε, L+ ε)

použije podmı́nka

∀x ∈ D ∩
(
(x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}

)
: f(x) ∈ (L− ε, L+ ε).

Jinými slovy, požadujeme, aby se do př́ıslušného okoĺı hodnoty L dostaly
všechny body grafu s x z prstencového okoĺı bodu x0, pro něž je funkce f
v̊ubec definována.

1.4 Spojitost a limita v bodě

Věta 1.8 (Spojitost a limita). Necht’ D ⊆ R, f : D → R, x0 ∈ D. Potom
plat́ı:

Funkce f je v bodě x0 spojitá právě tehdy, když existuje limita lim
x→x0

f(x)

a plat́ı
lim
x→x0

f(x) = f(x0).

D̊ukaz. Důkaz je př́ımým porovnáńım definic.
Z definice spojitosti v bodě x0 v́ıme, že f je spojitá v x0 právě tehdy,

když

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : f(x) ∈ (f(x0)− ε, f(x0) + ε).

Porovnáme-li tuto definici s definićı limity funkce v bodě x0, je zřejmé, že
jde o stejný požadavek, jen v definici limity je hodnota L obecná, zat́ımco
ve spojitosti bereme konkrétně L = f(x0). Proto plat́ı ekvivalence zněńı
věty.
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Poznámka 1.9. Analogické tvrzeńı plat́ı i pro jednostranné limity a jedno-
strannou spojitost.

Např́ıklad funkce f je spojitá zprava v bodě x0 právě tehdy, když existuje
jednostranná limita zprava lim

x→x0+
f(x) a plat́ı

lim
x→x0+

f(x) = f(x0).

Obdobně je f spojitá zleva v bodě x0 právě tehdy, když existuje jednostranná
limita zleva lim

x→x0−
f(x) a plat́ı

lim
x→x0−

f(x) = f(x0).

1.5 Spojitost a omezenost

Věta 1.10 (Lokálńı omezenost spojité funkce). Necht’ a ∈ R, f je funkce
spojitá v bodě a. Potom existuj́ı č́ısla δ > 0 a M > 0 taková, že

∀x ∈ (a− δ, a+ δ) : |f(x)| ≤ M.

Jinými slovy, funkce spojitá v bodě a je omezená na vhodném okoĺı bodu a.

D̊ukaz. Zvolme ε = 1. Ze spojitosti funkce f v bodě a plyne, že existuje δ > 0
takové, že pro všechna x ∈ (a− δ, a+ δ) plat́ı

|f(x)− f(a)| < 1.

Tedy pro všechna taková x máme

f(a)− 1 < f(x) < f(a) + 1.

Odtud už dostáváme odhad

|f(x)| ≤ |f(a)|+ 1.

Polož́ıme-li M := |f(a)|+ 1, je tvrzeńı dokázáno.

Věta 1.11 (Lokálńı omezenost funkce spojité zprava). Necht’ a ∈ R, f je
funkce spojitá v bodě a zprava. Potom existuj́ı č́ısla δ > 0 a M > 0 taková,
že

∀x ∈ [a, a+ δ) : |f(x)| ≤ M.
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Obrázek 3: Ilustrace d̊ukazu lokálńı omezenosti: ze spojitosti v bodě a pro
ε = 1 existuje δ > 0 tak, že pro všechna x ∈ (a − δ, a + δ) lež́ı f(x) v pásu
mezi př́ımkami y = f(a)− 1 a y = f(a) + 1.

Důkaz je analogický jako v předchoźı větě, pouze pracujeme s jedno-
stranným okoĺım bodu a zprava.

Věta 1.12 (Lokálńı omezenost funkce spojité zleva). Necht’ a ∈ R, f je
funkce spojitá v bodě a zleva. Potom existuj́ı č́ısla δ > 0 a M > 0 taková, že

∀x ∈ (a− δ, a] : |f(x)| ≤ M.

Důkaz je opět analogický.

2 Supremum a infimum, úplnost reálných č́ısel

Definice 2.1 (Horńı závora, supremum). Necht’ A ⊆ R, A ̸= ∅.

• Čı́slo s ∈ R nazveme horńı závorou množiny A, jestlǐze

∀a ∈ A : a ≤ s.

• Čı́slo s ∈ R nazveme supremem množiny A a ṕı̌seme s = supA, jestlǐze
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1. s je horńı závora A, tj. ∀a ∈ A : a ≤ s,

2. s je nejmenš́ı horńı závora, tj.

∀s′ < s ∃a ∈ A : a > s′.

Poznámka 2.2. Ekvivalentně lze supremum charakterizovat takto: s = supA
právě tehdy, když

1. ∀a ∈ A : a ≤ s (tj. s je horńı závora),

2. ∀ε > 0 ∃a ∈ A : s− ε < a ≤ s.

Definice 2.3 (Dolńı závora, infimum). Necht’ A ⊆ R, A ̸= ∅.

• Čı́slo m ∈ R nazveme dolńı závorou množiny A, jestlǐze

∀a ∈ A : m ≤ a.

• Čı́slo m ∈ R nazveme infimem množiny A a ṕı̌seme m = inf A, jestlǐze

1. m je dolńı závora A, tj. ∀a ∈ A : m ≤ a,

2. m je nejvěťśı dolńı závora, tj.

∀m′ > m ∃a ∈ A : a < m′.

Poznámka 2.4. Ekvivalentně lze infimum charakterizovat takto: m = inf A
právě tehdy, když

1. ∀a ∈ A : m ≤ a (tj. m je dolńı závora),

2. ∀ε > 0 ∃a ∈ A : m ≤ a < m+ ε.

2.1 Vlastnost suprema reálných č́ısel

Věta 2.5 (Vlastnost suprema, úplnost R). Necht’ A ⊆ R, A ̸= ∅, je shora
omezená, tj. existuje M ∈ R takové, že

∀a ∈ A : a ≤ M.

Pak existuje supremum supA ∈ R.

Poznámka 2.6. Tato vlastnost (existence suprema každé neprázdné shora
omezené podmnožiny reálných č́ısel) je jednou z možných formalizaćı úplnosti
množiny reálných č́ısel a obvykle se bere jako axiom.
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2.2 Existence infima zdola omezené množiny

Věta 2.7. Necht’ A ⊆ R, A ̸= ∅, je zdola omezená, tj. existuje m0 ∈ R
takové, že

∀a ∈ A : m0 ≤ a.

Pak existuje infimum inf A ∈ R.

D̊ukaz. Definujme množinu

B := {−a : a ∈ A}.

Protože A je neprázdná, je neprázdná i B. Z nerovnosti m0 ≤ a pro a ∈ A
plyne −a ≤ −m0, tedy každé b ∈ B splňuje b ≤ −m0. Množina B je tedy
shora omezená.

Z vlastnosti suprema existuje s = supB ∈ R. Položme

m := −s.

Ukážeme, že m = inf A.

(i) m je dolńı závora množiny A: Necht’ a ∈ A. Pak −a ∈ B a z definice
suprema máme −a ≤ s. Tedy

−a ≤ s ⇒ −s ≤ a ⇒ m ≤ a.

Plat́ı tedy ∀a ∈ A : m ≤ a.

(ii) m je největš́ı dolńı závora: Necht’ m′ > m. Chceme ukázat, že m′ neńı
dolńı závora A, tj. existuje a ∈ A s a < m′.

Z nerovnosti m′ > m = −s dostáváme −m′ < s. Protože s = supB, plat́ı
pro každé M < s, že existuje b ∈ B s b > M . Vezměme M = −m′. Potom
existuje b ∈ B tak, že

b > −m′.

Existuje tedy a ∈ A s b = −a a dostáváme

−a = b > −m′ ⇒ a < m′.

Takové a ukazuje, žem′ neńı dolńı závora. Z definice infima tedym je největš́ı
dolńı závora množiny A, tj. m = inf A.
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Obrázek 4: Schématické znázorněńı uspořádáńı bod̊u na ose pro A (nahoře)
a na ose pro B = {−a : a ∈ A} (dole): m0 ≤ m < a < m′ a tedy −m′ < b =
−a < s = −m ≤ −m0.

3 Existence vlastńıch jednostranných limit mo-

notonńı omezené funkce

Nyńı dokážeme větu o existenci vlastńıch jednostranných limit monotonńı
funkce na otevřeném omezeném intervalu. Omeźıme se na intervaly tvaru
(a, b) s konečnými a, b ∈ R.

Věta 3.1. Necht’ I = (a, b) je otevřený omezený interval a f : (a, b) → R je
na I monotonńı a omezená funkce, tj. existuj́ı m,M ∈ R takové, že

∀x ∈ (a, b) : m ≤ f(x) ≤ M.

Pak existuj́ı vlastńı jednostranné limity

lim
x→a+

f(x) ∈ R, lim
x→b−

f(x) ∈ R.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro př́ıpad, kdy je funkce f rostoućı, tj.

∀x, y ∈ (a, b), x < y ⇒ f(x) < f(y).

Př́ıpad klesaj́ıćı funkce je zcela analogický.
Označme obraz intervalu

S := f((a, b)) = {f(x) : x ∈ (a, b)}.

Z omezenosti f plyne, že množina S je neprázdná, zdola omezená (např.
č́ıslem m) a shora omezená (např. č́ıslem M). Z existence suprema a infima
tedy existuj́ı reálná č́ısla

La := inf S ∈ R, Lb := supS ∈ R.
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Ukážeme, že
lim

x→a+
f(x) = La, lim

x→b−
f(x) = Lb.

Limita zprava v bodě a

Chceme dokázat, že

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (a, a+ δ) : f(x) ∈ (La − ε, La + ε).

Necht’ ε > 0 je dáno. Z definice infima La = inf S existuje aε ∈ (a, b)
takové, že

f(aε) < La + ε.

Protože f je rostoućı, plat́ı pro všechna x ∈ (a, aε):

x < aε ⇒ f(x) < f(aε).

Zároveň La je dolńı závora S, tedy

∀x ∈ (a, b) : f(x) ≥ La.

Pro každé x ∈ (a, aε) tedy

La ≤ f(x) < f(xε) < La + ε.

Odtud
f(x) ∈ (La − ε, La + ε).

Položme δ := aε − a > 0. Pak pro všechna x ∈ (a, a + δ) plat́ı f(x) ∈
(La − ε, La + ε), tedy

lim
x→a+

f(x) = La ∈ R.

Limita zleva v bodě b

Chceme dokázat, že

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (b− δ, b) : f(x) ∈ (Lb − ε, Lb + ε).

Necht’ ε > 0 je dáno. Z definice suprema Lb = supS plyne, že pro č́ıslo
Lb − ε < Lb existuje prvek množiny S, tj. existuje bε ∈ (a, b) takové, že

Lb − ε < f(bε) ≤ Lb.
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lim
x→a+

f(x) = La = inf{f(x) : x ∈ R}

lim
x→b−

f(x) = Lb = sup{f(x) : x ∈ R}

funkce f rostoućı na (a, b)

Obrázek 5: Jednostranné limity monotonńı rostoućı funkce na otevřeném
omezeném intervalu (a, b): existuje limx→a+ f(x) = La a limx→b− f(x) = Lb.

Protože f je rostoućı, plat́ı pro všechna x ∈ (bε, b):

bε < x ⇒ f(bε) < f(x).

Zároveň Lb je horńı závora S, tedy

∀x ∈ (a, b) : f(x) ≤ Lb.

Pro každé x ∈ (bε, b) tedy

Lb − ε < f(bε) < f(x) ≤ Lb < Lb + ε.

Odtud
f(x) ∈ (Lb − ε, Lb + ε).

Položme δ := b − bε > 0. Pak pro všechna x ∈ (b − δ, b) plat́ı f(x) ∈
(Lb − ε, Lb + ε), tedy

lim
x→b−

f(x) = Lb ∈ R.
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Př́ıpad klesaj́ıćı funkce

Jestliže je f mı́sto toho klesaj́ıćı, tj.

∀x, y ∈ (a, b), x < y ⇒ f(x) > f(y),

dostaneme zcela obdobným postupem:

• lim
x→a+

f(x) existuje a rovná se supS,

• lim
x→b−

f(x) existuje a rovná se inf S,

kde S = f((a, b)). Omezenost funkce f opět zajǐst’uje, že supS i inf S jsou
konečná reálná č́ısla.

T́ım je d̊ukaz věty dokončen.

3.1 Monotonnie funkce na uzavřeném intervalu

Použit́ım kritéria znaménka derivace dostaneme intervaly, na nichž je funkce
rostoućı či klesaj́ıćı. Zpravidla se jedná o otevřené intervaly. Pokud je funkce
nav́ıc spojitá na uzavřeném intervalu I = [a, b], je pak monotonńı na tomto
intervalu I.

V následuj́ıćı větě zformulujeme a dokážeme tvrzeńı pro zleva polouzavřený
interval I = [a, b).

Poté zformulujeme tvrzeńı pro zprava uzavřený interval a uzavřený inter-
val. Důkazy těchto tvrzeńı jsou analogické a nebudeme je provádět.

Věta 3.2 (Monotonie funkce na polouzavřeném intervalu.). Necht’ a ∈ R,
b ∈ R∗1, a < b, I = [a, b), I0 = (a, b). Necht’ f je funkce monotonńı (rostoućı
nebo klesaj́ıćı) na intervalu I0 a spojitá v bodě a zprava.

Pak je f monotonńı na celém intervalu I.

D̊ukaz. Větu dokážeme pro př́ıpad, kdy je f na (a, b) rostoućı; d̊ukaz v
př́ıpadě klesaj́ıćı funkce je obdobný.

Protože je f spojitá v bodě a zprava, je podle věty 1.10 pro vhodné δ > 0
omezená na intervalu [a, a+ δ).

Z věty o existenci vlastńıch jednostranných limit monotonńı omezené
funkce tedy existuje reálné č́ıslo

La := lim
x→a+

f(x)

1R∗ = R ∪ {/∞,∞}
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a pro rostoućı funkci plat́ı
La = inf S

kde S je množina funkčńıch hodnot f(x) pro x ∈ (a, a+ δ).
Ze spojitosti funkce f v bodě a zprava a z věty o vztahu spojitosti a

limity dostáváme
f(a) = lim

x→a+
f(x) = La = inf S

Z definice infima plyne, že pro všechna x ∈ (a, a+ δ) plat́ı

f(a) = inf S ≤ f(x) (1)

Nyńı vezměme libovolná x, y ∈ [a, b) s x < y, budeme uvažovat př́ıpady

1. a < x < y < b,

2. x = a, y ∈ (a, a+ δ),

3. x = a, y ∈ [a+ δ, b)

a rozeberme, proč ve všech př́ıpadech plat́ı f(x) < f(y).

1. Prvńı př́ıpad plyne z monotonie f na (a, b).

2. V druhém př́ıpadě zvoĺıme z = (a+ y)/2, pak je a < z < y. Ze vztahu
(1) plyne f(a) ≤ f(z) a z monotonie f plyne f(z) < f(y). Odtud pak
f(a) < f(y).

3. Analogicky zd̊uvodńıme př́ıpad tři volbou z = a+ δ/2.

Tedy f zachovává uspořádáńı na celém [a, b), tj. je rostoućı na I. Př́ıpad
klesaj́ıćı funkce se dokáže analogicky s využit́ım toho, že v tomto př́ıpadě
La = supS.

Věta 3.3 (Monotonie funkce na zprava polouzavřeném intervalu.). Necht’

a ∈ R∗, b ∈ R, a < b, I = (a, b], I0 = (a, b). Necht’ f je funkce monotonńı
(rostoućı nebo klesaj́ıćı) na intervalu I0 a spojitá v bodě b zleva.

Pak je f monotonńı na celém intervalu I.

Věta 3.4 (Monotonie funkce na uzavřeném intervalu.). Necht’ a, b ∈ R,
a < b, I = [a, b], I0 = (a, b). Necht’ f je funkce monotonńı (rostoućı nebo
klesaj́ıćı) na intervalu I0 a spojitá v bodě a zprava a v bodě b zleva.

Pak je f monotonńı na celém intervalu I.
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