Mili studenti!,

pii studiu limit posloupnosti narazime na fundamentalni otazku: Jak sou-
visi pojem konvergence (tedy "bliZeni se"k néjaké hodnoté) s usporadanim,
tedy s nerovnostmi? Ukazuje se, Ze tyto koncepty jsou tésné provazany. Na-
sledujici véty tvori zakladni aparat pro préaci s nerovnostmi v kontextu limit.

Véty o limitach a nerovnostech

Zde si predstavime a dokazeme dvé klicové véty, které by mél kazdy budouci
ucitel matematiky bezpecné ovladat.

Véta 1 (Zachovani neostré nerovnosti v limité). Necht (a,) a (b,) jsou kon-
vergentni posloupnosti, lima, = A a limb, = B. Necht existuje nyp € N
takové, Ze pro vSechna n > ng plati a,, < b,,. Potom plati A < B.

D1iikaz. Tento dikaz se elegantné provede sporem.
1. Predpokladejme pro spor, Ze neplati A < B, tedy ze plati A > B.

2. Nasim cilem je ukézat, ze pokud A > B, musi existovat néjaké n, pro
které je a, > b,, coZ je ve sporu s nasim piedpokladem (a, < b, pro
n>mng).

3. Oznacme rozdil A — B = d. Z nasSeho sporného predpokladu A > B
plyne, ze d > 0.

4. Zvolme e = £. Jelikoz d > 0, je i e > 0.
5. Nyni aplikujeme definici limity na obé posloupnosti s timto ¢:

e K ¢ existuje ny takové, Ze pro Vn > n4 plati |a, — A| < &, coz
znamena A — € < a, < A+ . Dilezita je pro nas leva nerovnost:
a, > A—¢.

e K ¢ existuje ng takové, ze pro Vn > np plati |b, — B| < &, coz
znamend B —e < b, < B+¢. Diilezita je pro nas prava nerovnost:
b, < B+e¢.

6. Vezméme n* = max{ng,n4,ng}. Pro libovolné n > n* musi platit
v8echny t¥i podminky (pfedpoklad véty i obé definice limit) soucasné.
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7. Pron > n* tedy plati:

ap >A—¢
b, < B+«
8. Podivejme se na vztah mezi A — ¢ a B + . Dosadime ¢ = % = A_TB:

A-B 2B+A-B A+B

B+c=B
+ € + 5 5 5
A—-B 24A—-A+B A+B
A— :A— = =
c 2 2 2

Vidime, ze A —e = B +¢.

9. Pron > n* tedy platia, > A—cab, < B+e¢. Jelikoz A—ec=B+e¢,
plati:
A+ B

> by,
2

Ay >

7 toho pfimo plyne a,, > b,.
10. To je ovSsem spor s predpokladem véty, ze a,, < b, pro vSechna n > ny.

11. N&s puvodni pfedpoklad A > B byl tedy chybny. Musi proto platit
A< B.

]

Diilezita poznidmka. Vsimnéte si, Ze véta mluvi o neostrych nerovnostech.
Pokud bychom méli a,, < b, (ostra nerovnost), nemizeme zarucit, ze A < B.
Limita muze byt A = B. Klasickym piikladem je a, = 0 a b, = % Plati
a, < b, proVn € N, ale lima,, =0 a limb, = 0. Tedy A = B.

Véta 2 (Véta o dvou policajtech (o sevieni)). Necht jsou dany t¥i posloup-
nosti (an), (bn), (¢,). Necht plati:

1. lima, = L alimb, = L (kde L € R).
2. Existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > nq plati a,, < ¢, < b,.
Potom posloupnost (c,) je konvergentni a plati lim¢, = L.

Drikaz. Chceme dokazat, ze lim ¢, = L. Musime tedy pro libovolné zvolené
e > 0 najit n* takové, ze pro Vn > n* plati |¢, — L] < e.



10.

. Zvolme libovolné ¢ > 0.

7 predpokladu lim a,, = L vime, Ze k tomuto ¢ existuje ny € N takové,
ze pro ¥n > ny plati |a, — L| < €, coz je ekvivalentni L—¢e < a,, < L+e.

. Z predpokladu lim b,, = L vime, Ze k tomuto ¢ existuje ng € N takové,

ze pro ¥n > npg plati |b, — L| < €, coz je ekvivalentni L —e < b, < L+-¢.

7 predpokladu véty vime, ze existuje ng € N takové, zZe pro Vn > nyg
plati a,, < ¢, <b,.

. Aby platily vSechny tfi podminky nardz, musime vzit n dostatecné

velké. Zvolme n* = max{na,ng,ng}.
Nyni pro libovolné n > n* plati soucasné:

e L —¢ < a, (z konvergence a,,)
e a, < ¢, (z predpokladu sevieni)

e ¢, <b, (z predpokladu sevieni)

b, < L + ¢ (z konvergence b,,)

Spojenim téchto nerovnosti dostavame fetézec:
L—c¢<a,<c¢,<b,<L+¢
7 tohoto Tetézce nés zajimé pouze vnéjsi ¢ast tykajici se c¢,:

L—e<ec,<L+e

. Tato dvojita nerovnost je ale ekvivalentni zapisu |¢, — L| < e.

K libovolné zvolenému ¢ > 0 jsme nasli n* takové, ze pro Vn > n* plati
|e, — L| < e. Tim jsme z definice dokazali, ze lim ¢, = L.



