1. Definice rovnosti funkci. Necht f: Dy - R, g : D, — R jsou funkce.
Rekneme, Ze se funkce f, g rovnaji a pisSeme f = g, pokud plati

(i) Dy = Dy
(ii) (Vo € Dy)(f(x) = g(2))
2. Priklady.
1. Funkee f(z) = 2log(22), g(x) = log(z*) se rovnajf.

2. Funkce f(x) = 2log(z), g(x) = log(z?) se nerovnaji, protoze maji ruzné
defini¢ni obory.

3. Funkce f(z) = z, g(x) = Va2 se nerovnaji. Nemaji stejné funkéni
hodnoty pro z < 0.

4. Funkce f(z) = (z +1)*> — (z — 1)?, g(x) = 4x se rovnaji.
5. Funkce f(z) =sin(x+ 1) +sin(x — 1), g(z) = 2sin(x) cos(1) se rovnaji.

3. Definice kofenu funkce. Nechf D C R je mnozina, f : D — R je funkce.
Cislo € D nazveme kotenem funkce f, pokud plati f(x) = 0.

4. Priklady.
1. Cislo x = 2 je kofenem funkei f(z) = log(z — 1), g(z) = 4 — 2.

2. Cislo z = 1/(57) je kofenem funkce f(x) = wsin(1/z), éslo z = 0 nenf
kofenem této funkce.

5. Definice aritmetickych operaci s funkcemi. Necht f : D; — R,
g: Dy — R jsou funkee, c € R.

Definujeme soucet f + g, souc¢in fg a podil f/g funkei f, g a ndsobek cf
funkce f

f+g:z — f(z)+g(x), ze€DsND,
cf:x — cf(x), z€Dy
fg:x = fla)g(z), zeDND,
flg -z — [f(x)/g(z), we{teD;nDy:g(t)#0}
Rozdil funkei f, g definujeme pomoci sou¢tu a nasobku

f—g9g=f+(-1)g

6. Priklady. Necht f(z) =2+ 1, g(z) =1 —=.
Pak fg:x—1—2° f+3g: 20— —20+4, f —2g: 2+ 3z — 1.
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Nékdy pouzivame ponékud tézkopadny zapis

(f9)(x) =1—2a%

(f +39)(x) = =2z +4,

(f — 29)(a) = 32— 1.

7. Definice polynomu. Necht n € Ny, ag,...,a, € R, a, # 0. Vyraz P

v (1) nazyvame polynomem stupné n, piseme st(P) = n, ¢isla a,, nazyvame

koeficienty polynomu, vyrazy aiz® nazyvame ¢leny polynomu.
P:anx"—l—...alx—l—ao:Zakxk (1)

k=0

Vyraz P = 0 nazyvame nulovym polynomem. Stupen nulového polynomu

nedefinujeme.*

Funkci P : R — R, ktera ¢islu x pritadi hodnotu vyrazu P nazyvame téz
polynomem. Funkéni hodnotu v tomto piipadé znac¢ime P(z). (Terminologie
je tedy v tomto pripadé nejednoznacna. Zpravidla bude dano kontextem, zda
mame na mysli vyraz nebo funkci, v opacném piipadé to uvedeme.)

8. Definice rovnosti polynomi. Necht P, ) jsou polynomy a méame na
mysli vyrazy, nikoliv funkce.

P = pot+pz+-+pma™ =) ppat
k=0

Q = @+qr+-+ga" =) gt
k=0

Rekneme, ze polynomy P, @ se rovnaji a piseme P = @, pokud plati
(i) Rovnaji se jejich stupneé: st(P) = st(Q).
(ii) Rovnaji se koeficienty u stejnych mocnin. Tedy pro vSechna k € Ny,

k < st(P) plati pr = qy.

9. Pozorovani o rovnosti polynomt a nulovém polynomu. Necht P,
@ jsou polynomy. Ukazte, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) P = @ ve smyslu rovnosti vyrazu
(ii) Rozdil P — @ je nulovy polynom.

10. Rovnost vyrazi a rovnost funkci. Rozmyslete si, Ze z rovnosti poly-
nomu P = @ plyne rovnost funkei P : z — P(x), Q : xz — Q(x).

Nize v textu, v odstavci 30, ukazeme, ze plati i opacna implikace. Tedy,
ze z rovnosti funkei plyne rovnost vyrazu. Priklady v odstavci 2 ukazuji, ze
jiné funkce se mohou rovnat, prestoze jejich vyrazy nejsou totozné.

11. Priklady.

LV nékterych kontextech se hodi definovat stupeni nulového polynomu rovny —1. My
to délat nebudeme.



1. Necht a € R, P=22+2,Q =2+ ax +2, R =2+ ax + 3. Pak se
polynomy P, ) rovnaji pro a = 0 a pro a # 0 se nerovnaji. Polynomy
P, R se nerovnaji pro zadnou hodnotu a.

2. Nechf a,b € R, P =azx+b, Q = 3. Pak se P = QQ, pravé kdyz je a = 0,
b=3.

12. Uloha. Vynésobte a se¢téte polynomy P = 222 — 3z +1, Q = x + 3
zpusobem, ktery znate ze stredni Skoly.

Zamyslete se, jak byste definovali soucet a soucin polynomu. Nize je,
mozna se vam bude zdat, ze komplikované, napsand definice téchto operaci.
Zamyslete se nad vyznamem komplikaci a pripadné navrhnéte zjednoduseni
formulace.

13. Definice aritmetickych operaci s polynomy. Necht ¢ € R, m,n &
Ny, m < n. Necht P, @ jsou polynomy

P = potpzt-+pma™ =) ppat (2)
k=0

Q = @t+qr+ - +ga" =) gt (3)
k=0

Definujeme soucty P + @,  + P, souc¢in P(@) a nasobek c¢P

P+Q=Q+P = > (m+a)r*+ > gt
k=0 k=m+1
nm k
PQ = Z (ZPl%—l) "
k=0 \1=0
cP = cpg+cprx+ -+ cppa™ = Z cpra®
k=0

Rozdil polynomu P, () definujeme pomoci souc¢tu a ndsobku

P-Q=P+(-1)Q

14. Ulohy.

1. Ukazte, ze pti nasobeni nenulovych polynomt se jejich stupné scitaji,
formalné zapsdno st(PQ) = st(P) + st(Q).

2. Naleznéte polynomy P, () takové, ze

(a) st(P+ Q) = st(P)
(b) st(P+ Q) = st(Q)



(c) Neplati ani (a), ani (b).

Jaky nejmensi a nejvétsi stupen ma polynom P+ Q7 Vyjadiete pomoci
stupnu polynomu P, Q).

15. Uloha. V predchozi definici jsme vynechali déleni, protoze vysledkem
déleni polynomu nemusi byt polynom.

V nasledujicim ptikladu 16 ukazujeme, jak déleni polynomu se zbytkem
vyjadiime pomoci nasobeni polynomu. Je to podobné jako s délenim celych
¢isel: Zvolte dvé cisla a,b € NT, a > b > 1, vydélte a/b, celociselny vysledek
ozvacte p a zbytek oznacte z. Ukazte, ze plati

a="bp+z (4)

Volbu a,b a vypocet opakujte, dokud vam nebude jasné, pro¢ rovnost (4)
plati vzdy.

16. Priklad. P = 2° — 23 + 32 — 2 je polynom pétého stupné, Q = 2?> —x —3
je polynom tietiho stupné.
Vydélte polynomy P, Q)

(2° —2® + 32— 2): (2* — 2 —3)
Vysledek déleni oznacte R, zbytek oznacte S a ukazte, ze plati

P=RQ+S

17. Véta o déleni polynomu polynomem se zbytkem. Necht P, Q jsou
polynomy stupné np,ng € Ny, ng < np.

Pak existuje polynom R stupné nrp = np — ng a polynom S, ktery ma
stupeil ng < ng nebo je nulovym polynomem? takové, ze pro polynomy P,
Q, R, S plati rovnost

P=QR+S

18. Dikaz vynechdme. D4 se provést vypoctem koeficientu polynomu R, S
tak aby se polynomy P, QR+ S rovnaly (mdme na mysli rovnost vyrazu, tedy
rovnost koeficientu u odpovidajicich mocnin). Vice v nasledujicich piikladech.

19. Priklady.

27de by se hodilo definovat stupei nulového polynomu jako —1. Formulace véty by pak
byla kratsi.



1. Necht P =5z* — 223+ 22 + 32— 1, Q = 2° + 2.

Napiste polynomy R, S stupnu n, m dle véty o déleni polynomu poly-
nomem ve tvaru

R = ro+rzx+---+r,a"
S = so+s1x+ -+ s

a napiste rovnost polynomu (ve smyslu rovnosti vyrazi) P = QR+ S
ve tvaru soustavy rovnic pro koeficienty polynomu R, S.

Ukazte, ze tato soustava ma jednoznacné teseni aniz byste ji vytesili.

2. Vyteste predchozi tlohu pro obecné zadané P = asx* + aga® + asz? +
a1x + ag, ag # 0. Q = 22 + 2 zvolte stejné.

3. Vyfeste piedchozi dlohu (tj. tlohu 2) pro obecné zadané Q = byx? +
bix + by, by # 0. P zvolte stejné.

20. Véta o déleni polynomu kofenovym ¢initelem. Necht P je poly-
nom, xg je jeho koten.
Pak existuje polynom R stupné st(R) = st(P) — 1 takovy, ze pro x € R
plati
P(x) = (z — zo)R(x)

21. Dukaz. Q(z) = x — x¢ je polynom prvniho stupné. Proto dle véty o
déleni polynomu polynomem existuje polynom R stupné st(R) = st(P) — 1
a Cislo a takové, ze pro x € R plati

P(xz) = (x —x9)R(z) + a

Dosazenim = = xy dostaneme P(zq) = (zg — x9)R(x) + a. Protoze je xg
kofen polynomu P, plati P(z¢) =0, tedy a = 0, a tedy

P(x) = (x — z0) R(x)

22. Priklad. Ukazte, ze © = 0, x = 1, x = 2 jsou kofeny polynomu P =
425 — 122 + 72® 4 322 — 22. Pomoci postupného déleni kofenovym éinitelem
vypoctéte dalsi kofeny polynomu P.

23. Véta o poctu kofeni polynomu. Necht n € Ny, ag,...,a, € R,
a, # 0, polynom P je zadany vztahem

P(z)=a,z" +...a17 + ap = Zakxk
k=0

Pak ma P nejvyse n ruznych redlnych kotent.

24. Dukaz provedeme matematickou indukei.



1. Necht n = 1. Predpokladdme a; # 0, proto md polynom P(z) =
a1 + ag pravé jeden koten (podrobnosti nechdme na ¢tenaii).

2. Nechf N € NT a predpoklddejme, Ze polynomy stupné n < N maji
nejvyse n korenu.
Necht je P polynom stupné N + 1. Pokud nem4 zadny redlny kofen, je
tvrzeni véty pro P dokazané.

Necht m4 P alespon jeden redlny koien, ozna¢me ho xg. Z véty o déleni
polynomu kofenovym ¢initelem plyne existence polynomu R stupné N
takového, ze pro x € R plati

P(x) = R(x)(x — o) ()

7 indukéniho predpokladu plyne, ze polynom R ma nejvyse N kotfent.
Z (5) pak plyne, ze P ma nejvyse N + 1 kotent.

Dokazali jsme tvrzeni véty pro polynomy stupné jedna i indukéni krok, proto
tvrzeni plati pro vsechna n € N*.

25. Lemma o nenulovém polynomu. Necht P je polynom stupné n € Nj.
Pak ma P konec¢né mnoho navzajem ruznych korenu.

26. Dukaz je jednoduchym dusledkem véty o poctu kofenu polynomu.
Podrobnosti nechame na ¢tenari.

27. Lemma o nulovém polynomu. Nechf P je polynom, ktery mé ne-
konecné mnoho navzdjem ruznych korenu.
Pak je P nulovy polynom.

28. Poznamka o nepiimém diitkazu a obménéné implikaci. Necht A,
B jsou vyroky. Rozmyslete si, ze vyrok
A= DB (6)
je ekvivalentni s vyrokem
-B = -A (7)

Implikaci (7) nazyvame obménénou implikaci implikace (6).

Pii dukazu tvrzeni formulovaného jako imlikace (6) muzeme dokazovat
bud implikaci (6) a takovy dikaz nazyvame primym dikazem, nebo dokazu-
jeme implikaci (7) a takovy dukaz nazyvame neprimym dikazem.

29. Dikaz lemmatu o nulovém polynomu provedeme nepiimo. Tvrzeni
zapiSeme pomoci implikace (6), kde

Vyrok A : Polynom P mé nekoneéné mnoho navzajem ruznych kofent.

Vyrok B : P je nulovy polynom.

Pravdivost obménéné implikace (7) plyne z lemmatu 25 o nenulovém poly-
nomu.



30. Lemma o rovnosti polynomi. Necht P, Q) jsou polynomy stupiu n,
m

P = po+pix+-+ par” (8)
Q = @+qr+- -+ gpz" 9)

Necht se rovnaji funkce P : z +— P(x), Q : z — Q(x).
Pak se rovnaji polynomy jako vyrazy, tj plati n = m a pro vSechna k € Ny,
k <n plati pp = q.

31. Dukaz. Rozdil polynomu R = P — @ je polynom. Pokud se polynomy
P, Q) rovnaji ve smyslu rovnosti funkei, jsou vsechna = € R koreny polynomu
R. Proto mé polynom R nekonec¢né mnoho kofenu a odtud a z lemmatu o
nulovém polynomu plyne, Zze R je nulovy polynom.

Tvrzeni véty pak plyne z pozorovani v 9.

32. Ulohy.

1. Naleznéte vsechny trojice ¢isel A, B, C' € R, pro které se rovnaji funkce
f = g. Svuj postup zduvodnéte.

f(z) = 522 —13x+5
g(x) = (A+B)x*+ (-24-3B+C)x+2A-3C

2. Naleznéte A, B, C € R pro kterd se rovnaji funkce f = g. Svuj postup

zduvodnéte.
522 —13x +5
/() (x —3)(2? — 2z +2)
() = A N Bzx +C
K= T 3T 2 or 42

33. Poznamka. Zlomky v definici funkce g v tloze 32.2 nazyvame parcialnimi
zlomKky.

34. Metoda vypoctu koeficientii dosazovanim. Nasim cilem je nalézt
trojici ¢isel A, B, C' € R pro kterd se rovnaji funkce f = g.

flz) = 22 +42—1

g(z) = Alx—2)(z+3)+ Bz —2)(z+1)+C(z+ 1)(z+3)
Jeden z postupu je nésledujici: do rovnice f(x) = g(x) dosadime koteny

vyrazu x = 2, v = —3, x = —1 a spocitame A, B, C.
V nésledujici iloze ukazete, ze je tento postup korektni.

35. Uloha.
Necht n € N a P, @ jsou polynomy stupné nejvyse n.

Dokazte, ze (i) je ekvivalentni (ii).
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(i) Existuji navzajem ruznd ¢isla o1, xe, ..., 2,41 € R takova, ze plati
(Vi € {120+ 1H(P(r) = Q)

(i)
(Ve € R)(P(z) = Q(x))



