
1. Definice rovnosti funkćı. Necht’ f : Df → R, g : Dg → R jsou funkce.
Řekneme, že se funkce f , g rovnaj́ı a ṕı̌seme f = g, pokud plat́ı

(i) Df = Dg

(ii) (∀x ∈ Df )(f(x) = g(x))

2. Př́ıklady.

1. Funkce f(x) = 2 log(x2), g(x) = log(x4) se rovnaj́ı.

2. Funkce f(x) = 2 log(x), g(x) = log(x2) se nerovnaj́ı, protože maj́ı r̊uzné
definičńı obory.

3. Funkce f(x) = x, g(x) =
√
x2 se nerovnaj́ı. Nemaj́ı stejné funkčńı

hodnoty pro x < 0.

4. Funkce f(x) = (x+ 1)2 − (x− 1)2, g(x) = 4x se rovnaj́ı.

5. Funkce f(x) = sin(x+ 1) + sin(x− 1), g(x) = 2 sin(x) cos(1) se rovnaj́ı.

3. Definice kořenu funkce. Necht’ D ⊆ R je množina, f : D → R je funkce.
Č́ıslo x ∈ D nazveme kořenem funkce f , pokud plat́ı f(x) = 0.

4. Př́ıklady.

1. Č́ıslo x = 2 je kořenem funkćı f(x) = log(x− 1), g(x) = 4− x2.

2. Č́ıslo x = 1/(5π) je kořenem funkce f(x) = x sin(1/x), č́ıslo x = 0 neńı
kořenem této funkce.

5. Definice aritmetických operaćı s funkcemi. Necht’ f : Df → R,
g : Dg → R jsou funkce, c ∈ R.

Definujeme součet f + g, součin fg a pod́ıl f/g funkćı f , g a násobek cf
funkce f

f + g : x 7→ f(x) + g(x), x ∈ Df ∩Dg

cf : x 7→ cf(x), x ∈ Df

fg : x 7→ f(x)g(x), x ∈ Df ∩Dg

f/g : x 7→ f(x)/g(x), x ∈ {t ∈ Df ∩Dg : g(t) 6= 0}

Rozd́ıl funkćı f , g definujeme pomoćı součtu a násobku

f − g = f + (−1)g

6. Př́ıklady. Necht’ f(x) = x+ 1, g(x) = 1− x.
Pak fg : x 7→ 1− x2, f + 3g : x 7→ −2x+ 4, f − 2g : x 7→ 3x− 1.
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Někdy použ́ıváme poněkud těžkopádný zápis
(fg)(x) = 1− x2,
(f + 3g)(x) = −2x+ 4,
(f − 2g)(x) = 3x− 1.

7. Definice polynomu. Necht’ n ∈ N0, a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0. Výraz P
v (1) nazýváme polynomem stupně n, ṕı̌seme st(P ) = n, č́ısla an nazýváme
koeficienty polynomu, výrazy akx

k nazýváme členy polynomu.

P = anx
n + . . . a1x+ a0 =

n∑
k=0

akx
k (1)

Výraz P = 0 nazýváme nulovým polynomem. Stupeň nulového polynomu
nedefinujeme.1

Funkci P : R→ R, která č́ıslu x přǐrad́ı hodnotu výrazu P nazýváme též
polynomem. Funkčńı hodnotu v tomto př́ıpadě znač́ıme P (x). (Terminologie
je tedy v tomto př́ıpadě nejednoznačná. Zpravidla bude dáno kontextem, zda
máme na mysli výraz nebo funkci, v opačném př́ıpadě to uvedeme.)

8. Definice rovnosti polynomů. Necht’ P , Q jsou polynomy a máme na
mysli výrazy, nikoliv funkce.

P = p0 + p1x+ · · ·+ pmx
m =

m∑
k=0

pkx
k

Q = q0 + q1x+ · · ·+ qnx
n =

n∑
k=0

qkx
k

Řekneme, že polynomy P , Q se rovnaj́ı a ṕı̌seme P = Q, pokud plat́ı

(i) Rovnaj́ı se jejich stupně: st(P ) = st(Q).

(ii) Rovnaj́ı se koeficienty u stejných mocnin. Tedy pro všechna k ∈ N0,
k ≤ st(P ) plat́ı pk = qk.

9. Pozorováńı o rovnosti polynomů a nulovém polynomu. Necht’ P ,
Q jsou polynomy. Ukažte, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı.

(i) P = Q ve smyslu rovnosti výraz̊u

(ii) Rozd́ıl P −Q je nulový polynom.

10. Rovnost výraz̊u a rovnost funkćı. Rozmyslete si, že z rovnosti poly-
nomů P = Q plyne rovnost funkćı P : x 7→ P (x), Q : x 7→ Q(x).

Nı́že v textu, v odstavci 30, ukážeme, že plat́ı i opačná implikace. Tedy,
že z rovnosti funkćı plyne rovnost výraz̊u. Př́ıklady v odstavci 2 ukazuj́ı, že
jiné funkce se mohou rovnat, přestože jejich výrazy nejsou totožné.

11. Př́ıklady.

1V některých kontextech se hod́ı definovat stupeň nulového polynomu rovný −1. My
to dělat nebudeme.
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1. Necht’ a ∈ R, P = x2 + 2, Q = x2 + ax + 2, R = x2 + ax + 3. Pak se
polynomy P , Q rovnaj́ı pro a = 0 a pro a 6= 0 se nerovnaj́ı. Polynomy
P , R se nerovnaj́ı pro žádnou hodnotu a.

2. Necht’ a, b ∈ R, P = ax+ b, Q = 3. Pak se P = Q, právě když je a = 0,
b = 3.

12. Úloha. Vynásobte a sečtěte polynomy P = 2x2 − 3x + 1, Q = x + 3
zp̊usobem, který znáte ze středńı školy.

Zamyslete se, jak byste definovali součet a součin polynomů. Nı́že je,
možná se vám bude zdát, že komplikovaně, napsaná definice těchto operaćı.
Zamyslete se nad významem komplikaćı a př́ıpadně navrhněte zjednodušeńı
formulace.

13. Definice aritmetických operaćı s polynomy. Necht’ c ∈ R, m,n ∈
N0, m ≤ n. Necht’ P , Q jsou polynomy

P = p0 + p1x+ · · ·+ pmx
m =

m∑
k=0

pkx
k (2)

Q = q0 + q1x+ · · ·+ qnx
n =

n∑
k=0

qkx
k (3)

Definujeme součty P +Q, Q+ P , součin PQ a násobek cP

P +Q = Q+ P =
m∑
k=0

(pk + qk)xk +
n∑

k=m+1

qkx
k

PQ =
nm∑
k=0

(
k∑

l=0

plqk−l

)
xk

cP = cp0 + cp1x+ · · ·+ cpmx
m =

m∑
k=0

cpkx
k

Rozd́ıl polynomů P , Q definujeme pomoćı součtu a násobku

P −Q = P + (−1)Q

14. Úlohy.

1. Ukažte, že při násobeńı nenulových polynomů se jejich stupně sč́ıtaj́ı,
formálně zapsáno st(PQ) = st(P ) + st(Q).

2. Nalezněte polynomy P , Q takové, že

(a) st(P +Q) = st(P )

(b) st(P +Q) = st(Q)
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(c) Neplat́ı ani (a), ani (b).

Jaký nejmenš́ı a největš́ı stupeň má polynom P +Q? Vyjádřete pomoćı
stupň̊u polynomů P , Q.

15. Úloha. V předchoźı definici jsme vynechali děleńı, protože výsledkem
děleńı polynomů nemuśı být polynom.

V následuj́ıćım př́ıkladu 16 ukazujeme, jak děleńı polynomu se zbytkem
vyjádř́ıme pomoćı násobeńı polynomů. Je to podobné jako s děleńım celých
č́ısel: Zvolte dvě č́ısla a, b ∈ N+, a > b > 1, vydělte a/b, celoč́ıselný výsledek
ozvačte p a zbytek označte z. Ukažte, že plat́ı

a = bp+ z (4)

Volbu a, b a výpočet opakujte, dokud vám nebude jasné, proč rovnost (4)
plat́ı vždy.

16. Př́ıklad. P = x5−x3 +3x−2 je polynom pátého stupně, Q = x2−x−3
je polynom třet́ıho stupně.

Vydělte polynomy P , Q

(x5 − x3 + 3x− 2) : (x2 − x− 3)

Výsledek děleńı označte R, zbytek označte S a ukažte, že plat́ı

P = RQ+ S

17. Věta o děleńı polynomu polynomem se zbytkem. Necht’ P,Q jsou
polynomy stupně nP , nQ ∈ N0, nQ ≤ nP .

Pak existuje polynom R stupně nR = nP − nQ a polynom S, který má
stupeň nS < nQ nebo je nulovým polynomem2 takové, že pro polynomy P ,
Q, R, S plat́ı rovnost

P = QR + S

18. Důkaz vynecháme. Dá se provést výpočtem koeficient̊u polynomů R, S
tak aby se polynomy P , QR+S rovnaly (máme na mysli rovnost výraz̊u, tedy
rovnost koeficient̊u u odpov́ıdaj́ıćıch mocnin). Vı́ce v následuj́ıćıch př́ıkladech.

19. Př́ıklady.

2Zde by se hodilo definovat stupeň nulového polynomu jako −1. Formulace věty by pak
byla kratš́ı.
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1. Necht’ P = 5x4 − 2x3 + x2 + 3x− 1, Q = x2 + 2.

Napǐste polynomy R, S stupň̊u n, m dle věty o děleńı polynomu poly-
nomem ve tvaru

R = r0 + r1x+ · · ·+ rnx
n

S = s0 + s1x+ · · ·+ smx
m

a napǐste rovnost polynomů (ve smyslu rovnosti výraz̊u) P = QR + S
ve tvaru soustavy rovnic pro koeficienty polynomů R, S.

Ukažte, že tato soustava má jednoznačné řešeńı aniž byste ji vyřešili.

2. Vyřešte předchoźı úlohu pro obecně zadané P = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 +

a1x+ a0, a4 6= 0. Q = x2 + 2 zvolte stejné.

3. Vyřešte předchoźı úlohu (tj. úlohu 2) pro obecně zadané Q = b2x
2 +

b1x+ b0, b2 6= 0. P zvolte stejné.

20. Věta o děleńı polynomu kořenovým činitelem. Necht’ P je poly-
nom, x0 je jeho kořen.

Pak existuje polynom R stupně st(R) = st(P )− 1 takový, že pro x ∈ R
plat́ı

P (x) = (x− x0)R(x)

21. Důkaz. Q(x) = x − x0 je polynom prvńıho stupně. Proto dle věty o
děleńı polynomu polynomem existuje polynom R stupně st(R) = st(P ) − 1
a č́ıslo a takové, že pro x ∈ R plat́ı

P (x) = (x− x0)R(x) + a

Dosazeńım x = x0 dostaneme P (x0) = (x0 − x0)R(x0) + a. Protože je x0
kořen polynomu P , plat́ı P (x0) = 0, tedy a = 0, a tedy

P (x) = (x− x0)R(x)

22. Př́ıklad. Ukažte, že x = 0, x = 1, x = 2 jsou kořeny polynomu P =
4x5− 12x4 + 7x3 + 3x2− 2x. Pomoćı postupného děleńı kořenovým činitelem
vypočtěte daľśı kořeny polynomu P .

23. Věta o počtu kořen̊u polynomu. Necht’ n ∈ N0, a0, . . . , an ∈ R,
an 6= 0, polynom P je zadaný vztahem

P (x) = anx
n + . . . a1x+ a0 =

n∑
k=0

akx
k

Pak má P nejvýše n r̊uzných reálných kořen̊u.

24. Důkaz provedeme matematickou indukćı.
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1. Necht’ n = 1. Předpokládáme a1 6= 0, proto má polynom P (x) =
a1x+ a0 právě jeden kořen (podrobnosti necháme na čtenáři).

2. Necht’ N ∈ N+ a předpokládejme, že polynomy stupně n ≤ N maj́ı
nejvýše n kořen̊u.

Necht’ je P polynom stupně N + 1. Pokud nemá žádný reálný kořen, je
tvrzeńı věty pro P dokázané.

Necht’ má P alespoň jeden reálný kořen, označme ho x0. Z věty o děleńı
polynomu kořenovým činitelem plyne existence polynomu R stupně N
takového, že pro x ∈ R plat́ı

P (x) = R(x)(x− x0) (5)

Z indukčńıho předpokladu plyne, že polynom R má nejvýše N kořen̊u.
Z (5) pak plyne, že P má nejvýše N + 1 kořen̊u.

Dokázali jsme tvrzeńı věty pro polynomy stupně jedna i indukčńı krok, proto
tvrzeńı plat́ı pro všechna n ∈ N+.

25. Lemma o nenulovém polynomu. Necht’ P je polynom stupně n ∈ N0.
Pak má P konečně mnoho navzájem r̊uzných kořen̊u.

26. Důkaz je jednoduchým d̊usledkem věty o počtu kořen̊u polynomu.
Podrobnosti necháme na čtenáři.

27. Lemma o nulovém polynomu. Necht’ P je polynom, který má ne-
konečně mnoho navzájem r̊uzných kořen̊u.

Pak je P nulový polynom.

28. Poznámka o nepř́ımém d̊ukazu a obměněné implikaci. Necht’ A,
B jsou výroky. Rozmyslete si, že výrok

A⇒ B (6)

je ekvivalentńı s výrokem
¬B ⇒ ¬A (7)

Implikaci (7) nazýváme obměněnou implikaćı implikace (6).
Při d̊ukazu tvrzeńı formulovaného jako imlikace (6) můžeme dokazovat

bud’ implikaci (6) a takový d̊ukaz nazýváme př́ımým d̊ukazem, nebo dokazu-
jeme implikaci (7) a takový d̊ukaz nazýváme nepř́ımým d̊ukazem.

29. Důkaz lemmatu o nulovém polynomu provedeme nepř́ımo. Tvrzeńı
zaṕı̌seme pomoćı implikace (6), kde

Výrok A : Polynom P má nekonečně mnoho navzájem r̊uzných kořen̊u.

Výrok B : P je nulový polynom.

Pravdivost obměněné implikace (7) plyne z lemmatu 25 o nenulovém poly-
nomu.
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30. Lemma o rovnosti polynomů. Necht’ P , Q jsou polynomy stupň̊u n,
m

P = p0 + p1x+ · · ·+ pnx
n (8)

Q = q0 + q1x+ · · ·+ qmx
m (9)

Necht’ se rovnaj́ı funkce P : x 7→ P (x), Q : x 7→ Q(x).
Pak se rovnaj́ı polynomy jako výrazy, tj plat́ı n = m a pro všechna k ∈ N0,

k ≤ n plat́ı pk = qk.

31. Důkaz. Rozd́ıl polynomů R = P − Q je polynom. Pokud se polynomy
P , Q rovnaj́ı ve smyslu rovnosti funkćı, jsou všechna x ∈ R kořeny polynomu
R. Proto má polynom R nekonečně mnoho kořen̊u a odtud a z lemmatu o
nulovém polynomu plyne, že R je nulový polynom.

Tvrzeńı věty pak plyne z pozorováńı v 9.

32. Úlohy.

1. Nalezněte všechny trojice č́ısel A,B,C ∈ R, pro které se rovnaj́ı funkce
f = g. Sv̊uj postup zd̊uvodněte.

f(x) = 5x2 − 13x+ 5

g(x) = (A+B)x2 + (−2A− 3B + C)x+ 2A− 3C

2. Nalezněte A,B,C ∈ R pro která se rovnaj́ı funkce f = g. Sv̊uj postup
zd̊uvodněte.

f(x) =
5x2 − 13x+ 5

(x− 3)(x2 − 2x+ 2)

g(x) =
A

x− 3
+

Bx+ C

x2 − 2x+ 2

33. Poznámka. Zlomky v definici funkce g v úloze 32.2 nazýváme parciálńımi
zlomky.

34. Metoda výpočtu koeficient̊u dosazováńım. Naš́ım ćılem je nalézt
trojici č́ısel A,B,C ∈ R pro která se rovnaj́ı funkce f = g.

f(x) = 2x2 + 4x− 1

g(x) = A(x− 2)(x+ 3) +B(x− 2)(x+ 1) + C(x+ 1)(x+ 3)

Jeden z postup̊u je následuj́ıćı: do rovnice f(x) = g(x) dosad́ıme kořeny
výraz̊u x = 2, x = −3, x = −1 a spoč́ıtáme A, B, C.

V následuj́ıćı úloze ukážete, že je tento postup korektńı.

35. Úloha.

Necht’ n ∈ N a P , Q jsou polynomy stupně nejvýše n.
Dokažte, že (i) je ekvivalentńı (ii).
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(i) Existuj́ı navzájem r̊uzná č́ısla x1, x2, . . . , xn+1 ∈ R taková, že plat́ı

(∀i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1})(P (xi) = Q(xi))

(ii)
(∀x ∈ R)(P (x) = Q(x))
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