Uvod do posloupnosti

Vitejte u studia matematické analyzy. Jednim z prvnich a klicovych konceptii, se kterymi
se setkate, jsou posloupnosti. Predstavuji zaklad pro pochopeni limit, fad a funkeci.
Posloupnost si muzete intuitivné predstavit jako nekone¢ny, uspordadany seznam ¢&isel.

1. Definice posloupnosti

Formélné feceno, posloupnost realnych ¢isel je zobrazeni (funkce) z mnoZiny piiro-
zenych ¢isel N do mnoziny realnych ¢isel R. Kazdému pfirozenému ¢islu n € N je tedy
pritazeno pravé jedno realné cislo a,, € R. Toto ¢islo a,, nazyvidme n-ty ¢len posloup-
nosti.

Posloupnost obvykle znac¢ime jednim z nasledujicich zptsobii:

o (an)py

o {an}ny
e Jednoduse (ay)
e Vyctem nékolika prvnich ¢lenii: aq, as, as, . ..

Ptiklad: Posloupnost (+)°2, piedstavuje seznam &isel: 1,3, 3,1, ..

2. Konvergentni posloupnost

Konvergence je centralnim pojmem analyzy a popisuje chovani posloupnosti pro n blizici
se nekonecnu. Intuitivné, posloupnost konverguje, pokud se jeji ¢leny neomezené ptiblizuji
k néjaké konkrétni hodnoté — limité.

Definice (Limita posloupnosti):
Rekneme, ze posloupnost (a,) mé limitu A € R, jestlize pro kazdé libovolné malé € > 0
existuje takové ny € N, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng plati nerovnost |a, — A| < e.
Zapisujeme:

lim a, =A
n—0o0

Posloupnost, ktera ma konecnou limitu (tj. A € R), se nazyva konvergentni.

Tato definice tika, Ze at si zvolime jakkoliv tizky pés o Sifce 2¢ kolem hodnoty A, od
urcitého indexu ng se jiz vSechny nésledujici ¢leny posloupnosti budou nachézet uvnitt
tohoto pasu (na prednasce nakreslime obrazek).

o

Priklad 1: UkaZzeme, Ze posloupnost (%L)n:1 je konvergentni a jeji limita je 0:

Necht € > 0, zjistime, pro kterd n € N plati

la, — 0] < ¢



Po dosazeni dostaneme nerovnici ]
—<e¢€
n
ktera ma reSeni

1
n>-
€

Pro z € R ozna¢ime symbolem [z] zaokrouhleni ¢isla x na nejblizsi celé ¢islo vétsi nez .
Zvolime ng := EL pak pro n > ng plati n > 1/e, a tedy |a, — 0| < e.

Priklad 2: Ukézeme, Ze konstantni posloupnost (a)22; je konvergentni a jeji limita
je a:

Necht ¢ > 0, pak |a,, — a| < e plati pro v8echna n € N. Muzeme tedy zvolit napiiklad
Ng = 1.

Véta o aritmetice limit

Pro vypo¢ty limit je kli¢ova néasledujici véta. Necht (a,,) a (b,) jsou konvergentni posloup-
nosti takové, ze lim,,_, a, = A a lim,_, b, = B, kde A, B € R. Potom plati:

1. Limita sou¢tu/rozdilu: lim (a, £0,) = A+ B

n—oo

2. Limita souéinu: lim (a,-b,) = A-B
n—oo

3. Limita podilu: Pokud navic B # 0 a pro vSsechna n € N je b, # 0, pak plati:

vvvvvv

jejich limity samostatné.

Hlavni myslenky dikazu

Dukaz véty je zalozen na opakovaném pouziti trojihelnikové nerovnosti a definice limity.
Cilem je vzdy odhadnout vyraz |V (a,,b,) — V (A, B)|, kde V' je dané aritmeticka operace,
pomoci vyrazi |a, — Al a |b, — B|, o kterych vime, Ze jsou od jistého ng libovolné malé.

e Pro soucet vyuzijeme odhad zalozeny na trojuhelnikové nerovnosti:
[(an +bn) = (A+ B)| = [(an — A) + (bn — B)| < [an — A[ + |bn — B|

Jelikoz pro libovolné £/2 > 0 dokazeme najit ny tak, ze |a, — A| < /2 a |b, — B| <
€/2, bude soucet mensi nez ¢.

e Pro souéin je klicem vhodné pfepsani vyrazu (roznasobime zavorky, pfitom rozdily
a, — A, b, — B povazujeme za jeden ¢len v zévorce; ¢leny AB, —AB se se¢tou na
nulu, tak je nepiseme):

anb, — AB = (a, — A+ A)(b, — B+ B) — AB
= (a, — A)(b, — B) + (a, — A)B + A(b, — B)



Na tento vyraz aplikujeme trojihelnikovou nerovnost:
|a,b, — AB| < |a, — Al|b, — B| + |Bl|a, — A| + | A||b, — B

Vsechny tfi séitance na pravé strané dokazeme pro dostatecné velké n udélat li-

principi.
Priklad 3: Vypocteme limitu posloupnosti s n-tym ¢lenem

n®—3n+4

y = ————
3n3 — 2n?

Po uprave

n®—3n+4  nP(l-3/n*+4/n) 1-3/n*+4/n°
3n3 —2n2 n3(3 —2/n) B 3—2/n

pouzijeme vétu o aritmetice limit a vysledky piikladi 1, 2 k vypoctu limity jmenovatele

lim 3—2/n= lim 3+ lim (—2) lim 1/n=3-2-0=3
n—o00 n—00 n—o0

n—00

Podobné spocitame limitu citatele
lim 1 —-3/n*+4/n*=1im1-3-1/n-1/n+4-1/n-1/n-1/n=1-0+0
n—oo n—oo

a zavérecnym pouzitim véty o limité podilu dostaneme

, 1—-3/n?*+4/n*  lim, o1 —3/n*+4/n* 1
1m = —
n—c0 3—2/n lim, oo 3 —2/n 3

a tedy

) ) nd=3n+4 1
im a, = lim ———— = =
n—o0 n—oo 3n3 — 2n2 3

3. Omezena posloupnost

Omezenost (nékdy téz ohrani¢enost) nam fiké, ze hodnoty ¢leni posloupnosti neptekroci
urcitou mez.
Necht (a,) je posloupnost. Rekneme, Ze je:

e Omezena shora, jestlize existuje takové redlné ¢islo K € R, ze pro vSechna n € N
plati a, < K. Cislo K se nazyva horni zavora.

e Omezena zdola, jestlize existuje takové realné ¢islo L € R, Ze pro vSsechna n € N
plati a,, > L. Cislo L se nazyva dolni zavora.

e Omezeni, je-li omezena shora i zdola.

Priklad: Posloupnost (%);’le je omezena. Jeji ¢leny jsou vzdy mensi nebo rovny 1
(horni zévora) a vétsi nez 0 (dolni zévora).



Véta o omezenosti konvergentni posloupnosti

Mezi konvergenci a omezenosti existuje dilezity vztah, ktery popisuje néasledujici véta.
Véta: Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Diikaz:
Necht (a,) je konvergentni posloupnost s vlastni limitou A € R. Podle definice limity,
pokud zvolime napiiklad ¢ = 1, musi existovat takovy index ny € N, Ze pro vSechna
prirozena ¢isla n > ng plati nerovnost:

la, — Al < 1
Tato nerovnost je ekvivalentni s dvojitou nerovnosti:
A-1<a,<A+1

Tim jsme ukazali, Ze vSechny ¢leny posloupnosti od indexu ng+1 déle jsou omezené. Zbyva
nam pouze konecny pocet ¢lent na zacatku posloupnosti: ay,aq, ..., a,,. Nyni miZeme
definovat dolni a horni zavoru pro celou posloupnost. Dolni zédvoru L definujeme jako
minimum z prvni kone¢né ¢éasti posloupnosti a hodnoty A — 1:

L = min{ay, a9, ..., a0y, A — 1}

Horni zavoru K definujeme jako maximum z prvni kone¢né ¢ésti posloupnosti a hodnoty
A+ 1:
K = max{a, as,..., 0, A+ 1}

Jelikoz se jedn& o minimum a maximum z koneéného poctu redlnych ¢isel, hodnoty L a K
jsou dobte definované realna ¢isla. Z nasi konstrukce plyne, Ze pro libovolné n € N plati
L < a, < K. Posloupnost (a,) je tedy omezena zdola i shora, a proto je omezena. [ |

4. Monotonni posloupnosti

Monotonie popisuje "smér"chovani posloupnosti. Rika nam, zda jeji ¢leny rostou, nebo
klesaji.
Necht (a,) je posloupnost. Rekneme, Ze je:

e Rostouci, jestlize pro vsechna n € N plati: a,11 > a,.
e Neklesajici, jestlize pro vSechna n € N plati: a,,1 > a,.
e Klesajici, jestlize pro vSechna n € N plati: a,11 < a,.
e Nerostouci, jestlize pro vSechna n € N plati: a,,1 < a,.

Posloupnosti, které spliuji kteroukoli z vySe uvedenych podminek, nazyvidme mo-
notonni. Pokud plati ostrda nerovnost (> nebo <), mluvime o ryze monotonnich
posloupnostech. P¥iklad: Posloupnost (n?)°%, = (1,4,9,...) je rostouci. Posloupnost
(—4)5, =(—1,—3,—3,...) je také rostouci. Posloupnost ((—1)")52; = (—1,1,—1,...)
neni monotonni.



Véta o limité monotonni posloupnosti

Kombinace monotonie a omezenosti je velmi silné vlastnost, kterd zarucuje existenci li-
mity. Pro formulaci a dikaz klicové véty budeme potifebovat pojem suprema a jednu ze
zékladnich vlastnosti realnych ¢isel.

Definice (Supremum):
Necht M C R je neprazdnéa, shora omezena mnozina. Cislo s € R nazveme supremem
mnoziny M, jestlize plati:

1. s je horni zavora mnoziny M (tj. pro kazdé = € M plati = < s).
2. s je nejmensi horni zévora (tj. pro kazdé s’ < s existuje x € M takové, ze = > ).

Supremum znac¢ime s = sup M.

Axiom o supremu:
Kazdé neprazdna, shora omezend podmnozina realnych ¢isel R méa praveé jedno supremum.

Tento axiom je fundamentélni vlastnosti mnoziny realnych ¢isel, ktera odlisuje R na-
piiklad od mnoziny racionalnich ¢isel Q.

Véta (o existenci limity monotonni posloupnosti):
Kazda neklesajici a shora omezend posloupnost je konvergentni. Jeji limita je rovna
supremu mnoziny jejich ¢leni.

Diikaz:
Necht (a,) je neklesajici a shora omezena posloupnost. Oznacme M = {a, | n € N}
mnozinu vSech ¢lenti této posloupnosti.

e Mnozina M je neprazdna.
e 7 predpokladu je posloupnost shora omezena, tedy i mnozina M je shora omezené.

Podle axiomu o supremu existuje pravé jedno realné cislo A = sup M. Ukazeme, Ze toto
¢islo je limitou posloupnosti (ay).

Necht je dano libovolné ¢ > 0. Chceme ukazat, ze existuje ng € N takové, Zze pro
v8echna n > ng plati |a, — A| < e.

e Protoze A je supremum M, plati a,, < A pro vSechna n € N.

e 7 druhé vlastnosti suprema vime, Ze ¢islo A — € jiz neni horni zdvorou mnoziny M.
Musi tedy existovat néjaky clen posloupnosti, oznacme ho a,,, ktery je vétsi nez
A — €. Plati tedy a,, > A —¢.

e Jelikoz je posloupnost (a,) neklesajici, pro viechna n > ny musi platit a, > a,.
Kdyz tyto poznatky spojime, dostaneme, ze pro vSechna n > ng plati:
A—e<ap, <a, <A

Z této nerovnosti plyne, ze vSechny ¢leny a,, pro n > ng lezi v intervalu (A — ¢, A]. To je
ekvivalentni zépisu |a,, — A| < . Tim jsme z definice dokazali, Ze lim,,_,, a,, = A. [ |



Analogicka véta plati i pro nerostouci a zdola omezené posloupnosti, jejichz limita je
rovna infimu mnoziny jejich c¢lent.

Priklad (Definice Eulerova é&isla):

ap, = (1 + %)n
e Lze dokazat (napiiklad s pomoci binomické véty), ze tato posloupnost je rostouci.
e Déle Ize ukazat, Ze je shora omezend, napiiklad cislem 3.

Jelikoz je posloupnost rostouci a shora omezena, musi byt podle pfedchozi véty konver-
gentni. Jeji limitu nazyvame Eulerovo ¢&islo a znacime ji pismenem e.

1 n
lim (1 + —) =e
n—oo n

Eulerovo ¢islo je iracionalni ¢islo (a dokonce transcendentni), jeho hodnota je priblizné
e~ 2,71828.

5. Vybrané posloupnosti

Definice (Vybrana posloupnost):
Necht (a,)92, je posloupnost realnych ¢isel a necht (k)52 ; je rostouci posloupnost priroze-
nych ¢isel. Potom posloupnost (ay,, )52, nazveme posloupnosti vybranou z posloupnosti

(an)-
Jinymi slovy, vybrana posloupnost vznikne tak, Ze z ptivodni posloupnosti vybereme
nékteré (i nekone¢né mnoho) ¢leny, ale zachovame jejich pavodni poradi.

Priklad: Z posloupnosti (a,) = (%) = (1, %, %, }1, ...) muZeme vybrat posloupnost
sudych ¢clent: (az,) = (3:) = (5,7 5+ )- Zde je k, = 2n.

Véta o limité vybrané posloupnosti

Véta: Necht posloupnost (a,) méa limitu A € R. Potom kazda posloupnost (ay, ) vybrana
z (a,) mé také limitu A.

Driikaz:
Necht lim,, o a, = A. Chceme dokéazat, ze lim,,_,, ax, = A. Zvolme libovolné ¢ > 0.
Podle definice limity pro posloupnost (a,) vime, Ze existuje ng € N takové, Ze pro vSechna
n > ng plati |a, — A| < e.

Nyni uvazme rostouci posloupnost ptirozenych éisel (k,). JelikoZ je rostouci, plati
k, > n pro vSechna n € N. Tedy, pokud zvolime n > ng, bude platit také k, > n > ng.

To znamené, Ze pro vSechna n > ng je index k, také vétsi nez ngy. Proto pro vSechna
n > ng plati nerovnost |ay, — A| < e. Tim jsme dokéazali, ze lim, ., ai, = A. [ |

Poznamka:
Jin4d, méné formalni tvaha k dikazu: Definice limity nam fik4, Ze pro libovolné ¢ >



0 lezi vSechny ¢leny posloupnosti (a,) aZz na koneéné mnoho vyjimek uvnitf
intervalu (A—e, A+¢). Jelikoz vybrané posloupnost (ay, ) je tvofena pouze z ¢lenit ptivodni
posloupnosti, muze i ona obsahovat pouze koneéné mmnoho clent, které tuto podminku
nespliuji. Musi tedy také konvergovat ke stejné limité A.

Piiklad (vyuziti véty):
Uvazujme posloupnost a, = (=1)" = (=1,1,—1,1,...). UkidZeme, Ze tato posloupnost
nemi limitu.

e Zvolme vybranou posloupnost sudych ¢lentu. Tedy k,, = 2n. Dostavame posloupnost
(as,) = ((—1)*") = (1,1,1,...). Jedna se o konstantni posloupnost, jejiz limita je
zjevneé lim,, .o ao, = 1.

e Nyni zvolme vybranou posloupnost lichych ¢leni. Tedy k, = 2n — 1. Dostavame
posloupnost (as, 1) = ((—=1)*1) = (=1,—1,—1,...). Toto je opét konstantni po-
sloupnost, jejiz limita je lim, o, a9, 1 = —1.

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti, které maji riazné limity (1 # —1). Pokud by pu-
vodni posloupnost (a,,) méla néjakou limitu A, musely by podle pfedchozi véty mit vSechny
vybrané posloupnosti také tutéz limitu A. To je ve sporu s naSim zjisténim. Proto po-
sloupnost a,, = (—1)" nemtze mit limitu.



