1 Rolleova a Lagrangeova véta o stiredni hod-
noté

V této c¢asti se budeme zabyvat dvéma zakladnimi vétami diferencidlniho po-
¢tu, které navazuji na Weierstrassovu vétu: Rolleovou vétou a Lagrangeovou
(véta o stfedni hodnoté).

Fermatova véta o stacionarnich bodech

Véta (Fermatova). Necht f: (a,b) — R md v bodé ¢ € (a,b) lokdlni extrém
(minimum nebo maximum) a je v tomto bodé diferencovatelnd. Pak plati

f'(c)=0.

Dikaz. Predpokladejme, Ze ¢ je bod lokdlntho maxima. Pak existuje ¢ > 0
tak, Ze pro vSechna x € (¢ — 6, c+9) plati f(x) < f(c). Pro h > 0 dostavame

fleth) = [l
h

<0,

protoZze f(c+ h) < f(c) a jmenovatel h je kladny. Pro h < 0 je naopak

fleth) = @) .
=19 >,

protoze % < 0aopét f(c+h) < f(c). Existuje-li derivace f’(c), je to spole¢na
limita téchto podila zleva i zprava, tedy musi byt soucasné < 01 > 0, a proto
fe)=0

Pro lokalni minimum je dikaz tplné obdobny. 0

Fermatova véta 1ika, Ze v lokalni extrémni hodnoté (pokud derivace exis-
tuje) musi byt derivace nulova. Takovym bodum se #ika staciondrni.

Rolleova véta

Véta (Rolleova). Necht f: [a,b] — R je spojitd na |a,b], diferencovatelnd
na (a,b) a necht f(a) = f(b). Pak existuje alespon jeden bod ¢ € (a,b) takovy,
Ze

f'(c) =0.



Dikaz. Podle Weierstrassovy véty funkce f nabyva na uzavieném omezeném
intervalu [a, b] globalniho minima a maxima. Jsou-li vSechny hodnoty f(x)
stejné, je funkce konstantni a derivace je nulova v kazdém bodé intervalu
(a,b), takze tvrzeni plati trivialné.

Predpokladejme tedy, Zze f neni konstantni. Pak je globdlni minimum
nebo maximum (alesponi jeden z nich) dosazeno v né&jakém vnitinim bodé
¢ € (a,b). Vtomto bodé ma f lokalni extrém. Jelikoz je f v ¢ diferencovatelna,
muzeme pouzit Fermatovu vétu, ktera fika, ze f'(c) = 0. O

Ilustrace Rolleovy véty
Jako ptiklad uvazujme funkci
flz)=1-2" na [—1,1].
Je spojita na [—1, 1], diferencovatelna na (—1,1) a plati f(—1) = f(1) = 0.

Rolleova véta tedy zarucuje existenci bodu ¢ € (—1,1) s f'(¢) = 0. Zde je
f(x) = =2z, takze f'(c) = 0 pravé pro ¢ = 0.

0, f1(c) =0

Obrazek 1: Rolleova véta: funkce f(z) =1 — 2% na intervalu [—1,1].



Lagrangeova véta o stifedni hodnoté

Véta (Lagrangeova, o stfedni hodnoté). Necht f: [a,b] — R je spojitd
na [a,b] a diferencovatelnd na (a,b). Pak existuje bod ¢ € (a,b) takovy, Ze

£(b) ~ fta)

O

Prava strana je smérnice se¢ny spojujici body (a, f(a)) a (b, f(b)). Véta
rika, ze existuje bod ¢, v némz je tecna ke grafu funkce rovnobézna s touto
secnou.

Diikaz. Definujme pomocnou funkei

coz je rovnice primky prochézejici body (a, f(a)) a (b, f(b)). Déle polozme

g(x) = f(x) = £(x).

Pak je g spojita na [a,b] a diferencovatelna na (a,b) (rozdil dvou takovych
funkci). Navic

g(a) = f(a) = l(a) =0,  g(b) = f(b) — £(b) = 0.

Na funkci g miizeme tedy pouzit Rolleovu vétu, a dostavame existenci bodu
¢ € (a,b) takového, ze ¢'(c) = 0. Protoze

tedy

coz jsme chtéli dokazat. ([l



Tlustrace Lagrangeovy véty
Uvazujme funkci

f(z) =22 na [0, 2].
Smérnice secny spojujici body (0,0) a (2,4) je

f2) = f(0) _4-0_

2.
2-0 2

Derivace je f'(x) = 2x, takze existuje bod ¢ s f'(c¢) = 2, konkrétné ¢ = 1.

Obrézek 2: Lagrangeova véta: tecna je rovnobéznéa se se¢nou koncovych bods.



2 Postacujici podminky monotonie

Definice monotonie
Necht f: [a,b] — R.
e Rekneme, e f je (ostie) rostouci na [a, b], jestlize

Vay,x9 € [a,b], x1 <x9 = f(x1) < f(22).

o Rekneme, 7e f je (ostie) klesajici na [a,b], jestlize

Vay,x9 € [a,b], 1 <x9 = f(x1) > f(22).

e Rekneme, 7e f je neklesajici na a, b], jestlize

Vg, xg € [a,b], 1 < xe = f(x1) < f(22).

e Rekneme, 7e f je nerostouct na la, b], jestlize

Vi, xg € [a,b], 1 <29 = f(x1) > f(22).

Véta o monotonii pomoci derivace
Véta. Necht f: [a,b] — R je spojitd na |a,b] a diferencovatelnd na (a,b).

1. Jestlize f'(x) > 0 pro vsechna x € (a,b), pak je f na [a,b] neklesajici.

)
2. Jestlize f'(x) < 0 pro vSechna x € (a,b), pak je f na |a,b] nerostouci.

Dikaz (prvni pfipad). Uvazujme z1,29 € [a,b] s x1 < xo. Aplikujeme
Lagrangeovu vétu na funkei f na intervalu [z, z5]. Existuje tedy bod ¢ €
(21, z2) takovy, Ze

f(x2) — f(21)

/(o) = BRI,

To — I

Z predpokladu mame f’(c) > 0 a zaroven xs — 1 > 0, proto

f(x2) — f(z1) = f'(c) (xg — 1) > 0.

Odtud f(z1) < f(x2), coz znamend, Ze f je na [a, b] neklesajici.

Druhy bod se dokazuje naprosto analogicky: z podminky f/(z) < 0 dosta-
neme z Lagrangeovy véty nerovnost f(xs) — f(z1) < 0, tedy f(z1) > f(x2)
a f je nerostouci. 0



Véty o podminkach pro rostouci a klesajici funkci
Véta. Necht f: [a,b] — R je spojitd na [a,b] a diferencovatelnd na (a,b).
Jestlize f'(x) > 0 pro vSechna x € (a,b), pak je f na [a,b] rostouc.

Véta. Necht f: [a,b] — R je spojitd na [a,b] a diferencovatelnd na (a,b).
Jestlize f'(x) < 0 pro vSechna x € (a,b), pak je f na [a,b] klesajici.

Dikazy téchto vét jsou zcela analogické predchozi vété (o neklesajici a
nerostouci funkei): sta¢i nahradit nerovnosti > 0 resp. < 0 striktnimi nerov-
nostmi > 0 resp. < 0.

Ilustrace monotonie
Rostouci funkce s nezapornou derivaci

Uvazujme funkci

f(z) =2* na [—1,1].
Je diferencovatelna na (—1, 1), derivace je f'(z) = 322 > 0, a proto je podle
véty neklesajici (ve skutecnosti je ale ostfe rostouci, viz diskusi nize).
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Obrazek 3: Funkce f(z) = 23: derivace f'(z) = 32 > 0.

Klesajici funkce se zapornou derivaci

Analogicky uvazujme



Derivace je f'(z) = —32% < 0, takZe funkce je podle vty nerostouci (ve
skutecnosti ostie klesajici).
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Obrazek 4: Funkce f(z) = —z?: derivace f'(z) = —3z? < 0.

Priklad: funkce f(x) = z° a rozdil mezi neklesajici a ros-
touci

Vsimnéme si jemného rozdilu mezi pojmy neklesajici a rostouct.

Funkce
f(x) =2 na R

ma derivaci
f'(x) =32 >0 pro viechna r € R,

pricemz f'(0) = 0. Z postacujici podminky monotonie tedy plyne pouze to,
ze [ je neklesajici na kazdém intervalu |[a, b].
Na druhou stranu z definice snadno ovérime, ze f je dokonce rostouci na
R: pro libovolnéd z; < x5 plati
xy < a3,
coz lze dokazat naptiklad tak, ze

x% — x? = (z9 — 1) (:Eg 4+ 2179 + m%) >0,

protoze xo — x1 > 0 a zaroven a:% + 129 + x% > 0.
Tento priklad ukazuje dvé dulezité skutec¢nosti:
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e Podminka f'(x) > 0 je pouze postacujici pro neklesajici funkci, nikoli
nutna.

e Podobné podminka f’(x) > 0 neni nutnd pro rostouci funkci. Existence
bodi s f'(x) = 0 (zde z = 0) nevylucuje, ze funkce muze byt na celém
intervalu rostouci.

Zatimco véty s podminkou f’(z) > 0 davaji silny vysledek ,funkce je
rostouct”, v praxi Casto staci slabsi podminka f’(x) > 0, ktera zarucuje ne-
klesavost a ponechéva prostor pro jemnéjsi analyzu konkrétni funkee (jako
v piipadé funkce x?).



