Opakovani ¢iselnych posloupnosti.

Posloupnost s,, konverguje k s pravé kdyz se |s,, — s| s rostoucim n blizi k nule.
Nepotradné zdivodnéni:

konvergence posloupnosti znamena, ze s rostoucim indexem n se hodnoty jejich ¢lent
ptiblizuji k hodnoté limity. Hodnota |s,, — s| méfi, jak moc se hodnoty ¢&isel s, a s
lisi.

Poradné zdtvodnéni:

Véta o limité rozdilu dava: lims, = s pravé kdyz lim(s, — s) = 0. Pozadovany
vysledek nam da véta, ktera rika

lima, =0 < lim|a,| = 0. (1)

Pozor na to, Ze pro jiné ¢isla na pravych stranach plati v (1) jen jedna implikace.
Ktera? Uvazte posloupnost a, = (—1)".

Stejnomérna konvergence rad funkci.
Budeme zkoumat stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci rady

ful(@) + fola) + fole) - =) fulo). (2)

Vime, Ze soucet fady (jeho existenci i hodnotu) definujeme pomoci limity ¢aste¢nych
soucti

sule) = 3 fila). 3)

Z vyse uvedeného opakovani vime, Ze posloupnost ¢asteénych souctii s, (z) konver-
guje k s(z) pravé kdyz se hodnota | s, (x)—s(z)| blizi k nule. Stejnomérna konvergence
na mnoziné (intervalu) I znamend, nepofadné feCeno, Ze v tomto blizeni se zadné
x € I nezaostava.
Jediné kritérium, které jste méli na predndasce, je kritérium o majorantni rade:
podafi-li se ndm najit konstanty M, € R takové, ze Vo € I : |fp(z)] < My a zZe
fada Y, M; konverguje, pak vime, Ze funkéni fada ) .-, fi konverguje stejno-
mérné na [.
Jak jste toto kritérium pouzili na prednasce na fadu » -, 1+k+m2?
Vsimli jste si, ze pro x > 0 plati

z x 1

< = .
14+ K222 k%222 K%z

Pak jste si uvédomili, Ze ¢iselna fada s Cleny 1%2 konverguje a zajasali. Nez budeme
jasat uplné, musime se vyporadat s x ve jmenovateli. Pro konstantu ¢ € R rada se
¢leny ck% také konverguje a toho miizeme vyuzit. Uvédomime si, ze pro x <> ¢ —
mensi? vétsi? doplnte spravnou moznost — plati

1 1
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a mame razem stejnomérnou konvergenci na intervalu (¢, co) pro ¢ > 0 a tedy lokalné
stejnomérnou konverenci na (0, 0o).

Vv

Ted jesté tézsi ¢ast — ukdZeme, Ze na intervalu (0, 00) naSe fada konverguje pouze
lokéalné stejnomérné a nikoliv stejnomeérné.

Pro lepsi pochopeni toho, co se na prednasce délo, najdéte maximum funkei fi(x) =

z . , 1 , « 1 . >

imezz ha (0,00). Vyjde vdm hodnota 5 (nabyvé se v bodé z = ). Vime, Ze
fada s Cleny i diverguje, ale to jesté nestaci, zadné takové kritérium vyuzivajici
divergenci fady se ¢leny fi(z) pro Sikovné zvolend xj; neméame. Vzpomeneme si, jak
jsme dokazovali divergenci harmonické fady a zkusime to stejné. Odhadneme zdola

soucet
Se() + fera () + fraa(3) + -+ () (4)

To je soucet k ¢isel, z nichz nejmensi je ten posledni. Proto je

1/k 1

fo(@) + frea () + -+ fan(3) > km =z (5)

A ted uz zalezi jen na tom, jestli znadme a umime pouzit Bolzano-Cauchyho pod-
minku. Ta 7iké, Ze (koneény) soucet

fn(wo) +fn+1(l‘0) +"'+fm(m0) (6)

se pro stejnoméné konvergujici fadu musi blizit k nule, a to nezavisle na zvolené
hodnoté xq € I a pro n, m dostatecné velké.

Jak souvisi opakovani na zacatku s kritériem o majorizujici radé.
Vyjadiime |s,(z) — s(z)| jako limitu

502) = 5(2)] = T [3,(2) — $010n()]

(Pouzili jsme definici s(z) = lim,, oo Smin(2), vétu o limité rozdilu a tu spravnou
(tj. platnou) implikaci z (1)).
Na tpravu vyrazu
[$men(2) = sa(@)] = | Y filw)l
k=n+1

pouzijeme vztah, ktery se nazyva trojuhelnikova nerovnost (pro¢ se tak nazyva se
dozvite v pFistim semestru)
|+ 0] < [a] + [b]. (7)

Dokazte (7) — rozeberte jednotlivé piipady pro kladné a nekladné a a b. Opakovanym
pouzitim trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

Y f@|< Y0 Iila)l.

k=n+1 k=n+1

Odtud je uz nedaleko k ditkazu kritéria o majorizujici fadé.



