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Trojice ¢isel oddélend teckou odkazuji na odstavce v knize [JV].

Vyktiénik u dikazu znamend, ze vyjeveni jeho neznalosti bude mit pro stavajici termin
fatalni nasledky. Vykti¢niky budou pfibyvat a pfipoustim i moznost vyskytu opacného
jevu.

Spocetné a nespocetné mnoziny

1. Definujte mnozinu racionalnich ¢isel a ukazte, ze ji lze ,srovnat“ do posloupnosti.
Pfesnéji feceno: existuje posloupnost {g,}52, takova, ze mnozina {g, : n € N} je rovna
mnoziné Q racionalnich ¢isel. Zkonstruujte takovou posloupnost. Mnozinu, kterou lze
srovnat do posloupnosti, nazyvame spocetnou. V matematické literature neni termino-
logicka shoda, zda jsou koneéné mnoziny spocetné. Podle nasi definice jsou, protoze
nepozadujeme, aby posloupnost byla prostym zobrazenim, muzou se v ni tedy ¢isla opako-
vat.

definici: (1) az (13) z ¢ldanku 1.3 v [JV], velmi doporucuji ¢ist zacatek ¢lanku. Vsechny
vam znamé dalsi vliastnosti redlnych ¢isel se daji z téchto vlastnosti odvodit — jako priklad
uvedme (Vz,y € [0,00))(x < y = 2% < y?). V dalsim nés bude zajimat predevsim axiom
(13) o existenci suprema. Na mnoziné raciondlnich ¢isel plati (1) az (12), ale (13) neplati:
napiiklad mnozina {g € Q : ¢> < 2} m4 v R supremum /2, ale v Q supremum nemé.

3. Mnozinu redlnych ¢isel neni mozné srovnat do posloupnosti (takové mnoziny nazyvame
nespocetné). Dukaz pouzivé desetinny rozvoj a jeho vlastnost ,omezené jednoznacnosti®,
proto ho uvedeme az pti probirani ¢iselnych rad.

Tento dukaz je nédzorné na www.matematika.cz/spocetne-mnoziny, déle tam je posloup-
nost z bodu 1.

Limita monotonni funkce

1. Véta 4.3.40 o jednostrannych limitdch monotonni funkce s dukazem! (staci nakreslit
a vysvétlit obrazek) a dusledek 4.3.41.

2. Poznamka 4.3.42: na obrazku vysvétlete, ze interval J, je neprazdny pravé v bodech
nespojitosti funkce f (tj. plati lim;,,— f(¢) < lim;_,,+ f(t) a rovnost plati prave kdyz je
funkce v bodé x spojitd); dédle na obrazku vysvétlete v pozndmce uvedenou nerovnost
mezi limitami a z nf plynouci J, N J, = 0.

3. Tvrzeni 4.3.43 o spocetnosti mnoziny bodu nespojitosti monotonni funkce s dukazem.

Konvexni funkce

1. Definice 7.2.1 konvexni kombinace vektorii. Geometricka ilustrace pro prostor X = R%:
zakreslete v roviné body A, B a pro a € (0,1) bod B + a(B — A) a uvédomte si, ze tyto
body vyplni tsecku AB. Uprava az + (1 — a)y = y + a(z — y) pak dava smysl definici
mnoziny {az + (1 —a)y : 2,y € R*, a € (0,1)} jako tsecky o krajnich bodech z, y. My
budeme v dalsim pracovat s vektory na pfimce, tedy s prostorem X = R, a tedy z, y
budou reédlna ¢isla.

Mimo pozadavky, pro zvidavé studenty: konvexni kombinace vice vektord 1, . . . , @y, je linedrnf kombinace SF_| aya; s oy € (0,1), Sk, ay =
1; barycentrické soufadnice: soufadnice stiedu tsecky A, B: £ A + 1B, téziste trojihelniku ABC: 1A+ 1B+ 1cC.

2. Definice 7.2.2 konvexni funkce a geometricky vyznam vyrazu na obou stranach nerovnosti



(7.3). Viz pozndmka 7.2.3.

Névod k odvozeni vztahu v poznamce 7.2.3: ze vztahu x = ax; + (1 — a)zy vyjadiete
a=(xr—x9)/(x1 — x2) a déle 1 — o, dosad'te do (7.3) a vyuzijte ipravu v 1.

3. Véta 7.2.4 o smérnicich secen konvexni funkce s dukazem!, ptiklad 7.2.5. Poznamka
7.2.6:,,nadgraf” definujeme jako mnozinu {(z,y) € RxR: 2z € (a,b),y > f(z)} (nakreslete
obrazek).

4. Priklad 7.2.7 nespojité konvexni funkce.

5. Veéta 7.2.8 o spojitosti konvexni funkce na otevieném intervalu a o jeji derivaci s
dukazem a poznamka 7.2.9.

6. Lemma 7.2.12 o monotonii derivace konvexni funkce s dukazem!.

7. Lemma 7.2.13 o znaménku druhé derivace konvexni funkce, dikaz! jen jedné implikace,
poznamka 7.2.14.

8. Proc¢ je v predchozich lemmatech ekvivalence a jak je to s implikaci ve véte 5.2.22.
Piiklad funkce f rostouci na otevieném intervalu I, kterd ma na I derivaci f’, ale neplati
(Ve e I)(f'(z) > 0): x — x +sinz, x € R.

9. Geometricky vyznam nulové prvni (te¢na je rovnobézné s ... ) a druhé (graf méa nulovou
kiivost, coz geometricky znamend, ze tecna graf aproximuje lépe nez jakdkoliv kruznice,
o aproximaci vice viz kapitola o Taylorové polynomu) derivace. Definice inflexniho bodu,
napiiklad 7.2.15. Muzete pouzit jinou definici, ale v tom piipadé uved'te zdroj.

Grafy funkci: spojitost, derivace, tecna
1. Pro zopakovéni a doplnéni nékterych pojmu (spojitost, limita, nespojitost typu skok,
tecna, derivace) uvedme grafy:
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Funkce f; mé v bodé 1 jednostranné limity, ty se nerov-
naji — nema tedy oboustrannou limitu. Neni v bodé 1
spojitda a takovouto nespojitost nazyvame nespojitosti
typu skok. Funkce f; je v bodé 1 spojitd zleva a neni
spojita zprava.
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Funkce f; je spojitd na R. Spojitost v bodé nula zduvod-
nime vypoctem limity — pouzijeme vétu o 3 limitach (po- —wﬂ/\
licejni vétu zvanou téz véta o seviené funkei). Derivaci v
ma fo vSude kromé nuly.
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Funkce f5 je, podobné jako f,, spojita na R. Na rozdil
od f, ma f3 na R derivaci — viz funkce f;.
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Derivaci v bodé nula spocitdme z definice: f4(0) =
lim,_, w = limxﬁoxsin% a limitu vypocteme
uzitim véty o 3 limitach. Funkce f; neni spojitda v nule
(zatimco vyraz 2x sin % ma v nule limitu nula, tak vyraz
COS% v nule limitu nemd) — vidime tedy, ze derivace

funkce nemusi byt spojitou funkci.

2. Jak je uvedeno vyse, ma funkce f3 v nule nulovou funkéni hodnotu a nulovou derivaci.
Mnohokrat jsme si tikali, ze existence vlastni derivace znamend existenci tecny a ze hod-
nota derivace je rovna smérnici teény. Piiklad bodu x = 0 a funkce f3; toto nase tvrzeni
ponékud problematizuje; zalezi na tom, co rozumime pod pojmem te¢na. My se nebudeme
fidit geometrickymi, ale aproximaénimi vlastnostmi: te¢na funkce f v bodé x pro nas bude
piimka, ktera je grafem té linearni funkce, ktera nejlépe aproximuje funkci f v okoli bodu
x ve smyslu ptikladu 5.2.10 a poznamky 5.2.11.

Podobné jako lze definovat teénu pomoci aproximagnich vlastnost{ jako tu mezi viemi pfimkami, ktera se od kfivky nejméné ,odchyluje“ v okol{
teéného bodu, lze definovat oskulacni kruznici jako tu s nejlepsimi lokalnimi aproximaénimi vlastnostmi. Pfevracenou hodnotu poloméru os-
kulaéni kruznice nazyvame kfivosti kfivky v daném bodé. Pokud te¢na aproximuje kfivku v okoli bodu lépe nez libovolna kruznice, rikdme,

Ze ma kfivka v daném bodé nulovou kfivost (coz odpovidd nekoneénému poloméru oskulaéni kruznice). Z hodnoty prvni a druhé derivace lze

spocitat kiivost v bodé x: | £/ (2)|//(1 + (f/(x))2)3.

L’Hospitalovo pravidlo

1. Cauchyova véta o sttedni hodnoté (5.2.20) s dukazem. Odpustim a napovim, pokud si
spravné nezapamatujete pomocnou funkci F', ale budete védét, co s ni mate dale délat.
2. Véta 5.2.28 s hlavni myslenkou dukazu!.

3. Pouziti L'Hospitalova pravidla viz [IC], zacatek 6. kapitoly.

Aproximace funkce polynomem, Tayloriv polynom

1. O aproximaci viz text na zacatku ¢lanku 7.4. a text mezi poznamkou 7.4.3. a prikladem
7.4.4.

Tayloruv polynom funkce f v bodé z( jako polynom, ktery ma v bodé z( stejnou funkéni
hodnotu a derivace az do urcitého fadu jako funkce f; viz ptriklad 7.4.1 a definice 7.4.2.
Lagrangeuv (interpola¢ni) polynom funkce f jako polynom, ktery ma v nékolika zadanych
bodech stejnou funkéni hodnotu jako funkce f (peiciad 7.4.4 a definice 7.4.5).

Definice 7.4.6 zbytku Taylorova (nebo i Lagrangeova) polynomu jako chyby, které se do-



pustime nahrazenim funkce f jejim Taylorovym polynomem.

2. Piiklad 7.4.11: Tayloruv polynom funkce, ktera je sama polynomem.

Priklad 7.4.14 Taylorovych polynomu exponencialni funkce, goniometrickych funkei sinus
a kosinus.

Pitklad 7.3.1 z [JV-K] (na webu tiplné dole) vypoctu ,Taylorova polynomu® (uvozovky kvili élenu se zapornou mocninou) funkce kotangens
délenim Taylorovych polynomt funkef sinus a kosinus.

Piiklad 7.4.15 Taylorovych polynomt hyperbolickych funkei.

Priklad 7.4.26 Taylorova polynomu logaritmu.

Piiklad 7.4.28: zobecnénd binomickd véta jako Tayloruv polynom.

Priklad 6.3.12 a 7.4.29 nenulové funkce, ktera ma v bodé zy derivace vSech radu nulové,
tedy i vSechny jeji Taylorovy polynomy v tomto bodé jsou nulové.

3. Véta 7.4.8 o Lagrangeovu zbytku Taylorova polynomu a jeji pouziti na horni odhad
zbytku. Poznamka 7.4.9.

Véta 7.4.10 o zbytku Lagrangeova polynomu s ditkazem. Cebygevovy polynomy @ — cos(n arccos x) a jejich kofeny jako ,idedlni“ interpolacni

body. Jak je implementovéan sinus v kalkulackdch?
4. Lemma 7.4.20 o Taylorové polynomu jako nejlépe lokalné aproximujicim polynomu
s dikazem.

Posloupnosti ¢isel — opakovani a doplnéni

1. Dukaz! véty o limité soucinu pro posloupnosti pro vlastni i nevlastni limity: véta 2.1.22
a veta 2.3.5. Véta 2.1.28 o limité posloupnosti a absolutni hodnoté. Véta 2.3.2 o limité a
nerovnostech.

2. Véta 2.4.1 o posloupnosti uzavienych vlozenych intervalu s dukazem. Véta 2.4.4 o
vybrané konvergentni posloupnosti z omezené posloupnosti s dukazem. Definice 2.4.6
Cauchyovské posloupnosti. Lemma 2.4.7 o cauchyovské a konvergentni posloupnosti s
dukazem!. Véta 2.4.8 o Bolzano-Cauchyové podmince pro posloupnosti s ditkazem.

Ciselné rady

1. Definice 3.1.1 n-tého castecného souctu tady, souctu rady, konvergentni a divergentni
fady, clentu fady. Lemma 3.1.2 o nutné podmince konvergence fady. Poznamky 3.1.3 o
dvojim vyznamu symbolu > /7, ai; o vynechdvani mezi; o zméné piipadné vynechdni
koneéného poctu ¢lenu rady bez vlivu na konvergenci fady;

2. Taylorova rada. Pouziti véty o Lagrangeové zbytku Taylorova polynomu na ptiklady
(7.4.11...) z odstavce 2 kapitoly o aproximaci funkci polynomem.

3. Soucet konecné geometrické fady (piiklad 1.3.29, odvozeni na predndsce pouziva
upravu souc¢tu obdobnou jako jeden z piikladu Sesté semestralni prace). Priklad 3.1.4
o konvergenci geometrické rady; v zimnim semestru jsme ukazovali, ze pro ¢ € (—1,1) a
n — oo je ¢" — 0 pomoci logaritmfl. Lze zvolit elementarngjs{ dikaz: z binomické véty odvodime pro a > 0 nerovnost
(1+a)® <14 naaproq € (—1,1) polozime |q| = 1/(1 + a). Alternativni ditkaz pouzivajici Bernoulliovu nerovnost je v piikladu 2.2.14.
Priklad 7.4.27: geometricka fada jako Tayloruv polynom.

4. Priiklad 3.2.7 o posloupnostech a Eulerovu ¢islu.

5. Nekonecény soucet harmonické fady — v [JV] je na nékolika mistech ruznymi zpusoby:;
ocenim, kdyz budete umét jiny zpusob nez ten, ktery jsem vam predn&sela.

6. Rady s nezdpornymi cleny: kritéria konvergence: srovnavaci kritérium 3.2.2, podilové
kritérium 3.2.16, limitni srovnavaci kritérium 3.2.25, limitni podilové kritérium 3.2.26, vSe
i s dukazy.

7. Absolutni a neabsolutni konvergence. Leibnizovo kritérium pro fady se stiidavymi
znaménky 3.3.1 s dukazem!.

8. Prerovnéni rady: piiklad 3.4.1, definice 3.4.2 (muzete fici volné slovy), lemmata a véta
3.4.4.a7 3.4.6 i s dukazy; Véta 3.4.7.



Primitivni funkce a Riemannuv integral

1. Definice 9.1.1, lemma 9.1.2 s dukazem!, poznamka 9.1.3.

2. Uvahy za poznamkou 9.1.3 a axiomy O1, O2, O3, lemma 9.1.4 i s dukazem!.

3. Véta 9.1.6 (dukaz pomoci Riemannova integralu: ukazeme, ze spojitd funkce ma
na omezeném intervalu Riemannuv integral a pak ukazeme, ze Riemannuv integral s
proménnou horni mezi je hledanou primitivni funkei). lemma 9.1.10 i s dukazem!

4. Pozndmky ke znaceni: 9.1.7 a 9.3.10 a 9.1.8.

5. Pravidla pro pocitani primitivnich funkci: metoda per partes a jeji odvozeni z pravidla
pro derivovani soucinu; substituéni metoda a jeji odvozeni z pravidla pro derivovani
slozené funkce [si]. Integrace raciondlni funkce.

6. Definice Riemannova integralu [JVR]: definice 10.2.1, definice 10.2.4, lemma 10.2.5
s dukazem!, oznaceni 10.2.6, lemma 10.2.7 s diukazem, lemma 10.2.8 s dukazem, definice
10.2.9, poznamka 10.2.10, véta 10.2.12 a dukaz, sta¢i obrazkem.

7. Riemannuv integrél jako funkkcional: oznaceni 10.2.21; Vlastnosti tohoto integrélu bez
dukazi: 10.2.23 (pozitivita), 10.2.24 (aditivita), 10.2.25 (homogenita), 10.2.26 (monotonie
— zde ukézat, jak plyne z pozitivity, 10.2.33. Definice 10.2.34 (integralu, ktery nema dolni
mez mensi nez horni).

8. Geometrické aplikace urcitého integralu [ai] s odvozenim.



