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prestizni pocty, mj. v roce 1740 spolu s LEONHARDEM EULEREM (1797 —-1783) a DAl:mj]-
LEM BERNOULLIM (1700 — 1782) za prace o pfilivu a odlivu. Jeho jménem se oznatuje
nap¥. Euler-Maclaurinova formule, kterd se vSak v zdkladnim kurzu analyzy neobjevuje.
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Kapitola 8

Primitivni funkce

8.1 Motivacéni tivaha

Tato kapitola je vénovidna metoddm uréovdni primitivnich funkci. Zaineme od
zdkladni definice.

Definice 8.1.1. Necht f je funkce definovand na (a,b) C R. Pak funkci F, pro
kterou plati F'(z) = f(x) pro viechna z € (a,b), nazyvdme primitivni funkci k f
(na intervalu (a, b)).

Nalezeni primitivni funkce je v jistém smyslu inverzni operaci k derivovani:
je-li f' derivace funkce f na intervalu (a,b), pak f je primitivni funkef k f’ na
(a,b). Primitivnich funkef k f vSak miiZe byt vice. Je nap¥. zFejmé, %e primitivni
funkei k funkei cos (na R) je nejen funkee sin, avSak také i funkee sin+3 a, obecnéji
kazda funkce sin +c, kde ¢ je libovoln4 konstantni funkce na R. Primitivni funkce
k téZe funkci se v8ak ,vice“ li§it nemohou, coz vyplyva z nésledujiciho tvrzen.

Lemma 8.1.2. Necht Fy, F, jsou primitivnimi funkcemi k funkci f na intervalu
(a,b). Potom jejich rozdil je konstantni funkce.

Diikaz. Plati (Fy — Fy)' = f — f =0, a tedy rozdil F; — F; je konstantni funkce
na (a,b) podle V&ty 5.2.19, resp. podle jejiho Disledku 5.2.20. O

Poznédmka 8.1.3. Je velmi podstatné, e jsme definovali primitivni funkci na
intervalu. Rozdil 2sgn —sgn mé na G := R\ {0} derivaci v8ude rovnou 0, ale
neni na G konstantni. Lemma 8.1.2 ukazuje, Ze k f existuje nekonend mnoho
primitivnich funkci, které se navzéjem ,li§{ o konstantu®, tj. je-li F primitivni
funkee k f, pak mnoZina vSech primitivnich funkci k f je mnoZina {F+c; c € R}.

Nyni budeme zkoumat dtivody, které nas k uréovani primitivnich funkei vedou.
V Uvodu jsme se zminili o tom, Zze nékteré poznatky byly poklddany za spravné,
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nebot vyplyvaly z nézoru. Jiz pfed zacatkem naseho letopo&tu byl obsah rovinnych
obrazcti chapan pii kvadraturach jako aditivni a monoténni; v p¥ipad€ obdélniku
byl ddn zndmym vzoreckem.

Tyto vlastnosti byly pouzivany intuitivné, o jejich sprvnosti se p¥ili§ nepochy-
bovalo a explicitng se o nich nepsalo. K jejich ,zpTesiovani“ dochézelo pozvolna.
Budeme se v tomto duchu zabyvat intuitivné chdpanym obsahem rovinného ob-
razce, vyhovujicim vySe popsanym pozadavkim; presnéji:

Necht pro kazdou spojitou funkci f definovanou na intervalu [0,00), f >0, je
pro viechna a,b, 0 < a < b < oo definovna mnozina M (f;a,b)

M(f;a,b) = {[z,y] € R;a <z <b0<y < f@)} -

Déle predpokladame, Ze kazdé takové mnozin€ lze prifadit ,obsah podgrafu®“ 1)
P(f;a,b). O tomto pomérné slozitém zobrazeni (je definovéno na systému speci-
4lnich podmnoZin mnoZiny viech dvojic redlnych Cisel pomoci nezadpornych spo-
jitych funkef a uzavienych intervali)

M(f;a,b) = P(f;a,b)

piedpokladdme, 7e m4 velmi jednoduché vlastnosti (01)—(03), popsané nasledu-

jicimi vztahy:

(01) pro a < ¢ < b, f € C([0,00]), plati P(f;a,c) + P(f;¢,b) = P(f;a,b),
tj. obsah je ,aditivni“;

02) jelia < a < B <b fig € CI0,00]) a M(g;,8) C M(f;a,b), pak
P(g;a,8) < P(f;a,b), tj. obsah je ,monoténni“;

(03) je-li f konstantni, tj. f(z) = k > 0 pro vechna z € [0,00), pak plati
P(f;a,b) = k(b — a), tj. obsah obdélniku se pocité tak, jak jsme zvykli.

Ponechme prozatim stranou otézku, zda zobrazeni s uvedenymi vlastnostmi
existuje. Vyfesime ji pozdé&ji, v kapitole vénované Riemannové integralu. Nyni
se soustfedime na jednu vlastnost popsaného zobrazeni a ukaZeme si, jak pojem
primitivni funkce s obsahem souvisi.

Lemma 8.1.4. Necht je ddna funkce f € C([0,00)), f > 0. Predpoklddejme, Ze
ezistuje zobrazeni M (f;a,b) = P(f;a,b) s vlastnostmi (O1) — (03). Potom pro
funkei F(z) :== P(f;0,2z), z € (0,00), plati

F'(z) = f(z), =€ (0,00).
Diikaz. Zvolme zo € (0,00) a spoétéme F} (o). Z (O1) plyne pro kazdé h >0

F(zo + h) — F(z0) = P(f; 0,20 + h).

1) Ng&kdy se v této souvislosti mluvi o ploge.

8.1. MOTIVACNI UVAHA 209

Ze spojitosti f v bodé& zo plyne, Ze k libovolné zvolenému & > 0 existuje § > 0
tak, Ze pro viechna z € [Zo, Zo + 0] plati

f(@o) —e < f(z) < flzo) +€.
Vynésobime nyni nerovnost &slem k, 0 < h < ¢ a pomoci (02) a (03) dostaneme
(f(mo) — &) < P(f; 0,20 + h) < (f(z0) +€)h;
pak po pfepséni do zavedeného oznadeni dostavame

F(zo + h) — F(zo)
h

— f(zo)| <e.
Odtud plyne F} (zo) = f(zo). Analogicky provedeme fivahu i pro F” (zo) a do-
staneme F' (zq) = f(%o). Tim je tvrzeni dokdzéno. O

Msme-li k dispozici libovolnou primitivni funkci F' k f, lze pocitat plochu
P(f;a,b) pomoci vzorce

P(f;a,b) = F(b) — F(a).

To plyne z Lemmat 8.1.2 a 8.1.4. Zarovel to ukazuje, ze hledani primitivnich
funkef je z popsaného hlediska pfirozené a uzite¢né. Uvedme n&kolik ilustrativnich
prikladi.

Pi#iklady 8.1.5. 1. Zfejms je funkce F'(z) = z?, kde z € R, primitivni funkef
k funkci f(z) = 2z na R.

2. Obecnéji plati pro véechna n € N

(SL’”+1

1
n+1) =z", zeR. (8.1)

Odtud vidime, #e k mocnindm s pfirozenym exponentem se lehce uréujf primitivni
funkce: slou#i k tomu vzorce pro derivovani, n€kdy v nepatrné modifikovaném
tvaru. Vzorec (8.1) plati dokonce pro vechna n € Z s vyjimkou n = —1, pro
zéporna n viak pouze na intervalech (—c0,0) a (0, 00).

3. Piiklad 7.1.1 (srovnej té% s P¥ikladem 7.1.5) ukazuje, Ze funkce definované
yatahy F(z) = 22 sin(z2), = € R\ {0}, a F(0) = 0, je primitivnf funkei k funkeci
f := F', aviak f neni spojita a dokonce neni na Fddném okoli bodu 0 omezend. To
ukazuje, e mohou existovat primitivni funkce i k funkeim dosti komplikovanym.

Nésledujici uZite¢nou vétu uvedeme v tomto okam¥iku bez diikazu, dokdZeme
ji a7 v Kapitole 10 (Véta 10.2.37). Ukazuje spolu s pfedchazejicim piikladem, Ze
spojitost je postacujici (nikoli vSak nutnou) podminkou pro existenci primitivni
funkce.



