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10.3 Newtonuv integral

Definice 10.3.1. Necht K C I je koneén4 mnozina a necht pro funkci ¥ defino-
vanou na intervalu I C R a funkci f definovanou na I'\ K, plati

F'(z) = f(z), z €I\ K,

Déle necht je F spojitd funkce na I. Potom fikédme, Zze F je zobecnénd primitivni
funkce k f na I.

Poznamka 10.3.2. Kazd4 primitivn{ funkce F k funkci f na otevieném intervalu
I je zaroveh zobecnénou primitivni funkef k funkci f (vyjime¢nd mnozina K je
prazdnd). Proto je Definice 10.3.1 pouze rozsifenim jiz d¥ive uvedené definice
primitivni funkce.

Zobecnéné primitivni funkce maji nékteré spolecné vlastnosti s primitivnimi
funkcemi, zejména dilezitou vlastnost, Ze rozdil dvou zobecnénych primitivnich
funkei k téZe funkei f na (a,b) je funkce konstantni.

Lemma 10.3.3. Je-li F' zobecnénd primitivni funkce k nezdporné funkci f na
intervalu I, pak je F neklesagici na I.

Dikaz. Existuje konetna mnozina K C I takovd, ze F'(z) = f(z) >0,z e I\ K.

Ozna¢me jeji body, které jsou vnitfnimi body I, podle velikosti z1,®2,...Tm,
tj. necht plati

1 < T < < Ty -
Déle oznacme

Ih={zel;z <z}, In={z€l;z>zn},
Ik:[xk)$k+1]a k:172’7(m_1)

Na viech intervalech Iy, k = 1,... ,m je spojita funkce F' neklesajici podle Lagran-
geovy véty, a proto je téZ neklesajici v kazdém bodé z € I. Podle Véty 10.1.11 je
F neklesajici na I. O

Poznamka 10.3.4. I bez u¥iti Véty 10.1.11 je dokondeni pfedchoziho dikazu snadné,
ale pracné&jii; takto jsme ukazali jednu z moznych situaci, kde Ize V&tu 10.1.11 s vyho-
dou pouzit. P¥edchazejici lemma jeSté pouZzijeme dale, nyni zaznamendme pouze jeho
samoziejmy disledek (Etendf si miZe za cviCeni rozmyslit, jak se Diisledek 10.3.5 dokaze
pi{mo, bez uzit{ Véty 10.1.11).

Dusledek 10.3.5. Necht F, G jsou zobecnéné primitivni funkce k funkci f na
intervalu I. Potom jejich rozdil F — G je konstantni funkce na I.
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Definice 10.3.6. Necht F je zobecnéna primitivn{ funkce k funkci f na intervalu
o koncovych bodech a,b, —00 < a < b < +o00. Potom definujeme

b
(/\/)/ f(z)de == lim F(z)— lim F(z),

z—b_ z—=a4

pokud rozdil limit vpravo mé smysl. V tomto piipadé fikdme, Ze integrdl existugje.
Jsou-li navic obé limity koneéné (a tedy i hodnota integrélu je konecnd), fikdme, Ze
integrdl konverguje. Vpravo stojici p¥irtistek zobecnéné primitivni funkce znacime
zkracené

F(b=) - Fat) = [F@)li, = [Fla -
Pozndmka 10.3.7. Disledek 10.3.5 ukazuje, ze Definice 10.3.6 je korektni, tj. neza-
visla na volbé zobecnéné primitivni funkce F. Nékdy je tento integrdl nazyvan zobecnény
Newtontiv integrdl a nidzev Newtontv integral se uzivd pro pfipad, kdy je interval I v De-
finici 10.3.6 otevieny a K = ). Casto se téZ v Definici 10.3.6 z4da konecnost integralu;
v tom p¥ipadé splyva existence integrélu s jeho konvergenci.

Divod pro zavedeni ,vyjimeéné“ mnoziny K je nasledujici. Pokud bychom zadali,
aby platilo KX = (), pak napf. funkce sgn md primitivni funkce na intervalech (—1,0)
a (0,1), ale ne na intervalu (—1, 1). Pfipustime-li kone¢nou ,Vyjimednou“ mnozinu K, je
|z|, = € R zobecnénou primitivni funkei k funkci sgn; lze ukézat, ze existuje zobecnénd
primitivni funkee i k log(|z|) na R apod. Véty o Newtonové integrdlu mohou byt formu-
lovany v mnohem elegantngji formé&. Pro pocetni stranku véci vSak nemd toto relativné
jednoduché zobecnéni velky smysl.

Poznamenejme, Ze je moZné pracovat i se spocetnou ,vyjimecnou mnozinou* K, coz
je zaloZeno na tvrzeni Ze i rozdil dvou takto definovanych zobecnénych primitivnich
funkei je na intervalu konstantni; viz napf. [1], str. 32.

Poznamka 10.3.8. Také o Newtonové integralu dokdzeme nékolik tvrzeni, kterd jsou
urite¢na pii vypottech. Oznaéme N (a,b) mnozinu viech funkei f definovanych na in-
tervalu o koncovych bodech a,b, —co < a < b < +o0, pro které konverguje Newtonuv
integral z f na I. ProtoZe jsou piislu$né dikazy velmi jednoduché, uvedeme nékterd
tvrzeni bez dikazu. Symbol (N)- pfed integrdlem budeme vynechavat.

Véta 10.3.9. Newtontiv integrdl je ve ziejmém smyslu linedrnim funkciondlem na
N (a,b) (srovnej s Oznacenim 10.2.21), tj. pro kaZdou dvojici funkei f, g € N(a,b)
a a,fB € R plati

/ab(af(a:) + Bg(z)) d=z :a/abf(as)dm +ﬁ/abg(m) dz .

Diikaz. Jsou-li F, G zobecnéné primitivni funkce k funkcim f, g, pak aF + G
je zfejmé zobecnéna primitivn{ funkce k af + Bg. Z konecnosti limit vSech vySet-
fovanych funkei v krajnich bodech intervalu (a,b) plyne dokazované tvrzeni. [
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Véta 10.8.10. Necht pro funkce f, g plati f < g vSude na intervalu I aZ na konecnou

mnozinu K. Potom
b b
[ 1@ < [ g@a,

pokud oba integrdly ecistuji.

Diikaz je velmi jednoduchy. Stagi uvéazit, Ze existuje zobecnénd primitivni funkce kg—f
na I a pouzit Vétu 10.3.3.

Jako diisledek dostaneme tvrzeni pro odhad absolutni hodnoty Newtonova integralu.
Plati

[ 1@< [,

jakmile oba integraly existuji.

Véta 10.3.11. Necht —oo < a < ¢ < b < +00. Potom pro f € N(a,b) plati

/abf=/:f+/cbf-

Diikaz op&t prenechdme Ctendfi.

N&kdy je uZitetné néasledujici lemma, které dokdzeme; pii jeho dikazu se jiz podruhé
setkdme s pojmem, ktery sehraje diilezitou roli pfi daldim zkoumdni diferenciélnich rov-
nic.

Lemma 10.3.12. Necht (a,b) C R je omezeny interval a necht f je spojitd a omezend
funkce na intervalu (a,b). Potom ezistuje Newtoniv integrdl z f na (a,b).

 Dikaz. Ze spojitosti f plyne, Ze k ni existuje primitivni funkce na (a,b). Jestlize je
|f(z)] £ M < oo, pak pro tuto primitivni funkci F' plati pro libovolnd z,y € (a,b)
nerovnost

|F(z) — F(y)| < M|z —y|.

Odtud viak vyplyva, Ze F' je stejnomérné spojitd na (a,b) a lze ji tedy spojité rozsifit
na [a,b]. Zbytek je ziejmy (srovnejte s Lemmatem 10.2.39). a

Pro primitivni funkce jsme dokdzali vétu o integraci per-partes a vétu o substi-
tuci, tj. Véty 8.2.4 a 8.2.7. Po nezbytné modifikaci lze analogicka tvrzeni dokazat
i pro Newtonav integral.

Véta 10.3.13 (metoda per-partes). Necht funkce f, g maji zobecnéné primi-
tivni funkce F, G na (a,b), a necht —oo < a < b < +00. Pak plati

/abfG:[FG]’;—/ang, (10.20)

pokud jsou alespoti dva z vyrazid v rovnosti (10.20) konecné.
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Dikaz. Rozlisime dva pfipady (symetrie v £, g):
(1) Funkce fG ma zobecn&nou primitivni funkci & a F'g mé zobecn&nou primitivni funkci
¥ na (a,b), pficemz [#]5 a [¥]% jsou konetné. Potom plati

(FG) = fG+Fg=¢"+V = (+¥),

co# znamend, e FG i & + ¥ jsou zobecnéné primitivni funkce k téZe funkci fG + Fy.
Je tedy

(Fal =l + (el = [ g6+ [ Fo,

coz jsme méli dokédzat.

(2) Predpoklddejme, e m4 smysl pravé strana vzorce (10.20), tj. [FG % a také f: Fg.
Ozna¢me opét ¥ zobecnénou primitivni funkci k Fg a polozme & = FG — ¥. Potom
plati

¢ =(FG-¥) =fG+Fg—Fg=fG
v8ude aZ na kone¢ny pocet bodu z (a,b), tedy @ je zobecnénd primitivni funkce k fG.
Zbytek plyne z koneénosti pfislu$nych pfirtstki. O
Véta 10.3.14 (substituéni metoda). Necht plati —co < a < b < +00, a ddle
necht je —co < a < f < 400, ¢ : (a,B) 3 (a,b) je ryze monoténni spojitd

funkce, kterd md koneénou nenulovou derivaci vsude v (a, 8) \ K, kde K je opét
konec¢na mnoZina. Potom plati

b 15)
/ f(z)dz = / (Fo)®)-l0'(D)]dt ,

o
existuje-li jeden z integrdli.
Diikaz. Necht existuje integrél vlevo a ¢ je rostouci. Necht F'(z) = f(z) na (a,b)\ L, kde
L je kone¢né. Oznacime-li G = Fop, pak G' = (F' o)y’ = (fop)y plati v (a, 8) \ M,
kde M = K U *(L) je kone¢né. Je tedy G zobecnénd primitivni funkee k (f o )¢’ na
(a,8) aje
G(a+) = F(a+), G(B-) = F(b-)

podle véty o limité slozené funkce. Odtud plyne existence integralu vpravo a dokazovana
rovnost.
Druhou &4st obdrzime ,substituci ¢~ “ do (f o )¢':

/Cxﬁ(fow)wl = /ab(fowow_l)((p’ o V(e Y = /abf‘

Soudin poslednich dvou zavorek ve vyjadfeni integrované funkce v druhém integrélu je
roven 1 podle véty o derivovani inverzni funkce (Véta 6.4.4). Podobné& probihd dikaz
i pro ¢ klesajici, dojde jen k zdméné za

G(a+) = F(b-), G(B-) = F(a+).
Tim je dukaz dokoncen. |
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Poznamka 10.3.15. Poznamenejme, 7e v této varianté substituéni metody ne-
mame obtize s funkcemi, definovanymi na rtznych intervalech; pri substituci se
transformuji sou¢asné i meze a pfi zdpisu piSeme rovnosti mezi &isly a ne mezi
vzAjemné riiznymi, avSak spolu souvisejicimi primitivnimi funkcemi.

Véta 10.3.16. Necht f € R(a,b) a necht'k f ezistuje zobecnénd primitivni funkce
F na [a,b]. Potom

b b
® [ f@)ao = [Pl = W) [ f@)de. (10.21)

Dikaz. Funkce f je omezend, a tak z Lemmatu 10.2.39 plyne, Ze zobecnéné pri-
mitivni funkce F je stejnom&rné spojitd na (a,b), a tedy podle Véty 10.1.21
je spojité rozdifitelnd na [a,b]. Existuji tedy konetné limity F(a) := F(a+)
a F(b) := F(b—). Déle existuje konetnd mnozina K C [a,b] takovd, Ze plati
F' = f na [a,b] \ K. Zvolme déle libovolné D € D(a,b) tak, aby toto déleni
D={a=zo0<21 < <Zp= b} obsahovalo vSechny body z K. Potom podle
Lagrangeovy véty existuji body Cx, Cx € (zr—1,2x) tak, Ze plati

F(b) - F(a) = Y (Fax) = Flax-1)) = Y F(G)(mk = zp-1)
k=1 k=1

Odtud plyne pro horni a dolni soucty
s(f; D) < F(b) - F(a) < S(f; D),
a tedy, s ohledem na f € R(a,b), plati rovnost 10.21. O

Poznamka 10.3.17. Pravé dokdzana véta mé zdsadni vyznam i pro vypocty. Je
to tzv. zdkladni véta integrélniho poctu. Analogickd tvrzeni jako je Véta 10.3.16
se dokazuji i pro jiné (p¥ipadné obecn&jsi) integraly. Lze ji dat i tento tvar:
Véta 10.3.18. Necht f € R(a,b)NN(a,b), tj. f je riemannovsky a newtonovsky
integrovatelnd na (a,b). Potom jsou si piislusné integrdly rovny.

Dikaz 7 riemannovské integrability f plyne, ze a,b € R a funkce f je omezena.
Oba integraly jsou kone¢né. Déle existuje zobecnéna primitivn{ funkce F' k f
a konetna mnozina K C [a,b] tak, ze F' = f v (a,b) \ K. Funkci F' lze spojité
rozii¥it na [a,b]; to plyne napf. i z toho, Ze Newtoniv integrél z f je konecny.
Zbytek je ziejmy. O

10.4 Neékteré aplikace

Uvedeme pro ilustraci nékolik kratkych aplikaci: Je-li g spojitd vektorova funkce,
tj. g = (¢*,...,9™), a sloZky gx jsou spojité funkce pro vSechna k = 1,2,...,m,
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pak je piirozené graf tohoto zobrazeni povazovat za kiivku v R™. Casto byva
pimo toto zobrazeni nazyvano kiivkou v R™. Pak piSeme napt. g : [a,b] — R
pro rovinnou kfivku, nebo ¢ : [a,b] — R™ pro kfivku v R™. Jak lze definovat
pro takovou kiivku jeji délku? Pokusme se to provést v souladu s intuitivnimi
predstavami, které zatim o kfivkich mame k dispozici.

Priklad 10.4.1. Je vcelku pfirozené polozit pro g : [a,b] — R™ a pro déleni
D € D(a,b), prokteré je D ={a =29 < 71 < -+ < z,, = b},

L(g, D) = dist(g(es), g(zs-1)) ,
k=1

kde dist znaci vzdalenost bodi v eukleidovském prostoru. Vyznam tohoto éisla je
néazorny: mezi body zr, k =0, ... ,n, jsme g nahradili linedrnim zobrazenim a se-
¢tenim zjistili délku ,,vepsané lomenice“. Z trojihelnikové nerovnosti 7) vyplyva,
ze jsou-li D, D' € D(a,b), a D' je zjemnénim déleni D, je

L(g,D) < L(g,D"),

a tak se intuitivné mizeme zjemiovanim déleni intervalu [a,b] k délce kiivky
(nevime zatim, co to je!) s libovolnou pfesnosti p¥iblizovat.

Uvahy z piedchazejiciho piikladu néas vedou k definici:

Definice 10.4.2. Je-lig: [a,b] = R™ zobrazeni se spojitymi slozkami, pak délku
L(g) kivky g na [a,b] definujeme vzorcem
L(g) :=sup{L(g,D); D € D(a,b)} . (10.22)

Priklad 10.4.3. Pro graf funkce, tj. pfipad F : [a,b] — R?, kdy pro funkci f
definovanou na [a,b] definujeme kfivku pomoci zobrazeni F : z — [z, f(z)],
z € [a,b], se pokusime nalézt souvislost s probiranou latkou. Polozme

L(F,D) :=Y  /(ax — wx—1)® + (f (@) — flx-1))® =
k=1

:é(u —xk_l)\/lJr <f(37k) —f(fﬁk—l)>2

T — Tk—1

Pokud mé f vSude derivaci, existuji uvnitt délicich intervalt déleni D body (p
tak, Ze 1ze soucet vyjadrit podle Lagrangeovy véty ve tvaru

n

D @k — ze-) VI + (1))

k=1

T Z Y . Z
) M%L’me na m}fsh jeji geometrickou formu, zndmou ze stiedoskolské latky: soucet délek dvou
stran FrOJuhelmku je vétsi nebo roven délce jeho tfeti strany, pfi¢emz rovnost nastane v pripadé
ze trojuhelnik prejde v usetku. 7
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Oznatme h = /1 + (f")? na (a,b). Pak plati

s(h; D) < > (ak — wk-1)V1+ (F'(¢))* < S(h D),

k=1

a pokud je h € R(a,b), lze piejit k supremu pfes D(a,b) a tak obdrzet pro délku
grafu L(f;a,b) vzorec

b
L(fia,b) = LF) = ) [ I+ (F@) de.

AniZ bychom provadéli dalsi zkoumani, poznamenejme, Ze je pfirozené tuto defi-
nici roz&i¥it a definovat L(f;a,b) analogicky iv pripadé, 7e integral vpravo existuje
jako integral Newtoniv.

Poznamka 10.4.4. Analogicky jako jsme pfi vySetfeni délky kiivky dospéli ke vzorci

b
L(fia,b) = / VT @)rdz,

Ize definovat povrch P a objem V rotatniho télesa T frot C R®, vzniklého rotaci ,pod-
grafu“ spojité kladné funkce f na [a,b] ,kolem osy . Téleso T frot je definovdno pomoci
vztahu

T feon = {2, 9, %] € R 2 +2° < fi(z), z € [a,b]} -

Definujeme

b
V(wat;a»b) ::W/bf2§ a P(Tfrot;a7b) 22271'/ fV1+(f/)2a

pokud existuje integral na pravé strané defini¢nf rovnosti, at jiz v Riemannové & New-
tonové smyslu.

Tak lze eventualnd uréit nap¥. délku polokruZnice, ¢i povrch a objem specidlné polo-
sené koule v R?. Na rozdil od délky kiivky chépeme vzorce jako ,z nebe spadlé“ definice.
Pokud bychom se opfeli o ndzor a pracovali napf. s télesu opisovanym a vepisovanym
koneénym sjednocenim valeckd Ci ¢asti kuzelovych ploch, dospé&li bychom ke shodé vzo-
reckd s ,intuitivn{ pfedstavou®.

Piiklad 10.4.5 (délka kruZnice). Necht f(z) = vr? — z2, z € [—r,r]. Pak plati

2 2

—X T T

f'(2) = 1+ (f'@) =1+ 3

T2 — a2’ r2—gz2 r2-—z?’
Proto pro délku polokruZnice o rovnici y = v r2 — x2 plati

T ordo zq"
L(f;—r,1) = —_—= [rarcsin—] = T
s =T Y .

Odtud dostavame pro délku O(k) kruZnice k o rovnici 22 +y? =% r > 0 vzorec
O(k) = 2mr.

z=—7
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Piiklad 10.4.6. Rotaci podgrafu funkce f z pfedchézejictho pfikladu vznikne koule
K := T frot 0 rovnici 2 +yP+ 22 < r3. Spo&teme jeji objem
T2 2 2 22" 4
VIK)==n | (r —z)dm:w[rr———] = —mr’.
—-r

Piiklad 10.4.7. Vypodet pro povrch koule K dava

p(K)=2W/’ rvr? —2?dz
- 1/7.2_2:2

Priklad 10.4.8. V tvodni kapitole jsme se zminili o tom, Ze to byl jiZz ARCHIMEDES
(287 — 212 pred n. 1.), ktery jako prvni dokdzal, Ze konstanty imérnosti, vyskytujici se
ve vzorcich pro obvod a obsah kruhu, splyvaji (étenaf to nemusi shleddvat jako zajimavé,
kdy# vi, e se v obou t&chto vzorcich vyskytuje jako konstanta amérnosti 7). Imitujte
tento dikaz tim, Ze dokdZete rovnost

d T
%:2/‘ VT2-'.’L'2dx.
—r VT — X -

Jiz diive jsme se nékolikrat setkali s &islem 7. Ukdzeme si jednu ,teoretickou
aplikaci®.

= 2rmr[z]220, = 4mr”.

T

Ptiklad 10.4.9. Definujme I, := fo%" sin" zdz (n € No). Pro n > 1 polozme
F(z)=sin""'z, g(z)=sinz,
f(z) = (n—1)sin" *zcosz, G(zx)=—cosz,
takze podle Véty 10.3.13 plati
b

i 1}
In:_[sinn—lzcosx]gﬂ+(n—1)/ sin" ?zcos’wdz =
0

ix
2
=(n-1) / sin"?z(1 —sin’z)de = (n— 1)In_2 — (n— 1)1,
0 .

a je tedy

nIn == (n_l)In—Zy In = n-lIn_z.
n

7 této rekurentni formule plyne ihned pro sudd n € N (n = 2m, m € N)

2m—1 2m—3 2m—5 1

om '2m—2'2m—4"'§l"’ (10.23)

aprolichin,neN n>1(n=2m+1, meN)

Ipm =

2m '2m—2.2m—4 21
om+1 2m—1 2m—3 3" (10-24)

Tyto dva vzorce uréuji I, pro kazdé celé n € N, protoZe je

I2m+1 =

1 il
3%® 1. 27 lr
IOZ/ de =[z]¢" =7, I1=/ singdr = —[cosz]¢ =1.
0 0
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Poznamka 10.4.10. Piiklad 10.4.9 vede k zajimavému vyjddreni ¢isla . V intervalu
[0,7/2] je 0 < sin <1, a tedy je (sin)™ > (sin)™*! a nap¥. Véta 10.3.10 ddva pro m € N
nerovnosti Tom > Iom+t1 > Iom+2, tj. podle (10.23), (10.24)

1-3~5...(2m—1)z> 2-4-6...(2m) >1-3<5...(2m—1)(2m+1)z
2.4.6..(2m) 2-357.02m+1) - 2-4:6...2m@2m+2) 2

Odtud snadno dostaneme

T (_2:46...(2m 21 S 2m+l
2=\135..2m-1)) 2m+1~2m+2 2

Z odvozenych nerovnosti podle Véty 2.3.2 obdrzime pfi m — oo

. 2.4-6...(2m) \* 1
”/2_725‘10(1-3.5...(2m—1)> 2m+1

= T 2:2-4-4-6-6---(2m) - (2m)
“moeo1:3:35:5 7 (2m—1)- 2m+1)

. (10.25)

Nésobime-li zlomek vpravo vyrazem (2m + 2)/(2m + 1), ktery mé pro m — oo limitu 1,
dostaneme

2

m/2 = lim

2- 6 2m - 2m - (2m+2)
m—oo 1-3-3 7

A..‘(.Q-m—l) 2m+1)-(2m+1)"

4-4:6 (10.26)
Oba tyto vzorce (10.25), (10.26) davaji tzv. Wallisovu formuli.

.5-

Historickd poznamka 10.4.11. Vzorec odvodil JOHN WALLIS (1616 — 1703) r. 1655,
aviak podstatné jinym zptisobem ne? my v pfedchozi poznadmce. N&kolik generaci ma-
tematikid povéleéného obdobi se uéilo analyzu p¥evédzné z utebnic VOITECHA JARNIKA
(1897 — 1970). Jarnik byl velmi zruény poltaf a tak neni divu, Ze pocetni partie jeho
udebnic jsou skvéle napsany. Pfedchéazejici priklad a pozndmka jsou nepatrné upraveny
kracenim textu jeho uéebnice [3], str. 73.

10.5 Technika slepovani

Pomérné ¢asto se setkdvame s pfipadem, kdy nadm existenéni véta zajistuje exis-
tenci primitivni funkce ke zkoumané funkci, ale poCetni metoda ndm ji pfimo
neposkytuje. Pomineme-li pfipady, kdy tuto primitivni funkci neumime pomoci
nam zndmych funkei vyjadiit (napf. k funkcim exp(—=?) & (logz)™'), zbudou
jesté napi. dilezité pripady vyzadujici ,lepeni“. Princip ,lepeni“ primitivnich
funkeci si objasnime na jednoduchém prikladé.

Priklad 10.5.1. Oznacme
f(z) = dist(z, {2k;k € Z}) ,
kde vzdélenost dist bodu # od mnoziny M je definovdna pomoci vzorce

dist(z, M) = inf{|z — y|;y € M}.

10.5. TECHNIKA SLEPOVAN| 273

Snadno nahlédneme, zZe plati

f(z) =z, ze€[0,1], fl@)=2-z, z€][l,2],
r—2, v€([2,3], flz)=4-z, z€[3,4],...

a ze f je 2-periodickd funkce na R, jejiz graf zndzornuje nésledujici obréazek.

Obr. 1.

Bez obtizi spoéteme, ze F(z) = 2%/2, z € (0,1), je primitivn{ funkef k funkei f
na intervalu (0,1) a lim,—,1_ F(z) = 3. Pokud bychom nyni definovali funkci
G(z) =2z —2%/2, z € (1,2), pak limy,1, G(z) = 3/2. Proto dale polozme
Gi(z) = G(z) — 1 a definujme

F(z), =z€(0,1),
Fi(z) = %, z=1,
Gl(iL'), T € (1,2)

Oznafme shodné I} 2-periodické roz§ifeni pravé definované funkce z intervalu
(0,2) na R\ {2k; k € Z}. Jeji graf je zndzornén na nésledujicim obrazku.

1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 2.

Nyni definujme po ¢astech konstantni funkci A, jejiz ,skok“

h(z+) — h(z—) = lim h(t) — lim h(¢)

t—z+ t—z—
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I
‘ ve ,zbyvajicich“ bodech 2k, k € Z, je jednotkovy 8y
x

1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 3.
Funkci Fy = F; + h ji# lze spojité rozéffit na R (hodnotami h(2k) = k, k € Z)
a je to primitivni funkce k f na R. Zde ,slepovdnim® rozumime nalezeni h tak,
aby po pfitteni h bylo mozno funkci Fy = Fy + h spojité rozsifit na R.

e

vvvvvv

pozdgjsi dobu (srovnej s Piikladem 8.3.19). Poznamenejme, Ze s piiklady tohoto
typu se zpravidla programy typu Mathematica, nebo Maple °) (programy pro

8) Hranatd zavorka op&t zna&i funkci celd Cast.
9) Zde je nutno poznamenat, Ze relativné mén& komplexni a nepomé&rné lacin&j§i Derive je
zvlada.
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computer algebra“, coz je nevhodny, nicméné standardizovany nézev, ktery proto
radéji neprelozime) neuméji vyrovnat.

Piiklad 10.5.2. Uréete primitivni funkei k funkci

_ 1
" sinz+2’

f(z) z € R. (10.27)

V Kapitole 8 v Piikladu 8.3.19 jsme se dostali az k vyjddieni

/ dz 2 2tg(z/2) +1 . Fz)

= — arctan

sinz+2 /3 V3

proz € ((2k—1)m, (2k+1)7), k € Z. Nyni postupujeme déle jako v Pfikladu 10.5.1.
Spocteme limity

(10.28)

; . _L i _
a:—1>lr_n7r+ F(w) o \/§ ’ wl—l>r1rr1_ F(iL‘) -

Z vysledku plyne, ze (zobecnény) pfirtistek F' na intervalu
&ini 27/+/3. Sestrojime funkci

~ 5_\*

-7 + 2k, + 2km)

2t |z 47
V3Ll 2r |’

jejimz pii¢tenim k nalezené funkci F' ziskdme funkci Fy na R\ {(2k +1)7; k € Z},
ktera mimo tyto body mé za derivaci funkci f a kterd je spojité rozsiritelnd na R.
Na libovolném omezeném intervalu (a,b) je toto spojité rozsifeni F> zobecnénou

primitivni funkci k funkci f, a tedy i primitivni funkei k f. V bodech ,,lepeni“' to
proto nemusime ani ovéfovat vypoctem. Proto je

Fy(z) = f(z), zeR.

Funkce F; je tedy spojitym rozsifenim funkce

2 2 2)+1 2
— arctan 2g(@/2) +1 + il [I; =
s

V3 V3 V3

na R. Koneéné kazd4 jin4 primitivni funkce k f na R se od F3 lisi jen o aditivni
konstantu.

] , zeR\{(2k+1)m; ke Z}

10.6 Existence Newtonova integralu

Priklad 10.6.1. UkaZme elementdrné, ze existuje

(/\/)/Ooo sinxdx.

Z




