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Pozniamka 10.1.18. Je-li f stejnomérné spojitd v I, je spojitd v kazdém bodé
z € I. Je-li obracené f spojita v kazdém bodé z € I, pak pro kazdé = akazdée > 0
existuje § = §(z) > 0 tak, Ze pro viechnay € I, |z —y| < d plati | f(y) — f(z)| < e.
Ziejmé je tedy & zdvislé na z € I. Stejnomérnd spojitost funkce znamend, Ze
k danému € > 0 existuje ,univerzalni 6 takové, Ze je splnéna podminka spojitosti
s timto § v kaZzdém bodé z € I.

Véta 10.1.19 (Heine 1872). Necht f € C([a,b]). Potom je f stejnomérné spo-
jitd v [a,b].

Diikaz. Necht f neni stejnomérné spojita na [a,b]; ukdzeme, Ze tento predpoklad
vede ke sporu. Pak totiz existuje € > 0 tak, 7e pro kaZdé § > 0 existuji z,y € [a,b],
pro néz plati

oyl <8 azdroven |f()— f)l>e.
Tady k &sltm § = 1/n, n € N, existuji body z,, y. tak, Ze

|Tn —yn| <1/n a |f(zn) — fyn)l 2 €.

Protoze {z,} je omezenéa posloupnost, existuje takova posloupnost {zn,} z ni
vybrand, zZe

lim z,, =zo, kde z¢ € [a,b].
k—o0

Ziejmé plati 1 limy— o0 Yn, = Zo a je

|[f(zny) — flyni)| > €.

Aviak f je spojitd v zo, a plati tedy

lim f(il?nk) = f(ilT()) = klgrgo f(yme) ’

k—o0
coz déva potiebny spor. Tim je tvrzeni dokdzano. O

Historickd pozndmka 10.1.20. Cauchyho dikaz Lagrangeovy véty, ktery jsme volné&
reprodukovali v Historické pozndmce 5.2.16 miZeme nyni okomentovat podrobnéji. Misto
[1!] je pfekonatelné diky stejnomé&rné spojitosti derivace, ovSem jen pii dneSni darovni
znalosti. Bez nich v8ak zUustava v ditkaze ,dira“. ProtoZe Cauchy predpoklédal spojitost
derivace (viz [F1]) na [a,b], mohl tedy pouzit Vétu 4.3.33 (jeji tvrzeni bylo pokladano
za z¥ejmé, a tak mohl p¥ekonat misto [3!] na tdrovni soudobych pfedstav, i kdyZ ne
zcela korektn&). Véta o nabyvani extrémdi, potfebna pro prekondni [2!] byla korektné
dokézéna az pozdéji a bez spojitosti f by neplatila.

Vsimnéme si je§té blize stejnomérné spojitosti, kterd je uzite¢nd i v jinych
souvislostech. Plati napf. néasledujici tvrzeni:
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Véta 10.1.21. Funkce f je stejnomérné spojitd v (a,b), prdvé kdyZ existuje jeji
spojité rozsiteni na [a,b].

Diikaz. Existuje-li spojité rozsifeni f; funkce f na[a,b], je fi stejnomérné spojita
funkce a tedy i restrikce f = fi|(a,b) je stejnomérné spojita. Je-li f stejnomérné
spojit4, je splnéna Bolzano-Cauchyho podminka z Véty 4.3.13 pro existenci vlast-
nich limit

fla) = lim f(z), f(b):= lim f(z);

T—ray z—b_

pomoci téchto hodnot je definovano spojité rozsifeni f na [a,b]. |

10.2 Riemanntv integral

Po vice nez sto let po objevech ISAACA NEWTONA (1643 — 1727) byla integrace
chapana prevazné jako inverzni operace k derivovani. Vztah k ploSe pod grafem
funkce byl také znam, ale teprve s vyvojem znalosti se ukdzalo, ze je tuto plochu
mozno pomoci integralu definovat.

Prvnim, kdo se pokusil o modernf ¥eSeni problému integrace, byl Cauchy. Pra-
coval se spojitou funkci na intervalu [a, b]; k popisu Cauchyho definice zavedeme
pojem, ktery vyuZzijeme i v dalsim vykladu.

Definice 10.2.1. Necht n € N a necht {zx;k = 0,1,...,n} je konetnd mnozina
bodt z intervalu [a, b] takovych, Ze je

a=20 <21 < < Tp_1<Tp=>=.

Tuto mnoZinu nazyvame délenim intervalu [a,b]; budeme pro déleni uzivat struc-
né&jsi zapis 2)

De=f{a=1zy €% Tr» < my="0}: (10.2)
Intervaly [zx—1,2k ], K = 1,...,n, nazyvame délicimi intervaly déleni D. Cislo
v(D) := max{zy — zp—1;k=1,...,n} (10.3)

se nazyva norma déleni D.

Historickd poznamka 10.2.2. Uvedeme nejprve puvodni definici integrélu, kterou
pouzival Cauchy. I kdy% je definice zcela obecnd, uZival ji prakticky pouze pro spojité
funkce.

2) Ctenaf by si mél uvédomit, Ze jsme se sezndmili s dalsi licenci. Déleni intervalu je jeho
kone¢na podmnozina véetn& usporadani, p¥ifemz jeji extrémy splyvaji s krajnimi body intervalu.
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Definice 10.2.3 (Cauchy 1823). Funkce f se nazyva integrovatelnd (dle Cauchyho)
na intervalu [a,b] a hodnota jejiho integrdlu je rovna &islu V' € R, jestlize plati: pro
kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze

v(D) < §= ] V=3 flar-1)(ex — 1) | <.
k=1

Je-li splnéna tato podminka, definujeme *)

/abf(m)dcc =V.

Pozdgji se zadal problémem integrace zabyvat BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866),
kterému vdédime za jiny zorny thel pohledu: nepfedpokladal & priori, Ze funkce f, kterou
chceme integrovat, je ,pékna“ (napf. spojitd); kladl si naopak otazku, jaké ,minimdlni®
vlastnosti funkei zaruluji jejich integrabilitu. Jeho p¥istup se déle vyvijel, az dosdhl
dnegni, do jisté miry standardizované, podoby; tento postup pouZzijeme pro dalsi vyklad.

V dalsim vzdy piedpokladéme, ze funkce, se kterymi pracujeme, jsou omezené
na intervalu [a,b]. '

Definice 10.2.4. Ozna¢me nejprve m := inf{f(z);z € [a,b]} a polozme dale

M := sup{f(z);z € [a,b]}. Pro d8leni D = {a = 2o < 1 < -+ < T = b}
intervalu [a, b] necht

my = inf{f(z);z € [Tr_1, 2]}, My :=sup{f(z);z € [zr_1,2x]}. (10.4)

Definujme

s(f; D) == ka(iﬂk - z5-1), S(f;D):= ZMk(xk — By-1) (10.5)
k=1 k=1

Cisla s(f; D) a S(f; D) se nazyvaji dolni a horni soucet pro funkci f a déleni D.

Lemma 10.2.5. Pro libovolnou omezenou funkci f a libovolné déleni D intervalu
[a,b] plati

m(b—a) < s(f; D) < S(f; D) < M(b—a).
Dikaz. Nerovnosti dostaneme seétenim nerovnosti
m<mp < M <M

nasobenych é&isly (zy — zx—1) prok=1,...,n. |

3) D4 se ukézat, ze pak je V urfeno jednoznacné.
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Oznacéeni 10.2.6. Vechna déleni D intervalu [a, b] tvori systém, ktery budeme
znatit D(a,b). Je-li Dy, Dy € D(a,b), pak ‘

D, < D», plati-i D; C Do

(déleni D1, D4 jsou tedy Castetné uspordaddna pomoci inkluze mnozin jejich déli-
cich bodt). Délen{ Dy se nazyvé zjemnéni déleni Dy. Je-li D1 < D, Dy < D, kde
D, Dy, Dy € D(a,b), nazyvé se D spole¢nym zjemnénim déleni Dy a Ds.

Lemma 10.2.7. Je-li D1 < D», pak pro omezenou f na[a,b] plati
s(f; D1) < s(f;D2) < S(f;D2) < S(f;D1) -

Diikaz. Necht Dy = {zg < 71 < --- < z,} € D(a,b). Je-li Dy = Dy U {z*} a z*
neni délicim bodem D;, pak existuje takové k, ze z* € (zp_1,zy). Pak zfejmé
plati

sup{f(z);z € [zr—1,2" ]|} (2" — zx—1) + sup{f(z);z € [z*, 2% ]} (zx —2") <

< My(zkp — Tp—1)

a ostatni ¢leny konednych souéti, definujicich pfislusné horni soucty, se neméni.
Obecné 1ze prechod od D; k Ds provést postupnym pridavanim konecné mnoha
bodt z D5 \ D; a analogickou tvahou jako vySe. Stejné se dokéze i nerovnost pro
dolni soucty; zbytek je jiz ziejmy. O

Lemma 10.2.8. Pro libovolnd dvé déleni Dy, D2 € D(a,b) a libovolnou omeze-
nou funkci f na [a,b] plati

s(f; D1) < S(f; D2).- (10.6)

Diikaz. Je-li D spoletné zjemnén{ D; a Dy (napf. 1ze polozit D = Dy U Ds; smysl
je zfejmy), pak plati

s(f;D1) < s(f; D) < S(f;D) < S(f;Da),
coz dava nerovnost z tvrzeni. O

Definice 10.2.9 (Riemann 1854, Darboux 1875). Oznalme pro kazdou (dle
umluvy omezenou) funkci f definovanou na intervalu [a,b]

In(f;a,b) = inf{S(f; D); D € D(a,b)},
Ii(f;a,b) = sup{s(f;D); D € D(a,b)}.

Plati-li 14(f; a,b) = I(f; a,b), pak definujeme I(f;a,b) := I4(f;a,b) a nazyvame
hodnotu I(f;a,b) Riemanniv integrdl funkce f na intervalu [a,b]. PiSeme pak

b
®) / f(z)dz = I(f;a,b).
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Cisla I,(f; a,b) a Ii(f;a,b) se nazjvaji horni a dolni Riemanniv integrdl; pokud
I (f;a,b) a I4(f;a,b) nesplynou, pak iikdme, 7e Riemanntiv integrél funkce f na
intervalu [ a, b] neexistuje.

Poznamka 10.2.10. Zfejmé plati Is(f;a,b) < In(f;a,b), coz dostaneme z (10.6) pre-
chodem k supremu pies D(a,b) na levé strand (10.6) a pak pfechodem k infimu pres
D(a,b) na pravé strané (10.6). Riemanniv integrdl ndm d4 mo#nost definovat funkcio-
nél P(f; a,b) z Glohy o plose tak, Ze jsou splnény viechny potiebné podminky (vlastnosti)
pro plochu P, které jsme formulovali.

Nadrtnete-li si par ilustrativnich obrazki, snadno nahlédnete, Ze horni a dolni soucty
jsou pfirozenymi odhady plochy P(f;a,b). MiiZeme na né pohlizet té7 jako na integraly
specidlnich po ¢dstech konstantnich funkci, které shora ¢ zdola omezuji funkci f. V dal-
Sim textu budeme v celém tomto oddilu vynechévat (R) pfed znamenim integrélu.

Historickd poznamka 10.2.11. JiZ jsme se zminili o tom, 7e vedeme vyklad pfes mo-
difikovanou definici Riemannova integralu; jeho autorem je Darboux. Riemanntiv pristup
piiblizime pfimo citdtem z jeho habilitaéni prace Uber die Darstellbarkeit einer Funktion
durch eine trigonometrische Reihe z r. 1853 (podrobngji viz napk. [6], str. 59).

»INeurcitost, kterd je$té v n&kterych zakladnich bodech teorie uréitého integralu pa-
nuje, nds nuti predeslat néco o pojmu uréitého integralu a o rozsahu jeho platnosti.

Tedy za prvé: Co se m4 rozumét pod f: f(z)dz?

Abychom toto stanovili, zvolme mezi a a b sefazenou dle velikosti fadu hodnot
T1,Z2,...,Tn-1 a oznaéme kvili krdtkosti z; — a znakem 41, T2 — z; znakem 8o, ..
b— z,-1 znakem d, a bud e kladny pravy zlomek. Potom hodnota sou&tu

¥ 1

S=0d1f(a+e101) +d2f (21 + €202) + 63 f (2 + €303) + - - + 6 f (Tn—1 + Enbn)

bude zdviset na volb& parametrt § a veli¢in . Bude-li nyni mit (ten soucet) tu vlastnost,
Ze at jsou zvoleny § a € jakkoli, bude se nekoneéné bliZit pevné hranici A, jakmile budou
vSechna § nekone¢né mald, pak se tato hodnota (tj. A) nazjva fab f(z)dz.

Kdyz tuto vlastnost nemd, pak nema fab f(z)dz vyznam.“

Srovndme-li nyni Cauchyho definici a Riemannovu definici, bere Riemann pri vy-
Cisleni souctu hodnoty f nikoli v pocdteénich bodech délicich intervalt, ale v libo-
volné zvolenych bodech zy—1 + €10 t&chto intervald, a pozaduje, aby po limitnim
pfechodu vzhledem k normé dé&leni vyslednd limita existovala a nezivisela na jejich
volbé. Nazveme-li souty tohoto typu integrdlnimi souéty, tj. polozime-li pro libovolné
déleni D = {z0 < 1 < --- < za} intervalu [a,b] a ¢ = (C1,--.,¢n), takové, Ze je
Ck € [Th—1,2k],

o(f;D,¢) =Y f(¢k) (e — k),
k=1

plati zfejmé pro vSechna déleni D € D(a, b)
s(f; D) <o(f;D,¢) < 8(f;D).

Neni obtizné si rozmyslit, Ze oba popsané p¥istupy (tj. Riemannfiv i modifikace Darbou-
xova) vedou k témuz pojmu.
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Véta 10.2.12 (Du Bois Reymond 1875, Darboux 1875)j Necht f je ome-
zend funkce na intervalu [a,b]. Potom pro kaZdé € > 0 ezistuje D € D(a,b) tak,

Ze plati
S(f;D) —s(f; D) <k, (10.7)

pravé kdyZ ezistuje Riemanniv integrdl

/b f(z)dz . (10.8)

Dikaz. Pokud existuje integrél, lze sestrojit déleni DT, D3, n=1,2,.. . tak, 2(’3
posloupnost {s(f; D7)} je neklesajici, posloupnost {S(f; D2)} nerostouci a plati

s(f; D) = La(f;a,0),  S(f;D3) = In(f;a,0).
Pro spole¢n zjemnéni D", D} < D™, D3 < D™, n € N, pak plati
S(f;D™) = s(f; D™) — In(f;a,b) — La(f;0,0) =0,
z &eho? plyne uvedend podminka. Je-li naopak splnéna tato podminka, pak plati
In(f;a,b) — I(f;a,b) <€
pro viechna € > 0 a zbytek je ziejmy. O

Pi#iklad 10.2.13. Necht plati m € N, A = {z1,... ,zm}, A C [a,b], a necht
f(z) = 0 pro viechna z € [a,b]\ A. Potom plati

/bf(:c)daz =0.

Zvolme pro kazdé n € N takové déleni D, € D(a,b), aby pro k = 1’, L platilo,
zi — zp—1 = v(Dyn) = (b — a)/n; takové déleni, kterému se ifké ekvidistantni
déleni, je jednozna&ng uréeno. Oznatme M = sup{|f(z); =z € [Va,b]}. Poton{
kazdy z bodl 1, ... , Zm lezi nejvyse ve dvou délicich intervalech déleni D a plati

lim s(f;D,) > le (=2Mm(b—a)/n) =0,
n—oo n—oo

lim S(f;Dn) < le 2Mm(b—a)/n) =0,
n—oo n— oo

a tedy i
lim (S(f;Dn) —s(f; Dn)) =0.

n—oo

Odtud plyne, e zkoumany integrél existuje a jeho hodnota je rovna 0.
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Pf‘ikl?dy 10.2.14. 1. Je-li 0 charakteristickd funkce Q v R, pak neezistuje Rie-
manniv integral funkce § pies interval [0, 1]. Skute¢né, plati

s(8; D) =0 < 1= S(5; D)

pro libovolné zvolené D € D(0,1), a tedy I4(5;0,1) = 0, I(6;0,1) = 1. Jak jiz
vime, funkce ¢ je zndma pod jménem Dirichletova funkece.

2. Necht ¢ je Riemannova funkce, definovana v Ptikladu 4.2.9. Potom plati

/Olg(a:)dx =0.

Ziejmé je s(o, D) = 0 pro vSechna D € D(0,1). Pro kazdé ¢ > 0 je mnoZina
{z € [0,1]; o(z) > €} konend. Zvolme &€ > 0. Rovnost bude dokazéna, jestlize
popiéeme konstrukci déleni D takového, aby S(o, D) < e. Lze napf. postupovat
jako v Prikladu 10.2.13 a stejnym obratem pro ekvidistantni d&leni D,, € D(0,1)
intervalu [0, 1] na n délicich intervald (n € N) dokézat, Ze lim,_,oo S(0; D,) =, 0.
Detaily dikazu pfenechdme &tendfi k rozmysleni. Je vhodné si poviimnout, e
funkce ¢ neni spojitd v Zadném bod& intervalu [0, 1], zatimco ¢ je spojitzi’ ve
vSech bodech mnoziny [0,1]\ Q.

Véta 1.0.2.15. Necht f je funkce definovand na intervalu [a,b] a necht je spinéna
aspon jedna z podminek

(1) fec(a,b)), (2) f je monoténni na [a,b].
Potom integrdl fab f(z)dz existuje.

DV'LZkalz. \Y% o.bou piipadech je funkce f ziejmé omezend na [a,b]. Je-li v(D) norma
déleni D (viz (10.3)) a my, M}, jsou definovany jako v (10.4), pak

S(f;D) - s(:D) < 3 My —my) - (D).

k=1

Je-li nyni naptiklad f neklesajici na [a,b], pak lze v(D) ze souétu vpravo vytknout
a vyraz vlevo odhadnout shora &islem v(D) - (M —m) = v(D)(f(b) — f(a)) ).
Protoze lze pro libovolné e > 0 volit v(D) tak, ze v(D)(f(b) — f(a)) < &, plati
tvrzeni podle Véty 10.2.12. UvaZzujme p¥ipad f spojité na [a, b]. Potom je f,podle
Véty 1[0.15)1]9 i stejnomérné spojitd v [a,b] a lze k € > 0 volit § > 0 tak, Ze pro
x) y E a’

|z -yl <d=|f(z) - f(y)l <e.

%) V obecném piipadé odhadneme pomoci v(D)|f(b) — f(a)|.
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Odtud ale plyne, e pro kazdé déleni D, pro néz v(D) < d, plati
n

S(f; D) - s(f; D) < ey (wk —ap-1) =€(b—a).
k=1

Odtud opét plyne existence integralu pomoci Véty 10.2.12. O

Poznémka 10.2.16. Zamysleme se nad Pifklady 10.2.14. MnoZina A := Q N [0,1]
je dosti velkd v tom smyslu, ze kazdy (otevieny) interval I C [0,1] obsahuje dokonce
nekoneénd mnoho bod@ mnoziny A. Je viak zaroved v jistém smyslu mald, nebot ji
Ize pokryt spocetngm systémem (otevienych) intervali, soucet jejichz délek je libovolné
maly. Skute¢nég, sefadime-li prvky A do prosté posloupnosti {r»} a zvolime-li libovolné
e > 0, Ize polozit I, = (r1 —e/2%,m1 + €/2%) a obecné pro n € N

In = (rn — /2" rn +g/271).

Systém intervalt {I; n € N} zfejm& pokryvd A. Protoze délka d, intervalu I, je rovna
g/2", plati
1

d_eoo 1 e _
2 “_5227_51—1/2‘5’

n=0

a tedy je soucet délek vsech intervalt I, libovolné maly. To nds vede k pojmu, ktery
nyni budeme definovat.

Definice 10.2.17. Je-li A C R takova, %e existuje jeji pokryti spocetné mnoha otevre-
nymi intervaly o libovolné malém souctu délek, ¥ikdme, ze A mé nulovou (Lebesgueovu)
miru. Zapisujeme to pomoci vztahu A(A4) = 0.

Poznamka 10.2.18. Lebesgueova mira A je zobecnénim délky intervalu, takze plati
MI) = b — a pro jakykoli interval o koncovych bodech a, b. Je to pojem dosti slozity,
zatim vystadime pouze s predchézejici definici. Plati nésledujici véta, kterou nebudeme
dokazovat, popisujici jinou nutnou a postacujici podminku pro existenci Riemannova
integralu. Véta v podstaté pochézi jiz od Riemanna, i kdy? pojem miry se konstituoval
mnohem pozdéji. V uvedené verzi ji dokdzal HENRI LOUIS LEBESGUE (1875 — 1941)
v praci [4] z r. 1904. Poznamenejme, Ze zajimavejsi je pro piipad vicerozmérné integrace.

Véta 10.2.19. Necht funkce f je definovdna na intervalu [a,b]. Potom ezistuje Ri-
emanniv integrdl z f na [a,b], prdvé kdyZ md mnoZina bodd D nespojitosti funkce
f va,b] nulovou miru.

Priklad 10.2.20. Je vcelku zfejmé, Ze je-li A C [a,b] libovolnd spocetnd mnoZina, mé
nulovou miru. Pfedvedeny dikaz, ktery jsme pouZili pro specidlni mnozinu A, lze beze
zmény provést pro obecnou mnozinu A.

Snadno lze té7 definovat funkci f na [a,b] tak, Ze neni spojitd prdvé v bodech mno-
7iny A. Stad vytvofit prostou posloupnost {z.} vSech bodi A a pro libovolnou neros-
touci posloupnost &sel a, > 0, an — 0 definovat f(zn) = an, n € N a f(z) = 0 pro
viechna z € ([a,b]\ A). Takto definovand funkce se n&kdy nazyva zobecnénd Rieman-
nova funkce. Neni obtizné dokazat (podobnym zptisobem jako pro Riemannovu funkei,
dokonce jednoduseji), 7e takto definovand funkce mé na [a, b] nulovy integral.
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Oznaéeni 10.2.21. Ozna¢me R(a,b) ®) mnoZinu viech (omezenych) funkci defi-
novanych na intervalu [a,b], pro které existuje Riemanntv integral na intervalu
[a,b]. V dalsich tvrzenich odvodime vlastnosti tohoto integrdlu, které budeme
pozdéji interpretovat ve formé nésledujiciho jednoduchého tvrzeni o funkciondlu,
tj. zobrazeni

A:fes (R)/bf(as) dz, feR(ab). (10.9)

Véta 10.2.22. Riemanniv integrdl (presnéji: funkciondl A definovany vztahem
(10.9)) je nezdpornym linedrnim funkciondlem na linedrnim prostoru R(a,b).

Lemma 10.2.23. Je-li f € R(a,b), f >0, pak také plati A(f) > 0.

Dikaz. Jelikoz jsou ziejmé viechny dolni soulty s(f; D), D € R(a,b), nezdporné,
je nezdporné i jejich supremum, tj. A(f). |

Véta 10.2.24. Necht f,g € R(a,b). Potom téZ plati f + g € R(a,b) a
b

b b
/ (f(z) + g(z))dz = / f(z)dz +/ g(z)dz . (10.10)
Diikaz. Nejprve dokdZeme, Ze plati implikace
f,9 € R(a,b) = f+ g € R(a,b).

Uvazujme délici intervaly [ zx—1, 2] déleni D = {zo < -+ < z,}. Pro né plati
prokazdé k=1,...,n

sup{f(z) + g(z)} < sup{f(z)} +sup{g(z)},

kde supremum bereme vzhledem k intervalu [ z—1, ) ]. Analogické nerovnosti lze
dokézat pro infimum. Z nerovnosti snadno dostaneme

s(f; D) +s(g; D) < s(f +9;D) < S(f+¢;D) <S(f; D) +S(g; D), (10.11)
z ¢ehoZ vyplyva odhad
S(f +g;D) — s(f +g;D) < (S(f; D) — s(f; D)) + (S(g; D) — s(g; D)) -

Odtud pomoci Véty 10.2.12 dostaneme dokazovanou implikaci. Rovnost (10.10)
dostaneme snadno z (10.11) pfechodem k supremu na levé strané nerovnosti a pak
k infimu na pravé strané nerovnosti, vidy pfes mnoZinu viech déleni D(a,b). O

Véta 10.2.25. Necht f € R(a,b). Potom pro viechna c € R plati

b b
/cf(z)dx :c/ (@) de . (10.12)

5) Nepiseme R([a,b]), nebot R(a,b) je stru¢ngjsi. Viz také Pozndmka 10.2.31.
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Diikaz. Tvrzeni ziejmé plati pro ¢ = 0. Pro ¢ > 0 plati déle rovnosti
S(cf; D) =cS(f; D), a s(cf;D)=cs(f;D).
Je-li ¢ < 0, plati S(cf; D) = cs(f; D) a s(ef; D) = ¢S(f; D). Odtud jiz snadno
obdrzime (10.12). O
Lemma 10.2.26. Funkciondl A je neklesajici, tj. pro f,g € R(a,b) plati
f<g= A(f) < Alg).

Diikaz. Jsou-li f,g € R(a,b), pak z V&t 10.2.24 a 10.2.25 vyplyvé, Ze rovnéZ plati
(g—f) € R(a,b). Z (g— f) > 0 plyne podle Véty 10.2.23 a V&ty 10.2.24 i nerovnost
A(g) — A(f) = A(g — f) > 0, ¢imZ je tvrzeni dokdzdno. O

Monotonie funkciondlu A mé jeden zajimavy disledek. Nejprve pfipomeneme jiz
dfive uzivané oznaceni.

Oznaceni 10.2.27. Pro a € R jsme zavedli v Pozndmce 1.3.15 jeho kladnou
a zadpornou ¢ast. Podobné zavadime pro funkei f kladnou ¢dst funkce f a zdpornou
édst funkce f vztahy

ffrze (f@)t, f :z—(f(z))”, z€Dy.
Snadno nahlédneme, Ze plati

kP
=,

kde fT je kladna ¢ast funkce f a f~ je zdpornd ¢ast funkce f. Rozklad tohoto
typu uzijeme jesté vicekrat.

fr f==1, fl=f+f

Lemma 10.2.28. Jestlize plati f € R(a,b), pak také f*, f~ a|f]| jsou z R(a,b).
Diikaz. Je-li f € R(a,b), pak pro libovolné déleni D € D(a,b) plati
S(f*;D) —s(f*; D) < S(f; D) —s(f; D),
S(f7;D)—s(f7;D) < S(f; D) — s(f; D).

S pouzitim Véty 10.2.12 a predchézejici véty o linearité dostaneme odsud integra-
bilitu funkei f+, f~ a |f]. O

Z monotonie integralu a nerovnosti —| f| < f < |f| dostaneme snadno integraci
nésledujici didsledek:

Dusledek 10.2.29. Pro kaZdou f € R(a,b) plati

/abf(as) dz | < /ab 1#(z)] da . (10.13)
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Specidiné pro f,g € R(a,b) plati

fo@ﬂdm_:Abﬂmyh~§uiﬁf@)_g@ﬂdx. (10.14)

Poznamka 10.2.30. Nerovnost (10.14) ma ndzorny charakter a v Kapitole 12 o metric-
kych prostorech se k ni v Poznadmce 12.5.4 vratime. Viimnéte si, ze jestlize se ,integralng“
mdlo 1ig% funkce f a g, tj. &islo na pravé strané nerovnosti (10.14) je malé, pak je rozdil
jejich Riemannovych integralt rovnéz maly. Dale pokud napf. plati |f —g| < e na [a,b],
Ize integral vlevo v (10.14) odhadnout Eislem (b — a).

Poznamka 10.2.31. Jestlize je g € R(a,b) a f je libovolnd funkce na [a,b], kterd
nabyvé nenulovych hodnot pouze na konecné mnoziné A C [a,b], pak je téz f € R(a,b)
a s piihlédnutim k vysledku P¥ikladu 10.2.13 plati pro h =g+ f

KM@M:L%W+ﬂMM:AZ@M+Lw@M:LE@M.

Zhruba feteno, zména hodnot funkce g v konefné mnoha bodech tedy neovlivni ani
existenci ani hodnotu jejiho integralu (ve skute¢nosti jde o integral z jiné funkce!). Neni
slo¥ité si rozmyslet, Ze miZeme pracovat is Riemannovym integralem pro omezené funkce
definované na omezeném intervalu o koncovych bodech a,b tak, Ze je libovolnym zptiso-
bem roz&i¥ime na interval [a,b]. Z hlediska Riemannova integralu se roz&ifené funkce od
ptvodnich ,neli§i“. Lze dokonce pracovat s funkcemi, z nich# kazd4 je definovdna vsude
v [a,b] mimo néjakou kone¢nou mnozinu. Této konvence uZivat nebudeme, na moznost
jejiho pouziti pouze Ctenafe upozoriujeme.

P#i motivacnich Gvahach k Newtonovu integralu jsme pracovali s nazornymi
_vlastnostmi obsahu ,podgrafu nezéporné spojité funkce®. Uké4Zzeme, Ze 1ze tento
obsah realizovat pomoci Riemannova integralu. Je zfejmé, ze Riemanniv integrél
mé vlastnosti nezédpornosti, monotonie a dava oéekdvany vysledek pro konstantni
funkce. Sta¢i tedy dokézat aditivitu vici oboru.

Lemma 10.2.32. Nechfa,b € R, a < b a f € R(a,b). Potom pro kaZdy interval
[¢,d] C [a,b] plati f € R(c,d).

Dikaz. Zvolme e > 0 a d&leni D € D(a,b) tak, ze pro f a D plati (10.7). Oznacme
D' = (DU{c,d})N[¢,d] ®). Pak také plati S(f; D')—s(f; D') < € pro D' € D(c,d),
coz dévé zaddané tvrzeni. O

Véta 10.2.33. Nechfa < ¢ < b, a,b,c € R, a necht f je funkce definovand na
[a,b]. Potom plati

feR(ac)AfeER(D) . feR(D) (10.15)

6) Zde i dale si Ctendr musi op&t rozmyslit, Ze konetnou mnoZinu uréujici D’ sefadime
vzestupng, ,pretislujeme® a tak ziskdme D'.
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a také rovnost

/be(x)dx ::]Ccf(x)dm +-jcbf<x)dx . (10.16)

Diikaz. Existuje-li integral na levé strané (10.16), pak podle Lemmatu 10.2.32
existuji i oba integraly na pravé strané této nerovnosti. Existuji-li oba integrély
na pravé strand (10.16), pak k € > 0 Ize nalézt D' € D(a,c) a D" € D(c,b) tak,
ze
S(f;D") = s(f;D') <e/2 a S(f;D")—s(f;D") <e/2.
Sestrojime déleni D = D' U D" € D(a,b). Potom téz
S(f; D) —s(f; D) = (S(f; D) = s(f; D)) + (S(f; D") — s(f; D)) <e.
Plati tedy (10.15). Déle lze ke kazdému déleni D € D(a,b) sestrojit ,pfidanim*
bodu ¢ takovou dvojici déleni D' € D(a,c) a D" € D(e,b), Ze pak plati jednak
D =D'"UD" € D(a,b) a také
S(f; D)= S(f;D")+S(f;D"),  s(f; D) =s(f;D') +s(f; D).
Sestrojime-li nyni posloupnost déleni D,, € D(a,b) tak, Ze

S(f; Dn) — s(f; Dn) — 0,

a k D, obdobné zkonstruujeme D) € D(a,c) a D} € D(c,b), dostaneme

b
| #@)de = lim S(7D) = lim (S(4: D))+ S(150) =

n—oo

¢ b
:/ﬂ@m+/f@m.
a c
Tim je dikaz Véty 10.2.33 dokoncen. O

Definice 10.2.34. A% dosud jsme vzdy integrovali pfes interval [a,b] za pred-
pokladu, ze platilo a < b. Jevi se celné definovat

/:f(ac)da: =0

a také

pokud je f € R(a,b).
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Pozniamka 10.2.35. Ctenaf si mize rozmyslit, ze diky této Gmluvé plati vzorec
(10.16) pro libovolnou vzéjemnou polohu bodi a, b, ¢, jakmile existuje Riemanniv
integral na nejdelsim z intervald, na kterych se ve vzorci integruje.

7 vahy, kterou jsme délali v lloze o ploSe na zatatku Kapitoly 8, vyplyva, Ze
funkce

B = / £(8) dt

je pro spojitou nezapornou f € C([a,b]) primitivni funkci k f. Provedeme prak-
ticky stejnou tivahu za obecné&jsich predpokladi.

Véta 10.2.36. Necht f € R(a,b), a < ¢ < b a c je bod spojitosti f. Potom pro
funkci

Fla) = /zf(t)dt,xe[a,b], plati F'() = £(0).

Analogicky pro funkci

b
G(z) := / Ft)dt , z € [a,b], plati G'(c)=—f(c).

Diikaz. Z f € R(a,b) vyplyva podle Lemmatu 10.2.32, Ze funkce F' i G jsou
definovény na [a,b].

Necht e > 0. Ze spojitosti f v bod& ¢ dostavame existenci takového 6 > 0, Ze
jec+8 < baproviechnat € [c,c+6d], h € (0,9), plati jednak

/ " sy / sy = | " rwar,

a déle
fe)—e < f(t) < fle)+e, atedy
—e < f(@t) = f(c) £ TE,
ct+h
eh < / (f(H) - f(@) dt < eh.

Odtud dostaneme jednoduchou upravou
—eh < F(c+h) = F(c) — f(Oh < eh,
a posléze i nerovnost

(F(c+h) = F(e)/h— f(@) < & (10.17)
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Obdobnou ivahu miizeme provést i pro h < 0 a dospét tak pomoci integrace na
intervalu [c + h, ¢,] k nerovnosti

—elh| < (F(¢) = Fe+h)) — f(o)|hl <elh],

2 ni7 opét dostaneme (10.17) i pro h < 0. Odhad (10.17) tedy plati pro vSechna
h € Ps(c) s vhodnym & > 0. Piipad s funkei G se dokéze analogicky. O

Nyni jiz lze dokdzat Vétu 8.1.6, kterou jsme dosud uzivali bez dikazu:

Véta 10.2.37 (Cauchy 1823). Necht f € C(a,b), kde (a,b) C R je libovolny
otevreny interval. Potom ezistuje primitivni funkce F k funkci f na (a,b).

Dikaz. Zvolme libovolné zo € (a,b) a definujme (srovnejte s Definici 10.2.34)
F(z) := / f@t)dt, =zé€(a,b). (10.18)
Zo

Pritom existence integralu pro vechna z € (a,b) je disledkem spojitosti f. Je-li
z € (a,b) \ {zo}, plati rovnost F'(z) = f(z) podle Véty 10.2.36. Déle zvolme
c € (a,b), ¢ < . Potom pro

Fi(z) := /E f(t)dt plati F(z) :Fl(z)+/c f@®dt, ze€(abd),

takze rozdil F — F; je konstantni funkce a podle Véty 10.2.36 plati rovnost
F'(z0) = F{(z0) = f(0)- O

Poznamka 10.2.38. Je uZitetné si uvédomit, jak volba bodu zo v pfedchazejici
vété souvisi s aditivni konstantou, aZ na kterou je primitivni funkce jednoznaéné
uréena. Pomoci (10.18) definujeme tu primitivni funkci F' k f, pro kterou plati
F(.’I)o) =0.

Lemma 10.2.39. Necht f € R(a,b). Potom ezistuje M < oo tak, Ze pro libovolné
dva body z,y € (a,b) plati

y
/ @) dt‘ < Mlz—1y|. (10.19)
z
Je-li specidlné funkce f z Véty 10.2.37 omezend, je primitivni funkce definovand
vzorcem (10.18) stejnomérné spojitd na (a,b).

Diikaz. Je-li |f| < M na [a,b], pak je odhad (10.19) jednoduchym disledkem
(10.13) z Lemmatu 10.2.29. O



