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Text je vybérovym piehledem metod hledani primitivni funkce (nezahrnuje napiiklad
metodu per partes).

1. Typy substituci.

1. S inverzni funkeci k substituci:

t=a" proa >0
t =logx
t= Y pron € N

t =ar+vVar?+bxr+c proa > 0,b,c € R

t=n azx+b
- cx+d

t=1tg3

2. Bez pozadavku na existenci inverzni funkce k substituci:

t = sinz, pouzijeme vztah cos?x = 1 — sin®z

t = cos x, pouzijeme vztah sin?z =1 — cos’

2. Integrace racionalni funkce Racionalni funkce je podil polynomu, naptiklad

2 —r+1

R(z) = — 5

1. Vydélenim prevedeme racionédlni funkci na soucet polynomu a racionalni funkce
s nizsim stupném v citateli nez ve jmenovateli (takovou racionalni funkci nékdy
nazyvame ryze lomenou). Napfiklad

r —z/2+1

3 . 2 —
(x°—x+1): (22 —1)—5—1- 577 1

2. Jmenovatele rozlozime na sou¢in — vzdy je to mozné alespon teoreticky (prakticky
to muze zhavarovat na feseni rovnice vyssiho fadu) na soucin linearnich mnohoélenu
a kvadratickych bez realnych korenu. Naptiklad

22 =1 = (2v2+1) (av2-1)
=1 = @+ D@+1)(z-1)
P43 -4 = (2 —1D(2* +2+4)

x_—1+\/ﬁ> (I_—l—\/ﬁ)

P4 +3 = (z—1
x T+ (x —1) 5 5

U poslednich dvou polynomu ,uhodneme* dosazenim koten z; = 1, vydélime kote-
novym cinitelem x — 1 a v pripadé dalsich realnych kofenu jesté dala rozlozime.



3. Napiseme parcidlni zlomky. V ptipadé nasobnych kotfenu je potieba zahrnou vsechny
i nizsi mocniny. Naptiklad

1 B A N B N C N D N
(x+2)3(x —3)(22 -2 +2)2(22+1)3  (z+2)3 (z+2?2 2+2 2-3
Ex+ F Gr+ H

+(9c2—2x+2)2+:c2—2w+2+
Ix+J Ke+L Mx+ N

Jr(yc2+1)3 * (24 1)2 * 2241

Vsimnéte si, ze stupen jmenovatele (14) je stejny jako pocet neurcitych A, B, ..., N.
Neni to nahoda, je to tak vzdy a zajisti ndm to soustavu linedrnich rovnic se
¢tvercovou matici (v tomto piipadé 14 x 14).

3b. Nalezneme hodnoty neurcitych souc¢initelu.

4. Nalezneme primitivni ufnkei k parcialnim zlomkum.
(a)
A

(z —a)

R(z) = , pron € Nja,A € R

Primitivni funkci nalezneme pomoci vzorcu pro primitivni funkce k mocninnym
funkcim. Pozor na odlisny piipad n = 1.

Ax+ B
(ax? 4 bx + c)”
pron € N, A, B,a,b,c € R, jmenovatel nema redlné koteny

R(z) =

Integraci jsme probirali jen pro piipad n = 1. Citatele Az + B upravime na
soucet nasobku derivace jmenovatele a konstanty

A/(2a)(2ax + b) + (B — Ab/(2a))

Zlomek pak napiseme jako soucet dvou zlomku — prvni zintegrujeme substituci
za jmenovatele (vede na logaritmus), druhy doplnénim na ¢tverec (vede na
arkustangens).

3. Metoda neurcitych soucinitelti. O této metodé jsme se zminili pii integraci funkce
f 2z~ x®exp(z). Vychdzime z toho, Ze derivace funkce, kterd je souc¢inem polynomu P,
stupné n a exponencialni funkce, je také soucin polynomu (odlisného od polynomu P,) a
exponencialni funkce

(Pa(z) exp(az)) = (P, (7) + aPy(z)) exp(o)
Primitivn{ funkci k funkci f tedy hleddme ve tvaru (az® + bx? + cx + d) exp(x) z rovnice

((az® + bx* + cx + d) exp(z))l = 2° exp(7)



Pro tplnost uvedme (nebude v pozadavcich ke zkousce), ze podobné muzeme hledat
primitivni funkci k funkcim

g: x> P,(x)sin(ax) h:x— P,(x)cos(ax)
ve tvaru (Q,, S, jsou polynomy stejného stupné jako P,)
Qn(x)sin(azx) + S, (x) cos(Sz)
a k funkcim
g:xw— P,(z)exp(az)sin(fx) h:x— P,(x)exp(az)cos(fz)
ve tvaru (@, S, jsou opét polynomy stejného stupné jako P,)

Qn(x) exp(ax) sin(fzx) + S, (x) exp(ax) cos(Sz)



