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1. Primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I.
TODO
Smysl (pfesnéji nesmyslnost) vzorce [+ dx = log |z| + C.

2. Urcity integral. Je-li funkce F primitivni funkei k funkci f na intervalu (a, b), kde a, b
mohou nabyvat i nekone¢nych hodnot, a pokud existuji limity lim, - F'(z), lim, .+ F'(x)
a jejich rozdil (limity mohou byt nevlastni), nazyvame tento rozdil uréitym integrdlem
funkce f na intervalu (a,b) a znacime f;f(ac) dz (pfipadné strucénéji fabf(:v), je-li z kon-
textu jasnd integracni proménnd z):

T—b— z—at

b
/ f(z)dxr = lim F(x)— lim F(z).

3. Vypocet a vlastnosti urcitého integralu. Pocitame-li urcity integral z funkce f
na intervalu (a,b) a mame-li k dispozici primitivn{ funkci F' na ,vétsim* intervalu (o, )
(tedy o < a, b < ), pak je F' v bodech a, b spojita (protoze v nich m4a kone¢nou derivaci)
a limity jsou tedy rovny funkénim hodnotam

/ f@)dz = F(b) — F(a).

Odtud je (snadno) vidét, ze pro a < b < ¢ plati

/acf(a:)dx = /abf(a:)d$+/bcf(x)dx.

Tento vztah zustane v platnosti pro libovolnou trojici a,b,c € («, ), pokud pro g,h €
(e, B), g > h definujeme

/ggf(m) do =0 /ghf@) do = —/hgf(x)dx.

4. Urcity integral s proménnou horni mezi. M4-1i funkce k f na (a, b) ur¢ity integrél,
¢ € (a,b), pak je funkce

F:t»—>/ f(z)dx (1)

primitivni funkei k funkei f na intervalu (a,b), kterd navic spliuje F(¢) = 0. Integral
v (1) nazyvame integrdlem s proménnou horni mezi.

5. Poznamka. Predchozi odstavce vysvétluji, jak 1ze pomoci primitivni funkce vypocist
urcity integral a naopak, jak lze pomoci urcitého integralu vyjadrit primitivni funkeci.
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6. Riemanntv integral pocita obsah plochy pod grafem omezené nezaporné funkce
na omezeném uzavieném intervalu [a, ]

(viz obrazek vpravo). Dolni a horni od-
had této plochy ziskame, kdyz interval
la,b] rozdélime na nékolik intervalu — na
obréazcich dole je to na tii intervaly [xq, 1],
[Z‘l,xg], [1’2, 1'3].
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Na kazdém z intervalu [z;, z;11] nahradime funkeci konstantni funkei o hodnotach
m; = inf{f(z) : x € [z, x;41]} M; = sup{f(x) : x € [z;,;11]}

Soucet obsahu vysrafovanych obdélniku budeme nazyvat dolnim, pripadné hornim, in-
tegrdalnim souctem funkce f na intervalu [a,b] s délenim D = {zg,z1, 22} a znacit DIS,
pripadné HIS.

DIS = mo(.Tl — $0> -+ m1<$2 — 1’1) -+ mQ(LEg — .’132)

HIS = Mo(ﬂfl — l’o) + Ml(il,‘g — 231) + Mg(l’g — 1‘2)
Dalsi obrazky ilustruji co se stane, kdyz do déleni D priddme dalsi délici body. DIS se
zvetsi a HIS se zmensi (v obecném piipadé muze zustat stejny; spravné je v tom pripadé
fici, ze DIS se nezmensi a HI1S se nezvetsi).
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Pii hodné jemném déleni budou hodnoty DIS a HIS hodné blizké (v nasem piipadé;
v dalsim textu ukazeme, ze pro ,divocejsi“ funkce, napiiklad Dirichletovu funkci, tomu
tak byt nemusi).

Supremum hodnot DIS nazyvame dolnim Riemannovym integrdlem funkce f na intervalu
la, b], znacime

(R) /; f(z)de.

Infimum hodnot HIS nazyvame hornim Riemannovym integrdalem funkce f na intervalu
la, b], znaéime

®) [ s)ar
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Funkci f nazveme Riemannovsky integrovatelnou na intervalu (a,b), pokud se jeji horni
Riemannuv integral rovna jejimu dolnimu Riemannovu integralu. Tuto spolecnou hodnotu
pak nazyvame Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b) a znac¢ime

®) [ s

7. Priklad. Dirichletova funkce, kterd nabyvéa hodnoty jedna pro raciondlni argumenty
a hodnoty nula pro iraciondlni argumenty, neni na intervalu I = [0, 1] Riemannovsky
integrovatelnd. Rozmyslete si, ze pro libovolné déleni intervalu I jsou vSechny hodnoty m;
rovny nule a vSechny hodnoty M, rovny jedné. Horni Riemanntuv integral je tedy roven
jedné zatimco dolni Riemannuv integral je roven nule.

8. Riemannuv integral obecnéjsi funkce. V odstavci 6 jsme predpokladali, ze inte-
grovand funkce je nezaporna. V obecném piipadé je Riemannuv integral definovan stejné,
¢isla m;, M; mohou byt zaporna a stejné tak dolni a horni integralni soucty a dolni a
horni Riemannuv integral. Hodnota integralu je pak rovna rozdilu obsahu ¢asti nad osou
a pod osou.
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9. Priklad: Riemanntiv integral po castech spojité funkce. Vypoctéte Riemannuv
integral s proménnou horni mezi po ¢astech .
linedarni funkce f dané grafem vpravo. 5]
Vypocet provedte prostifedky elementdrni
geometrie.

V kterych bodech ¢t € (0,3) mé funkce R

derivaci a ¢emu je rovna?

R:tH('R)/O f(z)dx

Jak je to se spojitosti funkei f a R?
Specialné: jsou spojité v bodé 17




10. Reseni piikladu 9. Hodnota R(t) je rovna obsahu piipadné souc¢tum ¢i rozdilum
obsahu vicethelniku vysrafovanych na obrazcich dole.

Pro t € (0,1] je R(t) rovno obsahu pravoihlého trojihelniku s odvésnami o velikosti t,
2t, tedy R(t) = t*.

Pro t € (1,2] je R(t) rovno souc¢tu obsahu pravouhlého trojihelniku s odvésnami o ve-
likosti 1, 2 a lichobézniku s vyskou (v této poloze spis ,sitkou®) o velikosti ¢t — 1 a se
zékladnami o velikosti 1, 1 — (¢t — 1), tedy R(t) =1+ (3 —t)(t — 1).
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Pro t € (2,3] je R(t) rovno souctu obsahu dvou pravothlych trojihelniki a od néj
odecteného obsahu rovnoramenného pravouhlého trojihelniku pod osou x s velikosti ra-
mene t — 2. Tedy R(t) = 3 — $(t — 2)2.

Shrnuto (a po tprave)

N t e (0,1]
R(®) _{ —t?+2t—1 te (1,3

Derivace pro t # 1 (v bodé jedna funkce R derivaci nema):

)

2t te (0,1
1,3)

Rm:{ —t+2 te(l,

Vsimnéte si, ze pro t € (0,1) U (1,3) je R'(z) = f(x). Ptirozend otézka je, zda je to
ndhoda. Odpoved je: neni. V odstavci 12 ukdzeme, Ze v bodech spojitosti funkce f plati
R'(z) = f(z). K tomu pouzijeme vlastnosti Riemannova integralu, které uvedeme v od-
stavei 11.

Jesté bychom meéli odpovédét na otazku o spojitosti funkei R, f v bodé jedna. Jedno-
stranné limity funkce f v bodé jedna urcime z grafu. Protoze se nerovnaji, neni funkce
f v bodé jedna spojita. Jednostranné limity funkce R v bodé jedna zjistime dosazenim
t = 1 do predpisu funkce na jednotlivych intervalech. Protoze jsou obé tyto limity i funkéni
hodnota rovny jedné (vidite tyto hodnoty na grafu funkce f7?), je funkce R v bodé jedna
spojita. V bodech t € (0,1)U(1, 3) jsou obé funkce f, R spojité. Funkce R je tedy spojita
na celém intervalu (0, 3).

11. Vlastnosti Riemannova integralu. Ve tvrzenich predpoklddame, ze ptislusné in-
tegrély existuji.

1. Nezapornost.
Integrél z nezaporné funkce je nezaporny:

(v € (a,0))(f(z) > 0) = (R) / f(x) >0
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(Podminka f(x) > 0 znamend, ze graf funkce f lezi nad osou x. Dolni i horni
integralni soucty jsou proto nezaporné.)

2. Monotonie.
Integrél z ,vétsi“ funkce je vetsi:

(v € (a,)(f(0) 2 9() = (R) [ 1) = (R) [ gl
TODO: obrézek

3. Aditivita vzhledem k integracnimu oboru
Pro a < b < ¢ plati

®) [0 = [ 5@+ @ [ 1w

(Integrél na levé strané je obsah obrazce (nakreslete) — pokud ho rozstiihneme (staci
v myslenkach) po tise¢ce o rovnici = b, rozpadne se na dvé ¢dsti o obsazich danych
integraly na pravé strané.)

4. Integral z konstantni funkce je roven obsahu obdélniku, tedy

(R)/abk::k:(b—a)

(Integrél na levé strané je obsah pod grafem konstantni funkce — tedy obsah obdélniku
o vysce k a sitce rovné délce intervalu (a,b), tedy b — a.)

12. Derivace integralu s proménnou horni mezi. Necht f m4 na (a,b) Riemannuv
integral a je v bodeé ¢y € (a,b) spojita. Ukazeme, ze funkce

t
R:tw— (R)/ f(z)dx
mé v bodeé ¢ty derivaci rovnu f(ty).

13. Dukaz tvrzeni 12. Chceme ukazat: R'(ty) = f(to) za predpokladu spojitosti funkce
f v bodé to.

Vzpomeneme si na definici derivace

(2)

Dukaz provedeme nejdiive pro funkci f nabyvajici kladnych hodnot a bude probihat
v nasledujicich krocich:

1. Uvédomime si, ze citatel v (2) je pro h > 0 roven obsahu plochy po grafem funkce
f na intervalu (to,to + h).
Pro h < 0 je ¢itatel roven tomuto obsahu, ale s opaénym znaménkem (obsah je
kladny, ¢itatel je zdporny).
Pouzili jsme vlastnost aditivity vzhledem k integracnimu oboru z 11.
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2. Interval mezi ty a tg + h oznac¢ime I. Plati-li pro konstanty m, M
(Vo € I)(m < f(z) < M),

pak (odstavec 11, vlastnosti monotonie a plocha obdélniku) plati

to+h
pro h >0 mhg/ flz)dx < Mh

to

proh <0 m(—h) < — /t0+hf(x) dz < M(—h)

to

/]

/] ) e
,8/ - . : /2{ ™M /
=

S/ / R 7

X

1

b5t tq ¥ to i ¥

Odtud dostaneme pro kladné i zaporné h

to+h
m < fto;h(x)dx <M (3)

3. Nyni pouzijeme spojitost funkce f v bodé ty: vime, ze pro € > 0 existuje > 0
takové, ze pro x € (ty—0,to+9) plati f(z) € (f(to) —¢, f(to) +¢). Muzeme tedy pro
h € (to—0,to) U (tg, to+0) dosadit do (3): m = f(tg) —e, M = f(ty) +&. Dostaneme

to+h ) da
fln)—e < I TEY )

. L . e S 1) da
Protoze muzeme zvolit ¢ libovolné malé kladné, je limita vyrazu —t—7p——

t — to rovna f(xg).
A proto plati R'(tg) = f(to).

pro

Ukazme jesté, ze tvrzeni R'(ty) = f(to) plati i bez predpokladu kladnosti funkce f. Staci
zvolit konstantu ¢, ktera omezuje funkéni hodnoty funkce f zdola a uvazovat funkci

g:ilj‘Hf(.fE)-C,

ktera nabyva nezapornych hodnot a vyse uvedené tivahy pro ni tedy plati.



Vztah (4) pro funkci g i

S g(x) da

tg) —e <
9(0) €= n

< g(to) +¢

prepiseme pro funkci f - —

5 Lot B
to+h |
Flto)re—e < Yo T i) Y o) tete \_)

&V

a upravime

/tﬁh f(x)+cde = /tﬁh f(z)dz + /t0+hcdx = /tﬁh f(z)dz + ch.

to to to to
Dostavame tedy

S f () da

f(t0>+C—8§ h

+c< f(to) +c+e

a po odecteni konstanty ¢ od vSech stran nerovnice

SO () de
h

Zéavérecna uvaha je stejnd jako v pripadé funkce f nabyvajici nezdpornych hodnot.

f(to) —e < < f(to) + ¢

14. Spojitost a stejnomérna spojitost. Funkce f je spojitda v bodé x(, pokud plati
(Ve > 0)(30 > 0)(Va)(|lz — x| <6 = [f(x) — f(x0)| <e)
Funkce f je spojitd na otevieném intervalu I, pokud plati
(Vo € I)(Ve > 0)(36 > 0)(Va)(|lx — x0| <0 = [f(x) — f(xo)] <€)
Funkci f nazveme stejnomeérné spojitou na intervalu I, pokud plati
(Ve > 0)(30 > 0)(Vay, 22 € I)(|x1 — 22| < § = | f(21) — f(m2)] < €)

TODO: obrazek, ktery ukazuje, ze funkce x — i je spojitd na (0,1), ale neni na (0, 1)
stejnomérné spojita.

Dulezita vlastnost: je-li funkce spojita na omezeném otevieném intervalu a ma v krajnich
bodech zevnitt intervalu koneéné limity, pak je na tomto intervalu stejnomérné spojita.
TODO: obréazek tuto vlastnost ilustrujici

15. Riemanniuv integral spojité funkce — existence. Hlavni myslenka: pouzijeme
stejnomérnou spojitost, k € > 0 vezmene déleni intervalu s délkami intervali mensimi nez
prislusné ¢ a ukazeme, ze se pak DIS a HIS lisi nejvyse o hodnotu, kterd je souc¢inem &
a délky intervalu (na kazdém intervalu se m; od M; lisi nejvyse o €). Volbou dostatecné
malého € lze tedy ziskat dostatecné blizké hodnoty DIS a HIS, a proto se dolni a horni
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Riemannovy integraly rovnaji.
TODO: obrazek

16. Existence primitivni funkce ke spojité funkci. Necht f je funkce spojitd na
intervalu I = (a, b). Pak existuje k funkci f na intervalu I primitivni funkce.

Dikaz: Zvolme konstantu ¢ € I a necht t € I je proménné. V odstavci 15 ukazujeme, ze
existuje Riemannuv integral funkce f na intervalu o krajnich bodech ¢, t. Muzeme tedy
definovat funkci R vztahem

R(t) = (R) / f(z) dz.

v odstavci 12 ukazujeme, ze funkce R ma na [ derivaci rovnou f. Funkce R je tedy
primitivni funkce k funkci f na I.

17. Zobecnénd primitivni funkce a Newtonuv integral. [JV Newtonuv integral],
definice 10.3.1 a 10.3.6.

Typickym ptikladem funkce, ktera nema primitivni funkci, ale ma zobecnénou primitivni
funkci, je po castech spojita funkce jako v ptikladu 9. Newtonuv integral v tomto ptipadé
pocitame pres jednotlivé intervaly spojitosti. Je-li f funkce z ptikladu 9, pak

(/\/)/ng(x)dx _ (N)/Olf(x)dx+(N)/lgf(m)dx:/0129:dx+/132—9:dx

271 221°
1

18. Poznamka. Vsimnéte si, ze jsme v piikladu 9 v grafu funkce f nevyznacili hod-
notu f(1). Neni to potieba, protoze se hodnota Riemannova integrdlu nezmeéni pii zméné
funkéni hodnoty v jednom bodé — do plochy, jejiz obsah poc¢itame, jsme pridali ¢i odebrali
usecku o nulovém obsahu.

Stejnou vlastnost ma zobecnénd primitivni funkce a Newtonuv integral. Staci bod se
zménénou funkéni hodnotou zaradit mezi body, v nichz u zobecnéné primitivni funkce
pozadujeme pouze spojitost a nikoliv derivaci.

Postupné muzeme zménit vice hodnot — hodnota Riemannova a Newtonova integrélu se
nezmeéni, pokud zménime funkéni hodnotu v koneéné mnoha bodech. Ze stejného duvodu
nam nevadi, kdyz integrovand funkce neni v konecné mnoha bodech definovana.

19. Priklad. Zjisttéte, zda maji funkce f, g zobecnénou primitivni funkci na intervalu
(—1,2) a zda mé na tomto intervalu Newtonuv integral. Obé funkce nejsou definované v
bodé nula, coz nevadi, viz poznanka 18.

1

3

1
frox— — g:x—
x

B

20. Reseni piikladu 19. Pokud existuje Newtontv integral, pak je roven souétu uréitych
integralu pres intervaly spojitosti:

(N)/_Qlé:/_Oli"'/;é:[10g(—17)}(11+[10gx]§:—oo+oo,



coz neni definovéno. Funkce f tedy nemd Newtonuv integrédl na intervalu (—1,2). Nemd
ani zobecnénou primitivni funkci, protoze ta by v bodé 0 musela: byt spojitd a mit limitu
rovnu —

00.
2 0 2 0 2
1 1 1 33 2 3 3,
/\// :—/ ) EN v =2 3
M 7w RY T Y, ; Hy Vi
Limity primitivni funkce na obou intervalech v délicim bodé nula jsou konecné, proto ma
funkce ¢ na intervalu (—1,2) Newtonuv integrél roven %\%_l — %

Kontrolni otazka: jak ,slepite” zobecnénou primitivni funkci funkce g na intervalu (—1,2)
z primitivnich fukci funkce g na obou ,,mensich” intervalech?

21. Geometricky vyznam integralt z prikladu 19. Nacrtnéte grafy funkei z prikladu
19 a vysvétlete geometricky vyznam hodnot spocitanych v odstavei 20.

22. Priklad. Naleznéte primitivni funkci k funkci

1

. — —.
e 24 cosx

23. Reseni piikladu 22. Funkce f je na R spojitd, proto ma na R primitivni funkci a
lze ji nalézt jako urcity integral s proménnou horni mezi, naptiklad jako

|
Uit [ o
0 2+cosx

Pro h € (=, 7) najdeme U(h) substituci ¢ = tg%. Vyjde ndm

U(h) = % arctg t% (5)

K ziskani predpisu pro U na R je potfeba si uvédomit:
1. Funkce U je spojitd na R (mé na R kone¢nou derivaci).

2. Pfedpis (5) funkce U, zizeni U na interval (—m,7), mé v bodé 7 limitu zleva a
v bodé —7 limitu zprava. Je ho tedy mozné spojité do téchto bodu rozsirit.

3. Funkce f je periodicka s periodou 27, proto se ztuzeni jeji primitivni funkce na inter-
valy (km, (k+ 1)m) pro celd k budou od zizeni na interval (—m, 7) lisit o konstantu.

TODO: Aplikaci pravidel 1. az 3. dokdzeme z grafu funkce U na intervalu (—m, ) ziskat
graf na R.



