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1. Obsah obrazce pod grafem funkce poč́ıtáme Riemannovým integrálem, který jsme de-
finovali pro omezenou funkci f na omezeném intervalu [a, b] a znač́ıme ho (R)

∫ b
a
f(x) dx.

V tomto odstavci odvod́ıme vzorec pro výpočet Riemannova integrálu pro funkci f spo-
jitou na [a, b]. Definujeme-li funkci R jako Riemann̊uv integrál s proměnnou horńı meźı

R(x) = (R)

∫ x

a

f(t) dt,

v́ıme z věty 10.2.36 z [JV], že R je primitivńı funkćı funkce f na intervalu (a, b). Dále v́ıme
(lemma 9.1.2 v [JV]), že dvě primitivńı funkce ke stejné funkci f na stejném intervalu se
lǐśı o konstantu. Můžeme tedy funkci R pomoćı primitivńı funkce F , kterou spoč́ıtáme,
zapsat

(∀x ∈ (a, b))(R(x) = F (x) + C). (1)

K výpočtu hodnoty konstanty C použijeme lemma 10.2.39, konkrétně vztah (10.19), ze
kterého plyne: limx→a+ R(x) = 0. Limitńım přechodem ve vztahu (1) dostaneme:

0 = lim
x→a+

F (a) + C

a odtud pro x ∈ (a, b)
R(x) = F (x)− lim

x→a+
F (x).

V př́ıpadě primitivńı funkce F spojité zprava v bodě a pak dostaneme

R(x) = F (x)− F (a)

a v př́ıpadě primitivńı funkce F spojité v bodě b zleva dostaneme

(R)

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

2. V tomto a daľśıch odstavćıch použijeme metody matematické analýzy Newtona
a Leibnize (z přelomu 17. a 18. stolet́ı), které později
z matematické analýzy po zavedeńı ε-δ definice li-
mity zmizely. Za zmı́nku stoj́ı, že fyzikové tyto me-
tody použ́ıvali stále a do moderńı matematiky se
metody vrátily spolu s hyperreálnými č́ısly v nestan-
dardńı analýze. Na obrázku 1 je načrtnut obrazec
pod křivkou, jeho část a jej́ı dolńı a horńı aproxi-
mace obdélńıkem. Dolńı aproximace je vyšrafovaná
dvojitě a horńı jen v jednom směru. Pro spojitou
funkci a malé ∆x je výška obou obdélńık̊u přibližně rovna funkčńı hodnotě, plocha je
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tedy přibližně rovna f(x)∆x. V limitě pro
”
nekonečně“ úzký proužek nahrad́ıme sym-

bol ∆x symbolem dx a součet přes
”
nekonečně“ mnoho

”
nekonečně“ malých proužk̊u

zaṕı̌seme pomoćı
”
fajfky“ (znaku integrálu

∫
). Jinak řečeno, mı́sto

∑
f(x)∆x budeme

psát
∫
f(x) dx. V daľśıch odstavćıch odvod́ıme vzorce pro geometrické veličiny ve tvaru∑

f(x)∆x a pak je nahrad́ıme veličinami ve tvaru
∫
f(x) dx.

3. Na obrázku 2 je oblouček křivky nahrazen úsečkou (sečnou), jej́ıž délku vypočteme
pomoćı Pythagorovy věty: (∆l)2 = (∆x)2 +(∆y)2. Směrnici úsečky označ́ıme k: k = ∆y

∆x
a

dosad́ıme ∆y = k∆x do Pythagorovy věty. Dostaneme: (∆l)2 = (∆x)2 +k2(∆x)2 a odtud

∆l = ∆x
√

1 + k2.

Sečteńım úsek̊u dostaneme l =
∑

∆l
√

1 + k2 a přechodem k integrálu pak vzorec pro
délku oblouku mezi body x = a, x = b

l =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

4. Odvod́ıme vzorec pro objem tělesa, které vznikne rotaćı obrazce pod grafem funkce.
Těleso si rozděĺıme na válečky o výšce ∆x, poloměru podstavy f(x) (na obrázku 3 jsou
funkčńı hodnoty označeny y1, y2) a objemu π(f(x))2∆x. Objem tělesa pak vypočteme
jako součet

∑
π(f(x))2∆x a pomoćı integrálu

V = π

∫ b

a

(f(x))2 dx.

5. V odstavci 6 budeme poč́ıtat obsah plochy vzniklé rotaćı křivky okolo osy x, viz
obrázek 3. Nahrad́ıme-li oblouček křivky sečnou, stane se rotačńı plocha pláštěm ko-
molého (uř́ıznutého) kužele, jehož obsah vypočteme rozvinut́ım do roviny – vznikne část
mezikruž́ı. Na obrázku 4 je mezikruž́ı s vnitřńım poloměrem r, vněǰśım poloměrem r+∆r
a délkou oblouku vnitřńı kružnice l. Plocha celého mezikruž́ı je rovna: π(r+∆r)2−πr2, po
úpravě π(2r∆r+(∆r)2). Plocha části mezikruž́ı je úměrná délce oblouku vnitřńı kružnice,
kterou jsme označili l; můžeme ji tedy pomoćı l vyjádřit l

2πr
π(2r∆r + (∆r)2), po úpravě

l∆r

(
1 +

∆r

2r

)
. (2)
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6. Spoč́ıtáme obsah pláště kužele, který vznikne rotaćı sečny (té, které délku jsme poč́ıtali
v odstavci 3) kolem osy x. Použijeme (2), do něhož dosad́ıme ∆r =

√
1 + k2∆x, l = 2πf(x)

a zlomek v závorce zanedbáme. Dostaneme S =
∑

2πf(x)
√

1 + k2∆x a přechodem k
integrálu dostaneme vzorec

S = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

7. Odvod́ıme vzorec pro polohu těžǐstě rovinného obrazce. Použijeme veličinu, které se
ř́ıká statický moment. Houpali jste se někdy s malým d́ıtětem na dvouramenné houpačce?
Aby houpáńı mohlo fungovat, muśıte si sednout v takové vzdálenosti od středu, v němž je
houpačka podepřená, aby součin této vzdálenosti a vaš́ı váhy byl stejný jako součin váhy
a vzdálenosti d́ıtěte. Tomuto součinu se ř́ıká statický moment. Na obrázku 5 je obrazec a
jeho proužek s vyznačeným těžǐstěm, které má po-
lohu T = [x, 1

2
f(x)]. Mı́sto váhy budeme uvažovat

plochu f(x)∆x (to odpov́ıdá př́ıpadu s plošnou
hustotou rovnou jedné). Statický moment proužku
vzhledem k ose x je Sx = 1

2
f(x) f(x)∆x a vzhle-

dem k ose y je Sy = x f(x)∆x. Odtud dostaneme
sečteńım přes proužky a přechodem k integrálu

Sx =
1

2

∫ b

a

(f(x))2 dx, Sy =

∫ b

a

xf(x) dx.

Těžǐstě T = [xT , yT ] obrazce je takový bod, ve kterém má hmota celého obrazce M do něj
koncentrovaná stejné statické momenty jako celý obrazec. Tedy Sy = MxT , Sx = MyT .
Polohu těžǐstě odtud vypočteme

T =

[
Sy
M
,
Sx
M

]
.

Všimněte si, že x-ovou souřadnici těžǐstě vypočteme z momentu vzhledem k ose y a
naopak. Je to proto, že vzdálenost bodu [x, y] od osy y je |x| a x je orientovaná vzdálenost
od osy y (orientovaná proto, že ze znaménka lze určit, na které straně od osy y bod lež́ı).

Hmotu obrazce opět vypočteme jako obsah obrazce, tedy M =
∫ b
a
f(x) dx.
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