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1. Obsah obrazce pod grafem funkce po¢itame Riemannovym integralem, ktery jsme de-
finovali pro omezenou funkci f na omezeném intervalu [a, b] a znacime ho (R) ff f(z)dx.
V tomto odstavci odvodime vzorec pro vypocet Riemannova integralu pro funkci f spo-
jitou na [a, b]. Definujeme-li funkci R jako Riemannuv integral s proménnou horni mezi

Ria) = (R) [ Cfar,

vime z véty 10.2.36 z [JV], ze R je primitivni funkei funkce f na intervalu (a, b). Dale vime
(lemma 9.1.2 v [JV]), Ze dvé primitivni funkce ke stejné funkei f na stejném intervalu se
lisi o konstantu. Muzeme tedy funkci R pomoci primitivni funkce F', kterou spocitame,
zapsat

(Vz € (a,b))(R(z) = F(x) + C). (1)

K vypoétu hodnoty konstanty C' pouzijeme lemma 10.2.39, konkrétné vztah (10.19), ze
kterého plyne: lim,_,,+ R(z) = 0. Limitnim pfechodem ve vztahu (1) dostaneme:
0= lim F(a)+C
z—at

a odtud pro z € (a,b)
R(z) = F(z) — lim F(x).

z—at

V pripadé primitivni funkce F' spojité zprava v bodé a pak dostaneme

a v pripadé primitivni funkce F spojité v bodé b zleva dostaneme

b
(R) / f(2)dz = F(b) — F(a).

2. V tomto a dalsich odstavcich pouzijeme metody matematické analyzy Newtona
a Leibnize (z prelomu 17. a 18. stoleti), které pozdéji

z matematické analyzy po zavedeni e-¢ definice li-

mity zmizely. Za zminku stoji, ze fyzikové tyto me- ’ K

tody pouzivali stdle a do moderni matematiky se | !
metody vratily spolu s hyperrealnymi ¢isly v nestan- :

dardni analyze. Na obrazku 1 je nacrtnut obrazec ‘

pod kiivkou, jeho ¢ast a jeji dolni a horni aproxi-

mace obdélnikem. Dolni aproximace je vysrafovand

dvojité a horni jen v jednom sméru. Pro spojitou

funkci a malé Az je vyska obou obdélniku ptiblizné rovna funkéni hodnoté, plocha je
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tedy piiblizné rovna f(x)Axz. V limité pro ,nekonecné“ tzky prouzek nahradime sym-
bol Az symbolem dx a soucet pres ,nekonecné“ mnoho ,nekonecné* malych prouzku
zapiSeme pomoci ,fajtky (znaku integrdlu [). Jinak feceno, misto Y f(x)Az budeme
psét [ f(z)dz. V dalsich odstavcich odvodime vzorce pro geometrické veli¢iny ve tvaru
> f(x)Az a pak je nahradime velicinami ve tvaru [ f(x) dz.

3. Na obrazku 2 je oblou¢ek kiivky nahrazen tseckou (seénou), jejiz délku vypocteme
pomoci Pythagorovy véty: (Al)? = (Ax)?+ (Ay)?. Smérnici tsecky oznacime k: k = ﬁ—z a
dosadime Ay = kAx do Pythagorovy véty. Dostaneme: (Al)? = (Az)? + k*(Az)? a odtud

Al = Axzv1+ k2.

Sec¢tenim tseku dostaneme [ = >~ Aly/1 + k? a prechodem k integralu pak vzorec pro
délku oblouku mezi body x = a, x = b

zz/ I+ (@) da.
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4. Odvodime vzorec pro objem télesa, které vznikne rotaci obrazce pod grafem funkce.
Téleso si rozdélime na vélecky o vysce Ax, poloméru podstavy f(x) (na obrazku 3 jsou
funkéni hodnoty oznaceny yi, y2) a objemu 7(f(x))2Az. Objem télesa pak vypocteme
jako soucet > 7(f(x))?Ax a pomoci integrdlu

V= ﬂ[lb(f(x))Q dz.

5. V odstavci 6 budeme pocitat obsah plochy vzniklé rotaci kiivky okolo osy z, viz
obrazek 3. Nahradime-li obloucek kiivky se¢nou, stane se rota¢ni plocha plastém ko-
molého (ufiznutého) kuzele, jehoz obsah vypocteme rozvinutim do roviny — vznikne ¢ast
mezikruzi. Na obrazku 4 je mezikruzi s vnitinim polomérem r, vnéjsim polomérem r + Ar
a délkou oblouku vnitin{ kruznice [. Plocha celého mezikruzi je rovna: m(r+Ar)?—7r?, po
tprave 7(2rAr+(Ar)?). Plocha ¢asti mezikruzi je imérnd délee oblouku vnitin{ kruznice,
kterou jsme ozna&ili /; mizeme ji tedy pomoci [ vyjadiit 5= (2rAr + (Ar)?), po tprave

e (1481). @



6. Spocitame obsah plasté kuzele, ktery vznikne rotaci seény (té, které délku jsme pocitali
v odstavci 3) kolem osy x. Pouzijeme (2), do néhoz dosadime Ar = /1 4+ k2Az, | = 2n f(x)
a zlomek v zavorce zanedbdme. Dostaneme S = > 27 f(x)v1 + k2Azx a prechodem k
integralu dostaneme vzorec

S = 27?/ fl@)\/ 1+ (f'(z))?dz.

fika staticky moment. Houpali jste se nékdy s malym ditétem na dvouramenné houpacce?
Aby houpéani mohlo fungovat, musite si sednout v takové vzdalenosti od stredu, v némz je
houpacka podepiend, aby soucin této vzdéalenosti a vasi vahy byl stejny jako soucin vahy
a vzdélenosti ditéte. Tomuto soucinu se iika staticky moment. Na obrazku 5 je obrazec a
jeho prouzek s vyznaCenym tézistém, které ma po- ~
lohu T = [z, 5 f(x)]. Misto védhy budeme uvazovat g
plochu f(x)Az (to odpovidd piipadu s plosnou

hustotou rovnou jedné). Staticky moment prouzku
vzhledem k ose z je S, = 1f(z) f(z)Az a vzhle-

dem k ose y je S, = z f(z)Az. Odtud dostaneme
seCtenim pies prouzky a prechodem k integralu

S, = %/ab(f(x))de, S, — /bxf(x) .

a

Téziste T = [x7, yr] obrazce je takovy bod, ve kterém ma hmota celého obrazce M do négj
koncentrovana stejné statické momenty jako cely obrazec. Tedy S, = Mxp, S, = Myr.

S, S,
ro[5 5

naopak. Je to proto, ze vzdalenost bodu [z, y] od osy y je |z| a x je orientovand vzdalenost
od osy y (orientovand proto, ze ze znaménka lze urcit, na které strané od osy y bod lezi).
Hmotu obrazce opét vypocteme jako obsah obrazce, tedy M = fab f(x)dx.



