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Zněńı L’Hospitalova pravidla i s d̊ukazem najdete v [JV], 5.2.28. My zde z tohoto
d̊ukazu

”
vytáhneme“ a předvedeme hlavńı myšlenku.

Použijeme Cauchyovu větu o středńı hodnotě, která ř́ıká, že
za předpoklad̊u:

I = (a, b) je neprázdný omezený interval, funkce f , g jsou spojité na I, maj́ı na I vlastńı
(tj. konečnou) derivaci a derivace g′ funkce g je nav́ıc na I nenulová; dále jsou funkce f ,
g spojité zprava v bodě a spojité zleva v bodě b

plat́ı:
existuje č́ıslo c ∈ (a, b) splňuj́ıćı

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
. (1)

Ve formulaci Cauchyovy věty o středńı hodnotě je a < b. My v daľśım textu tuto
podmı́nku pomineme – všimněte si, že význam (1) se záměnou a a b nezměńı.

Limitńı bod je v [JV] označen a, tedy stejně jako jeden z krajńıch bod̊u intervalu
v Cauchyově větě. My proto limitńı bod přejmenujeme na x0.

Naš́ım ćılem je ukázat, že pro pevně zvolenou toleranci ε > 0 je možné zvolit body a,
b dostatečně bĺızko bodu x0 tak, že se pod́ıl f(b)/g(b) bude lǐsit od f ′(c)/g′(c) méně než
je zvolená tolerance.

V př́ıpadě
”
0/0“ uprav́ıme pravou stranu (1) na

f(b)

g(b)

1− f(a)/f(b)

1− g(a)/g(b)

a k bodu b zvoĺıme bod a dostatečně bĺızko bodu x0, aby hodnoty f(a), g(a) byly do-
statečně bĺızké nule a tedy druhý zlomek nabýval hodnotu bĺızkou jedné.

V př́ıpadě
”
x/nekonečno“ uprav́ıme postupně pravou stranu (1) na

f(b)− f(a)

g(b)

1

1− g(a)/g(b)
=

f(b)

g(b)

1

1− g(a)/g(b)
− f(a)

g(b)

1

1− g(a)/g(b)

a k bodu a zvoĺıme okoĺı bodu x0 takové, že pro všechny body b v tomto okoĺı je hodnota
g(b) tak velká, že jsou oba pod́ıly g(a)/g(b) i f(a)/g(b) dostatečně bĺızké nule.

V obou př́ıpadech –
”
0/0“ i

”
x/nekonečno“ dostaneme, že hodnota výrazu f(b)/g(b)

je v okoĺı bodu x0 v rámci tolerance dané č́ıslem ε přibližně rovna výraz̊um v (1).
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