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1. Uvod. Ze dvou nasledujicich odlisnych koncepci aproximace se v tomto textu budeme

vénovat jen druhé z nich.

a. Aproximace funkce na intervalu je popsana v [JV], clanky 7.4.4 (a odstavec
nad), 7.4.5, 7.4.8, 7.4.10 a pfislusny polynom nazyvame Lagrangeuv.

b. Aproximace funkce v okoli bodu. Prislusny polynom nazyvame Tayloruv, spe-
cidlné Maclaurinuv, to pokud aproximujeme v bodé 0.

2. Piiklad. Na obréazku je graf funkce

frax—

spolu s grafy jejich Taylorovych polynomu
v bodé 1 stupné 0 a 1 (Carkované), 2 (tec-
kované), 3 (teckované zelen¢) a 4 (teckované
cervené). Vsimnéte si, ze aproximace se
zlepsuje se zvysujicim se stupném polynomu.
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Odvodime rovnice téchto polynomu. Definice Taylorova polynomu je v [JV] 7.4.2, pro
nds bude z této definice podstatnd poznamka v jejim zavéru (o rovnosti derivaci funkce
a jejtho Taylorova polynomu v bodé zq = 1, ve kterém funkci aproximujeme) a piiklad

7.4.1, ve kterém jsou zkonstruovany polynomy py:

pa() = (x — 1)%/2

po(r)=1 p(z)=2-1

Tyto polynomy splnuji:
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01 0 0 0
110 1 0 0
210 0 1 0
310 0 0 1

pa() = (x — 1)°/6

Rozmyslete si, zZe polynom p sestaveny jako linedrni kombinace

p = apo + Bp1 + yp2 + 0p3

ma hodnoty derivaci
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Vypoctem zjistime, ze zkoumand funkce f : z +— /r mé& v bodé 1 funkén{ hodnotu a

hodnoty derivaci
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Ve shodé s pozndmkou 7.4.3 v [JV] budeme Tayloruv polynom funkce f se stredem v bodé
xo stupné n znacit T, a kdyz nebude hrozit nedorozuméni, tak 7;, ¢i T'. Pomoci vyse
uvedenych derivaci vyjadiime Taylorovy polynomy:

To(x) = 1po(z) =1

Tix) = 1po(e) +3pi() = 1+ 1z — 1)

To(z) = 1po(x) + %pl(:c) — ipg(x =1+ %(:1: —1)— é(:c —1)?
Ty(z) = 14+3@x—-1)—L(z-1)>+L(z-1)°

Ty(z) = 14+3@x—-1)—i@—-1+5@—-17° - Z(@-1)*

3. Zbytek Taylorova polynomu je definovan v [JV] 7.4.6 jako rozdil aproximované a
aproximujici funkce

R,=f—T,.

V [JV] jsou 2 véty o zbytku.

Véta 7.4.8 uvadi Lagrangeuv tvar zbytku a my ho v odstavci 7 pouzijeme na vypocet
horniho odhadu zbytku — tedy chyby, které se dopustime pfi nahrazeni funkce f jejim
Taylorovym polynomem.

Lemma 7.2.20 uvadi fad zbytku (zbytek R, je v okoli bodu zy ,Fddové“ mensi nez
(x — x9)™) a my jej pouzijeme v odstavci 6 k vypoctu limit a v odstavci 5 ke snadnéjsi
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4. Piiklad (vice [JV] 7.4.14). Maclaurinuv polynom exponencialni funkce je

2?2 23 a2t
T. =1 — 4+ =+ —
a(x) tot o+t o
Maclaurinuv polynom funkce sin je
3
x
Ty(x) =z — o
a Maclaurinuv polynom funkce cos je
2?7t
T. =1-—=+—.
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Pomoci zbytku Taylorova polynomu muzeme tyto funkce vyjadrit takto

2 23 a2t
e’ = l4a+ —+—+ — + Ry(a),

2 6 24
-
sin(z) = x— 5 + Ry(z), (1)
2 4
cos(z) = 1— % + % + Ry(x).

Lemma 7.4.20 tik4, ze zbytek R,, se zmensuje k nule v okoli stiedu xy Taylorova polynomu
rychleji nez n-t4 mocnina. Presnéji vyjadieno, plati:
R, (z
#—)O pro x — 0. (2)
(x —xo)"

Lemma 7.4.20 déle fikd, ze jiny polynom nez Tayloruv vlastnost (2) nemd. Tuto ,je-
dine¢nost“ Taylorovych polynomu pouzijeme v nasledujicich ptikladech.
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f @ sin(3z?),

muzeme bud vypocist derivace (uvadime jen vysledky, podrobnosti vypo¢tu nechdme na
laskavém ¢tenafovi)

f'(x) = 6xcos(32?),
f"(z) = 6cos(3z%) — 3627 sin(32?),
fOz) = —108zsin(3z?) — 632 cos(322),
fW(x) = (6%* —108)sin(32%) — 6*22 cos(32?),
fOx) = 6*102%sin(32?) + (6°2° — 6315z) cos(32?),
fO@) = (—652° 4 6*4522) sin(32?%) + (6°152* — 6315) cos(32?),
vycislit jejich hodnoty v nule a dostaneme
6
Ts(z) = 32* — 9i

Alternativni a doporuceny zptisob vypoctu je dosadit y = 3z% do

3

siny =y — % + R3(y).

Dostaneme
. 2 o 92° 2
sin(3z°) = 3z° — -t R3(3x%).
V dalsim ukézeme, ze R3(3z?) spliiuje (2) pro n = 6 a tim ukdzeme, ze Tg(z) = 3z*—925/2
je Taylortuv polynom funkce x + sin(3z?).
O zbytku R3 vime, Ze spliuje (2), tedy

R3(y)
e

—0 pro y—0,

odkud po substituci y = 3x? dostaneme (o substituci v limité vice v textu o limité slozené
funkce)

R3(3.§L’2)
726 —0 pro z—0,
coz je totéz jako
R3(3x?
3(690 ) —0 pro x—0.
x
Vidime, Ze polynom
s 920
T(x) =3z — e

spliiuje tvrzeni lemmatu 7.4.20 a protoze vime, ze jediny polynom toto tvrzeni spliujici
je Tayloruv polynom (viz znéni zminéné véty), dostali jsme hledany vysledek

9 6
Ts(z) = 32* — %

6. Vypocet limity pomoci Taylorova polynomu. Chceme vypocist limitu f(x)/x®
pro z — 0, kde
2
f(z) = sin(2?) — 2%e** + sin(22).



Nejdifve zvolime stupen polynomu — oznacime jej n a dosadime f(x) = T, (z) + R,(x) do
pocitané limity

lim T, (z) + Rn(7)
z—0 :pG

a nahlédneme, ze je vhodné zvolit stupen 6, protoze pak vzhledem k (2) bude platit

f(=)

. . T6($)
lim —~ = lim .
x—0 ,jL’G z—0 ;1;‘6

(3)

Obdobné jako v predchozim ptikladu odvodime

6 B Ra(2
sin(2?) = 2 — % + R3(2?), (ic(f)i”) — 0 pro x — 0,
222)% = 22 Ry (242
2202 :;p2<1+22+u+R2(2 2))’ W—M)pmx—)&
92 4\3 = : 2 4
sin(22?) = 22* — ( :g ) + R3(2z%), <;< 43;3)x6 —+0-0=0proz — 0,
x

Odtud dostaneme

sin(a2?) — 22e*” 4 sin(22%) = 2* — © 7’ (1 + 227 + @) + 22 + Rg(7)
- 6 2 6\ ),

IR%4

kde jsme do zbytku R zahrnuli jak R, I—gi a R, tak ¢len obsahujici 2'2. Po tipravé dostaneme

28 425

sin(z%) — %€ 4 sin(2z*) = 5 9 + Rs(z).
K vypoctu limity pouzijeme (3)
: 2\ _ .2, 222 : 4 _ 6
lim sin(z”) — z°e”*" + sin(2z2%) ~ im 13/2z _ _E.
20 x6 e=0 26 2

7. Vy¢éisleni vyrazu. Chceme ptiblizné vycislit vyraz v/1.12. Pouzijeme Tayloruv poly-
nom spocitany v prikladé 2.

Va=1+3—1) =gz —1)* + 5z — 1)° + Ry(x),
po dosazeni za x dostaneme
V1.12 = 1.058308 + R3(1.12).

K odhadu zbytku (chyby vypoctu) pouzijeme tvar zbytku [JV] (7.12). Dostaneme

R3(1.12) = %0.12‘1, kde f(z) = vz, ¢ € (1,1.12).

Vypocet dd R3(1.12) = —8.1 x 107%(¢)"7/2, kde ¢ € (1,1.12). Odtud vidime, ze pouze
posledni cifra v v/1.12 = 1.058308 je nepfesné a dostali jsme vypocet odmocniny zaok-
rouhleny na 5 desetinnych mist.

Vv 1.12 = 1.05830.



