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1. Úvod. Ze dvou následuj́ıćıch odlǐsných koncepćı aproximace se v tomto textu budeme
věnovat jen druhé z nich.

a. Aproximace funkce na intervalu je popsána v [JV], články 7.4.4 (a odstavec
nad), 7.4.5, 7.4.8, 7.4.10 a př́ıslušný polynom nazýváme Lagrange̊uv.

b. Aproximace funkce v okoĺı bodu. Př́ıslušný polynom nazýváme Taylor̊uv, spe-
ciálně Maclaurin̊uv, to pokud aproximujeme v bodě 0.

2. Př́ıklad. Na obrázku je graf funkce

f : x 7→
√
x

spolu s grafy jej́ıch Taylorových polynomů
v bodě 1 stupně 0 a 1 (čárkovaně), 2 (teč-
kovaně), 3 (tečkovaně zeleně) a 4 (tečkovaně
červeně). Všimněte si, že aproximace se
zlepšuje se zvyšuj́ıćım se stupněm polynomu. 0
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0 1

Odvod́ıme rovnice těchto polynomů. Definice Taylorova polynomu je v [JV] 7.4.2, pro
nás bude z této definice podstatná poznámka v jej́ım závěru (o rovnosti derivaćı funkce
a jej́ıho Taylorova polynomu v bodě x0 = 1, ve kterém funkci aproximujeme) a př́ıklad
7.4.1, ve kterém jsou zkonstruovány polynomy pk:

p0(x) = 1 p1(x) = x− 1 p2(x) = (x− 1)2/2 p3(x) = (x− 1)3/6

Tyto polynomy splňuj́ı:

k pk(1) p′k(1) p′′k(1) p
(3)
k (1)

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
2 0 0 1 0
3 0 0 0 1

Rozmyslete si, že polynom p sestavený jako lineárńı kombinace

p = αp0 + βp1 + γp2 + δp3

má hodnoty derivaćı

p(1) p′(1) p′′(1) p(3)(1)
α β γ δ

Výpočtem zjist́ıme, že zkoumaná funkce f : x 7→
√
x má v bodě 1 funkčńı hodnotu a

hodnoty derivaćı

f(1) f ′(1) f ′′(1) f (3)(1) f (4)(1)
1 1

2
−1

4
3
8

−15
16
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Ve shodě s poznámkou 7.4.3 v [JV] budeme Taylor̊uv polynom funkce f se středem v bodě
x0 stupně n značit Tf,x0,n a když nebude hrozit nedorozuměńı, tak Tn či T . Pomoćı výše
uvedených derivaćı vyjádř́ıme Taylorovy polynomy:

T0(x) = 1p0(x) = 1

T1(x) = 1p0(x) +
1
2
p1(x) = 1 + 1

2
(x− 1)

T2(x) = 1p0(x) +
1
2
p1(x)−

1
4
p2(x) = 1 + 1

2
(x− 1)− 1

8
(x− 1)2

T3(x) = 1 + 1
2
(x− 1)− 1

8
(x− 1)2 + 1

16
(x− 1)3

T4(x) = 1 + 1
2
(x− 1)− 1

8
(x− 1)2 + 1

16
(x− 1)3 − 5

128
(x− 1)4

3. Zbytek Taylorova polynomu je definován v [JV] 7.4.6 jako rozd́ıl aproximované a
aproximuj́ıćı funkce

Rn = f − Tn.

V [JV] jsou 2 věty o zbytku.
Věta 7.4.8 uvád́ı Lagrange̊uv tvar zbytku a my ho v odstavci 7 použijeme na výpočet

horńıho odhadu zbytku – tedy chyby, které se dopust́ıme při nahrazeńı funkce f jej́ım
Taylorovým polynomem.

Lemma 7.2.20 uvád́ı řád zbytku (zbytek Rn je v okoĺı bodu x0 ”
řádově“ menš́ı než

(x − x0)
n) a my jej použijeme v odstavci 6 k výpočtu limit a v odstavci 5 ke snadněǰśı

konstrukci Taylorových polynomů některých složitěǰśıch funkćı.

4. Př́ıklad (v́ıce [JV] 7.4.14). Maclaurin̊uv polynom exponenciálńı funkce je

T4(x) = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
,

Maclaurin̊uv polynom funkce sin je

T4(x) = x−
x3

6

a Maclaurin̊uv polynom funkce cos je

T4(x) = 1−
x2

2
+

x4

24
.

Pomoćı zbytku Taylorova polynomu můžeme tyto funkce vyjádřit takto

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+R4(x),

sin(x) = x−
x3

6
+ R̃4(x), (1)

cos(x) = 1−
x2

2
+

x4

24
+ ˜̃R4(x).

Lemma 7.4.20 ř́ıká, že zbytek Rn se zmenšuje k nule v okoĺı středu x0 Taylorova polynomu
rychleji než n-tá mocnina. Přesněji vyjádřeno, plat́ı:

Rn(x)

(x− x0)n
→ 0 pro x → 0. (2)

Lemma 7.4.20 dále ř́ıká, že jiný polynom než Taylor̊uv vlastnost (2) nemá. Tuto
”
je-

dinečnost“ Taylorových polynomů použijeme v následuj́ıćıch př́ıkladech.
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5. Složitěǰśı př́ıklad. Chceme-li sestrojit Maclaurin̊uv polynom stupně 6 funkce

f : x 7→ sin(3x2),

můžeme bud’ vypoč́ıst derivace (uvád́ıme jen výsledky, podrobnosti výpočtu necháme na
laskavém čtenářovi)

f ′(x) = 6x cos(3x2),

f ′′(x) = 6 cos(3x2)− 36x2 sin(3x2),

f (3)(x) = −108x sin(3x2)− 63x3 cos(3x2),

f (4)(x) = (64x4 − 108) sin(3x2)− 64x2 cos(3x2),

f (5)(x) = 6410x3 sin(3x2) + (65x5 − 6315x) cos(3x2),

f (6)(x) = (−66x6 + 6445x2) sin(3x2) + (6515x4 − 6315) cos(3x2),

vyč́ıslit jejich hodnoty v nule a dostaneme

T6(x) = 3x2 −
9x6

2
.

Alternativńı a doporučený zp̊usob výpočtu je dosadit y = 3x2 do

sin y = y −
y3

6
+R3(y).

Dostaneme

sin(3x2) = 3x2 −
9x6

2
+R3(3x

2).

V daľśım ukážeme, že R3(3x
2) splňuje (2) pro n = 6 a t́ım ukážeme, že T6(x) = 3x2−9x6/2

je Taylor̊uv polynom funkce x 7→ sin(3x2).
O zbytku R3 v́ıme, že splňuje (2), tedy

R3(y)

y3
→ 0 pro y → 0,

odkud po substituci y = 3x2 dostaneme (o substituci v limitě v́ıce v textu o limitě složené
funkce)

R3(3x
2)

27x6
→ 0 pro x → 0,

což je totéž jako
R3(3x

2)

x6
→ 0 pro x → 0.

Vid́ıme, že polynom

T (x) = 3x2 −
9x6

2

splňuje tvrzeńı lemmatu 7.4.20 a protože v́ıme, že jediný polynom toto tvrzeńı splňuj́ıćı
je Taylor̊uv polynom (viz zněńı zmı́něné věty), dostali jsme hledaný výsledek

T6(x) = 3x2 −
9x6

2
.

6. Výpočet limity pomoćı Taylorova polynomu. Chceme vypoč́ıst limitu f(x)/x6

pro x → 0, kde
f(x) = sin(x2)− x2e2x

2

+ sin(2x4).
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Nejdř́ıve zvoĺıme stupeň polynomu – označ́ıme jej n a dosad́ıme f(x) = Tn(x) +Rn(x) do
poč́ıtané limity

lim
x→0

Tn(x) +Rn(x)

x6

a nahlédneme, že je vhodné zvolit stupeň 6, protože pak vzhledem k (2) bude platit

lim
x→0

f(x)

x6
= lim

x→0

T6(x)

x6
. (3)

Obdobně jako v předchoźım př́ıkladu odvod́ıme

sin(x2) = x2 −
x6

6
+ R̃3(x

2),
R̃3(x

2)

(x2)3
→ 0 pro x → 0,

x2e2x
2

= x2

(

1 + 2x2 +
(2x2)2

2
+ ˜̃R2(2x

2)

)

,
x2 ˜̃R2(2x

2)

x2(2x2)2
→ 0 pro x → 0,

sin(2x4) = 2x4 −
(2x4)3

6
+

˜̃̃
R3(2x

4),

˜̃̃
R3(2x

4)

(2x4)3
x6 → 0 · 0 = 0 pro x → 0,

Odtud dostaneme

sin(x2)− x2e2x
2

+ sin(2x4) = x2 −
x6

6
− x2

(

1 + 2x2 +
(2x2)2

2

)

+ 2x4 +R6(x),

kde jsme do zbytku R zahrnuli jak R̃, ˜̃R a
˜̃̃
R, tak člen obsahuj́ıćı x12. Po úpravě dostaneme

sin(x2)− x2e2x
2

+ sin(2x4) = −
x6

6
−

4x6

2
+R6(x).

K výpočtu limity použijeme (3)

lim
x→0

sin(x2)− x2e2x
2

+ sin(2x4)

x6
= lim

x→0

−13/2x6

x6
= −

13

2
.

7. Vyč́ısleńı výrazu. Chceme přibližně vyč́ıslit výraz
√
1.12. Použijeme Taylor̊uv poly-

nom spoč́ıtaný v př́ıkladě 2.

√
x = 1 + 1

2
(x− 1)− 1

8
(x− 1)2 + 1

16
(x− 1)3 +R3(x),

po dosazeńı za x dostaneme

√
1.12 = 1.058308 +R3(1.12).

K odhadu zbytku (chyby výpočtu) použijeme tvar zbytku [JV] (7.12). Dostaneme

R3(1.12) =
f (4)(ζ)

24
0.124, kde f(x) =

√
x, ζ ∈ (1, 1.12).

Výpočet dá R3(1.12) = −8.1 × 10−6(ζ)−7/2, kde ζ ∈ (1, 1.12). Odtud vid́ıme, že pouze
posledńı cifra v

√
1.12

.
= 1.058308 je nepřesná a dostali jsme výpočet odmocniny zaok-

rouhlený na 5 desetinných mı́st.

√
1.12

.
= 1.05830.
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