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1. ,,Posunuty“ polynom. Kazdy polynom
P(z)=ay+a1x+ - a,a" = Zakxk (1)

je mozné vyjadrit ve tvaru
P(z) = Z br(x — o)k
k=0

Koeficienty by vypoc¢teme nasledovné: do (1) dosadime za = vyraz t + xg a pouzijeme
binomickou vétu na tipravu (¢ + zo)*. Dostaneme polynom, jehoz koeficienty oznacime by,
a do tohoto polynomu dosadime zpétné za t vyraz x — x,.

2. Derivace ,,posunutého* polynomu. Vypocteme derivace polynomu P v bodé xg

P(z) = bo+bi(z —x0) + ba(x — 20)* + -+ + by(x — x0)"
P(zg) = by

P(z) = by +2by(x —x0) + -+ nby(x — 30)"

Pl(z) = b

P'(z) = 2by+---+n(n—1)b,(x — x0)" >

P"(xzg) = 2by

Hodnota k-té derivace v bodé z¢ vyjde P®) (o) = k!by,
Odtud plyne, ze podminka f*)(zq) = P*) (xo) je ekvivalentni s podminkou f®*)(z) = k!by
M(

a ta je ekvivalentni s podminkou by, = mo).

3. Lemma. Necht P je polynom stupné nejuise n. Pak je P Taylorovym polynomem
funkce f se stredem v bodé xo prdve kdyzZ funkéni hodnota a vsechny deriwace az do radu
n v bodé xq jsou stejné pro polynom P a funkci f — formdlné zapsdno

P(x0) = f(xz0), P'(w0) = f'(z0), P"(wo) = f"(w0), ... , P (wg) = f™ (o).
a jeste o meco formalnéji

P®(z0) = f®(z0) prok e NU{0}, k<n.

DUKAZ. Polynom P zapiSeme ve tvaru

P(:K) = Zbk(x - l’o)k = bo + bl(l' — .’K()) + bQ(I’ — .1'0)2 + -+ bn(l’ - iL‘O)n.
k=0

Vsimnéte si, ze stupenn P je nejvyse n — mensi nez n je v pripadé b, = 0. Dale si uvédomte,
ze kazdy polynom stupné nejvyse n muzeme takto vyjadiit (viz vyse). K dokonceni dukazu
staci pouzit odstavec 2.



4. Véta. Necht funkce f md v bodé zo € R konecnou derivaci n-tého radu f™ (xq). Necht
P je polynom stupné nejvyse n. Pak je P Taylorovym polynomem funkce f se stredem
v bodé xy praveé kdyz plati

tim L= P@)

T—To (Qj — xo)n
DUKAZ provedeme pro n = 3.
,=* Necht je P Taylorovym polynomem — oznacime ho Tj. Pocitejme limitu citatele
f(z)—T3(x) a jmenovatele (x —x0)* v bodé xy. Funkce f ma v bodé zy konecnou derivaci,
proto je v bodé x( spojitd a proto je limita f(z) v bodé zy rovna funkéni hodnoté f(zo).
Polynom T3 je spojity na R, proto je limita T3(z) v bodé xy rovna funkéni hodnoté Ts(xo).
V odstavei 2 jsme ukézali, ze pro Tayloruv polynom T3 plati T3(zg) = f(xo), a tudiz je
limita citatele rovna nule. Limita jmenovatele je téz rovna nule, pouzitim L’Hospitalova
pravidla dostaneme limitu

)~ T

e—zo 3(T — 3p)?

Z existence a konecnosti druhé derivace funkce f v bodé xzy plyne spojitost funkce f’ v
bodé zy a odtud a z T§(zo) = f'(zo) plyne, ze limita ¢itatele i jmenovatele je opét rovna
nule. Aplikaci L’Hospitalova pravidla dostaneme limitu

) - T
o=z 6(x —xg)

Nyni dosadime
Ty () = f"(x0) + [ (wo) (x — wo)

a dostaneme

J' (@) = " (x0) — [O(x0)(x — x0)

5
amvai 6(z — zo)
a po uprave
L) = f(w0)
lim — f® :
Jim = ( (o= o) [ (o)

Tato limita je rovna nule — srovnejte s definici derivace

o @) = (o)

v=zo (T — xp)

— f(3)(x0).

,<"“ Necht je P polynom stupné nejvyse tietiho. Pak je Q = P —Tj také polynom nejvyse
tretiho stupné. Do predpokladu véty

- f(@) - P(2)

=0
T30 (ZL‘ — :1:0)3

dosadme P = T3 + Q. Dostaneme

lim (f(x)—Ta Q) ) _o.

z—zo \ (r —x9)®  (x—x9)3

Protoze limita z prvniho zlomku je rovna nule (viz vyse), dostdvame

lim —Q(x)

z—zo (r — x0)3

—0. 2)



Polynom @ nyni vyjadiime v ,posunutém® tvaru
Q(z) = by + by (x — 20) + ba(x — 20)* + b3(z — 20)*
a ukdzeme postupné, ze z (2) plyne
bp=0, by=0, by=0, b3=0.

Odtud plyne, ze @ je nulovy polynom a tedy P = T3, coz chceme dokazat.
Pustme se do dokazovéni (4). PouZzijeme (2) a vétu o limité soucinu

Ji, ) = i, 20— =0

Odtud plyne by = 0.
Dosadme by = 0 do (3)

Q(x) = by(x — m) + ba( — 20)* + bs(z — x0)*,

a to dosadme do (2), dostaneme

bi(z — o) + bo(x — 10)* + bs(x — 0)? B

li 0
v (x — x)3
a po uprave
hm b1 + bg([E — l’o) -+ bg(l’ — x0)2 _ 0
T—10 (x — x)?
Véta o limité souéinu nam da
by + bs(x — bs(x — x0)?
0= lim 1+ ba(w — 20) + bs(@ — 7o) (x — x0)2,
e, (x — x0)?

tedy by = 0. To ndm déle umozni upravit

0= lim 52(33 — 3?0) + bg(iE — .2130)2 — lim bQ + bg(.l" — 230)
T—T0 (,:L' — 1‘0)2 T—T0 (Qj' — :L'())

a véta o limité sou¢inu nam zase da by = 0 a konec¢né b3 = 0.



