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Kapitola 1

Uvod

V textu se budeme zabyvat funkcemi jedné realné proménné. V této uvodni
kapitole vylozime, co to funkce je, a nastinime, co vSechno nas na funkcich
bude zajimat.

1.1 Co je to funkce

Historicky byla funkce piedpis, napi. f(x) = z%. Dnes pod pojmem funkce
rozumime zavislost mezi dvéma proménnymi, ktera muze, ale nemusi byt
déna jednim predpisem. Tyto struéné historické poznamky cerpame z [1],
4.4.7, zvidavy ¢tenai tam najde dalsi podrobnosti.

Funkce zadané (jednim) ptredpisem nazyvame elementdrmimi funkcemi.
Zkoumani téchto funkei bude jednim z nasich cila, ale nikoliv jedinym. Nize
v odstavci 1.3 uvedeme jejich prehled.

Prikladem funkci zadanych jinak nez jednim ptfedpisem jsou funkce f, g,

2—22 <1 2—22 <1
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nebo funkce zadané empiricky jako napiiklad prubéh teploty namérené me-
teorologickou stanici v zavislosti na case.

Dulezitym pojmem je graf funkce. Na obrazku jsou grafy funkei z (1.1),
vlevo funkce f, vpravo g.
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Grafem Dirichletovy funkce jsou dvé ,fidké“ piimky.

Nékdy se funkce definuje primarné jako jeji graf, tedy mnozina dvojic
redlnych ¢isel [x,y] € R? takovd, ze k jednomu ¢islu x lez{ na tomto grafu
maximalné jedno y. Jinak feceno, lezi-li body [x, 1], [x, y2] na grafu funkce,
musi platit y; = y». Formalné zapséno G C R? je grafem funkce, pokud plati

(Y, 1,92 € R)(([7,31] € GA [z, 5] € G) = y1 = 4a).

Teprve z grafu funkce je poté odvozen predpis a definiéni obor funkce. Cislu
z € R piifadime ¢islo y spliujici [z, y] € G. Definiénim oborem je mnozina
¢isel x, pro néz existuje ¢islo y takové, ze [z,y] € G.

TODO:

PRIKLADY GRAFU, NEGRAFU, DEFINICNICH OBORU, PREDPISU

Vyse mluvime o funkei jako vztahu dvou proménnych. Jednu proménnou
zpravidla oznacujeme x a nazyvame ji argumentem funkce, promennou funk-
ce, vzorem a ve stredoskolskych ucebnicich zpravidla nezavisle proménnou.
Druhou proménnou zpravidla oznacujeme y nebo f(x) (pro funkci pojme-
novanou f) a nazyvame ji funkéni hodnotou, obrazem a ve stredoskolskych
ucebnicich zpravidla zavisle proménnou. Pokud maji proménné néjaky vy-
znam, tfeba geometricky (délka, obsah, souradnice, ... ) nebo fyzikélni (cas,
rychlost, sila, teplota, ... ), ¢asto pouzijeme misto x, y znaceni dané veli¢iné
odpovidajici, napiiklad ¢ pro ¢as, s pro vzdalenost a s = 1/2gt? pro zavislost
drahy na case pii pohybu v gravitacnim poli intenzity g. Nebo a pro délku
hrany krychle, V' pro objem krychle a V = a3 pro zavislost objemu na délce
hrany.

Pojmy (terminy) vzor a obraz znéte z geometrie pfi zobrazovéani (posu-
nuti, otoceni, zrcadleni). Funkce je specidlnim typem zobrazeni, kde vzory a
obrazy jsou cisla.

Ukol. Uved'te dalsf priklady funkei jak elementarnich, tak ostatnich. Nejlépe
takové, které popisuji zavislost fyzikalnich, geometrickych, piipadné jinych
,realnych® velicin. Déle uved'te piiklady mnozin G C R? a urcete, zda jsou
grafem funkce a pripadné urcete definicni obor a predpis funkce.



1.2 Co budeme na funkcich zkoumat
Bude nas zajimat, jak se méni funkéni hodnota pfi zméné proménné — tyto

zmény zpravidla znédzornujeme na grafu funkce a pouzivame k tomu nize
uvedenou terminologii.

flag + Ax) T

Af = flxg + Ax) — flxg)

flomg) Ty AR :

|
T To + Ax

Cislo Az budeme nazyvat priristkem proménné x, ¢islo Af priristkem funkce
(presnéjsi by asi bylo fikat piirustek funkéni hodnoty, ale moc se to ne-
pouziva). Néasledujici obrézky ukazuji, ze jak prirustek funkce, tak prirustek
proménné muze byt zaporny.

N

1.2.1 Spojitost funkce

V pripadé, ze je prirustek funkce Af ,maly“ pro ,malé“ hodnoty Az, budeme
i{kat, ze je funkce f spojitd v bodé . Uvozovkami checeme zdiraznit znaénou
vagnost tohoto popisu. Pojem spojitosti se vyvijel, podle poznamek 4.4.7
zminénych vyse byly kdysi obé funkce f, g uvedené v (1.1) nespojité ! v bodé

1Rikdme-li, Ze je funkce v bodé nespojitd, mame na mysli, Ze neni spojitd. Toto neni
zcela samoziejmé, napiiklad rostouci a nerostouci funkce nejsou v tomto smyslu doplikové
pojmy.



x = 1, protoze se v tomto bodé méni funkéni predpis. Podle soucasné definice
spojitosti neni funkce f v bodé xz = 1 spojita zatimco funkce g ano. Presnd
definice pojmu spojitosti je pomérné obtizna a uvedeme ji pozdéji. K jejimu
blizsimu objasnéni uvedeme jesté nékolik prikladu.

Na levém obrazku je graf funkce

f(x) = sin(1/x),

na pravém

g(z) = xsin(1/z).

Obé funkce maji kofeny v bodech 1/z = kr, tedy x = 1/(kw), a tedy v okoli
nuly je korenu nahusténo nekoneéné mnoho. V bodé x = 0 tyto funkce nejsou
definované. Pokud chceme, muzeme je v tomto bodé dodefinovat. Vzniknou
tfm nové funkce, které oznaéime f, §.

fla) = {sin(é/x) i i 8 §(z) = {stinél/:c) i i 8 (12)

Rikame, ze funkce f je rozsirenim funkce f, funkce g je rozsitenim funkce g.
Protoze pro hodnoty z ,blizké“ nule jsou hodnoty g(x) ,blizké* g(0), je
funkce ¢ spojita v bodé nula a mluvime o spojitém rozsireni. Funkce f je
roz§itenim funkce f, ale neni jejim spojitym rozsitenim.
Na nasledujicich obrazcich je dalsi ptiklad spojitého rozsiteni, kdy de-
finicni obor vyrazu zvétsime pokracenim.

Na obrazku vlevo je graf funkce

h(x):x —1

r—1

a vpravo graf funkce

~

hz)=z+ 1.

K pojmu spojitosti zatim uvedeme, ze elementarni funkce (tedy funkce za-
dané jednim funkénim predpisem, které znate ze stiedni skoly) jsou na svych
defini¢nich oborech spojité.

Pokud funkce neni v bodé zy spojitd, ale lze ji v tomto bodé spojité
rozsitit, fikame, ze ma funkce v bodé xq odstranitelnou nespojitost. Ptikladem
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odstranitelnych nespojitosti je nespojitost funkce g v bodé x = 0 a nespoji-
tost funkce h v bodé z = 1.

TODO:

ODSTRANITELNA NESPOJITOST PREDEFINOVANIM FUNKCE

Dalsim typem nespojitosti je nespojitost typu skoku.

Uvazujme funkci, kterd ¢islu x pritadi cislo, které
z Cisla x vznikne zaokrouhlenim na celé ¢islo. Tato
funkce neni spojitd v bodé = = 0.5.

Cisla 2 € (0,0.5) zaokrouhlime na nulu, zatfmco
¢isla x € (0.5,1) zaokrouhlime na jednicku. Funkéni
hodnota tedy pii ,,pfechodu* pres x = 0.5 ,,sko¢i* o
jedna.

11 -~

0.5
Prikladem funkce, ktera nenf spojita a tato nespojitost neni odstranitel-
nou nespojitosti ani nespojitosti typu skoku, jsou funkce f a f.

1.2.2 Limita funkce
TODO: SPOJITE ROZSIRENI A LIMITA

1.2.3 Derivace

Dalsim pojmem je derivace, ktera ,malé“ zmény proménnych presnéji kvanti-
fikuje. Funkce v zadaném bodé derivaci mit muze, ale nemusi. M&-li derivaci,
znamena to, ze pro malou zménu proménné funkce je zména funkéni hodnoty
priblizné imérna a konstantou této imérnosti je hodnota derivace v daném

bodé.
TODO: Obrazek.
TODO: Co se déje pii neptresnych vypoctech.
TODO: Hodnota derivace a graf funkce.
TODO: Prima imeérnost a derivace.

1.3 Elementarni funkce.

Uvedeme strucny piehled elementarnich funkei.
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1.3.1 Linearni funkce — pfima iimérnost

Grafem linearni funkce f(x) = ax + b je piimka. Vysvétlime geometricky
vyznam koeficientu a, b.

Dosazenim = = 0 dostaneme f(x) = b, proto
graf protind osu y v bodeé [0, b].

Cislo a nazyvame smérnici primky a je rovno
prirustku funkce odpovidajicimu prirustku
proménné o jedna

;.;: ;.;:—|—l f(:L‘—|—1) :a(x+1)—|—b:f(x)+a

7 podobnosti trojuhelniku na grafu linearni
funkce pak plyne, ze prirustek funkce Ay
je pfimo umérny prirustku proménné Az.

o Spocitame konstantu imérnosti

Ay ar+b—(axo+h)

// ‘o x Az T — o

Dostavame tedy Ay = aAx a odtud i rovnici primky, kterd ma smérnici a a
prochézi bodem [z, yo|

=a

y = a(x — x9) + Yo

V pripadé stejného méritka na osich lze vyjadrit smérnici pomoci uhlu
v, ktery primka svird s kladnou poloosou z: a = tg .
TODO: strucné ¢lanky o dalsich funkcich

12



Kapitola 2
Cisla

TODO: KAPITOLA O CISLECH

2.1 Supremum, infimum
Lemma. Pokud pro dvé mnoziny A, B C R plati
(Va € A)(Vb e B)(a <)

pak plati sup A < inf B.

Doporuceni: pred ¢tenim dukazu nakreslete ¢iselnou osu a nékolik prvkua
mnoziny A i B splnujicich uvedenou vlastnost.

Dikaz. Uvazujme libovolné b € B. 7Z predpokladu lemmatu plyne, ze b je
horni zavorou mnoziny A. Supremum mnoziny A je nejmensi horni zavora,
a proto plati b > sup A a plati to pro vSechna b € B. Odtud plyne, ze sup A
je dolni zavora mnoziny B a odtud plyne sup A < inf B, protoze infimum je
nejvétsi dolni zavora. U

13
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Kapitola 3

Limita funkce

3.1 Limita monotonni funkce

Ukézeme, ze monotonni funkce ma jednostranné limity. Dikaz tohoto tvrzeni
je ptimocary a jednoduchy pro toho, kdo rozumi definicim limity, suprema a
infima. Pro ostatni je dukaz prilezitosti si tyto definice zopakovat a vice jim
porozumeét.

Lemma o jednostrannych limitach neklesajici funkce. Necht je funkce
f neklesajici na intervalu (a, b), zg € (a,b). Pak m4 funkce f v bodé xy vlastni
jednostranné limity a plati

lim f(x) < lim f(x)

— +
x%xo x%:po

DUKAZ rozdélime na tii ¢asti. V prvni ukdZeme existenci limity zprava. Exis-
tence limity zleva se ukaze analogicky, proto fekneme jen hlavni myslenku.
Ve treti ¢asti ukadzeme nerovnost mezi jednostrannymi limitami.

Na levém obrazku je graf
neklesajici funkce f v okoli
e’ T bodu xy. Na ose y je vyzna-

. . ¢eno infimum funkénich hod-
/ / not z pravého okoli bodu xzq

- i : L=inf{f(z) : x> x0}
Na pravém obrézku je navic okoli U(L) = (L — e, L +¢) (a bod z; — 0 ném
vice déle).

-
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Chceme ukazat, ze plati L = lim, St f(z). K tomu je potieba ukazat
existenci pravého okoli bodu xg: (xg, o + J) takového, ze pro z € (xg, z¢+ )
plati f(z) € (L —¢e,L +¢).

Na pravém obrazku je v okoli (L — e, L + ¢) bodu L vyznacena funkéni
hodnota bodu x; > ¢ splaujici f(x1) < L + e. Existence takového x; plyne
z toho, ze infimum L je nejveétsi dolni zavora, proto L + ¢ > L neni dolni
zavora — tedy musi existovat z; > xg splaujici f(z1) < L +e.

Ukazme, ze interval = € (xg,x1) je hledanym pravym okolim bodu xg
(tedy 0 = x1 — xp). K tomu je potieba ukézat, ze pro x € (zg, ;) plati
flz)e (L—¢,L+e):

Z x > xo plyne f(xz) > L (L je dolni zavora téchto funkénich hodnot). Odtud
plyne f(x) > L —e.

Z x < 1 plyne pro neklesajici funkci f platnost f(z) < f(x1) a odtud
flz) < L+e.

Tim jsme ukézali, ze L je rovno limité funkce f v bodé z( zprava.

Podobné se ukdze, ze M = sup{f(x) : x < xo} je limitou funkce f v bodé
To zleva.

Zbyva ukézat, ze M < L. Zvolme x, > xy. Z monotonie plyne, ze f(xy)
je horni zdvora mnoziny {f(x) : © < xo}, proto plati f(z;) > M, protoze M
je nejmensi horni zavora téze mnoziny. Odtud plune, ze M je dolni zavora
mnoziny {f(z) : x > x¢}, a proto je M < L, protoze L je nejvétsi dolni
zavora téze mnoziny. U

Ptechodem k funkei — f (minus f) dokdzeme nésledujici ,,duédlni“ lemma.

Lemma o jednostrannych limitach nerostouci funkce. Necht je funkce
f nerostouci na intervalu (a, b), o € (a,b). Pak ma funkce f v bodé x( vlastni
jednostranné limity a plati

lim f(z) > lim f(z)

— +
CL'*>$0 274)330

DUKAZ. Je-li f nerostouci na (a,b) je —f neklesajici na (a,b). Z lemmatu o
jednostrannych limitach neklesajici funkce dostaneme existenci jednostran-
nych limit a vztah

lim (~f(a)) < lim (~f(@)).

Odtud vynasobenim minus jednickou dostaneme

lim f(x) > lim+ f(z).

I—)CEO $—>I0
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3.2 Limita slozené funkce

V tomto ¢lanku vysvétlime vétu 4.4.1 o limité slozené funkce z [1] a nauc¢ime
se ji pouzivat. Véta zahrnuje dva pripady a v obou nejdiive vypocteme limitu
vnitini funkce. Nasledujici piiklad ilustruje ptipad (1) uvedené véty.

4—x2
42

Piiklad. Chceme spocitat limitu funkce f : x +— pro xr — —2.

4—x2
x+2

dosadime ji do vnéjsi funkce. Dostaneme vysledek v4 = 2.

=2—x — 4 a

RESENI. Vypocteme nejdifve limitu vnitini funkce

KOMENTAR. V piikladu jsme pouzili spojitost vnéjsi funkce.

Dukaz véty je primocary a jednoduchy pro ¢tendre zruéného v praci
s okolimi. Neformalné jej muzeme prevypravet: vnitini funkce g ma v bodé
a limitu A, coz znamend, ze pro x ,blizké“ a, ale ruzné od a je g(x) ,blizké"
A. Funkce f je spojitd v bodé A, coz znamend, ze pro y ,blizké“ A je f(y)
,blizké“ f(A), a to je rovno limité B. Odtud plyne, ze pro = ,blizké* a, ale
ruzné od a je f(g(z)) ,blizké* f(A) = B.
AN

A
i

Z- | !.y/\
B—{'g,@r;r" \\ A l&=a; P

| PSRN, SERIEEN

( i

Bod (1) véty 4.4.1 pro posloup_nosti je jednou z implikaci véty 4.2.11 a
verzi pro funkce dostaneme za pouziti véty 4.3.7 — tim mame druhy zpusob
dukazu.

Nésledujici priklad ilustruje bod (2) véty 4.4.1.
Priklad. Chceme spocitat limitu funkce f : x +— 9-1/* pro x — 0.
RESEN{. Vypoc¢teme nejdifve limitu vnitini funkce —1/2% — —oco a poté

limitu vnéjsi funkce: 2¥ — 0 pro y — —oo.

17



KOMENTAR. V tomto pifpadé je podminka z véty 4.4.1 splnéna — vnitini
funkce nenabyva hodnoty —oo.

Dukaz prevypravime neformalné: vnitini funkce ¢ ma v bodé a limitu A,
coz znamena, ze pro x ,blizké“ a, ale ruzné od a je g(x) ,blizké“ A. Zaroven
z predpokladu véty vime, ze pro takova x je g(z) ruzné od A. Funkce f ma
v bodé A limitu B, coz znamena, ze pro y ,blizké* A, ale ruzné od A je
f(y) ,blizké* B. Odtud plyne, ze pro = ,blizké“ a, ale ruzné od a je f(g(x))
,blizké“ B.

3.2.1 Substituce v limité

Bod (2) véty 4.4.1 muzeme ¢asto interpretovat jako substituci v limité. Vy-

svétlime to na prikladu.

Priiklad. Chceme spocitat limitu funkce f : x — SHI(TSI)

RESENI. Vime, ze limita Sh;y

sin(3z) __ o sin(3z) s . sin(3x)
— = 3—~ alimitu lim, ,o —~

nota zadané limity je tedy rovna tfem.

je pro y — 0 rovna jedné, proto upravime

fevedeme na limitu lim MY Hod-
y—0 v

KOMENTAR. Pro x — 0 je y = 3z — 0, proto pocitdme i druhou limitu
v nule. Pro x # 0 je 3z # 0, proto muzeme pouzit (2) véty 4.4.1.

Poznamka. Podminka pro vnitini funkci — neméa nabyvat limitni hodnoty
v néjakém prstencovém okoli limitniho bodu — je splnéna v ptripadé funkei,
které jsou na néjakém levém i pravém okolf ryze monotonni (tedy bud ros-
touci nebo klesajict).

Priklady, kdy toto neni splnéno a chybné pouziti véty vede ke Spatnému
vysledku jsou limita sgn(zsin(1/z)) pro x — 0 nebo piiklad 4.4.2. z [1]:
limita 1 — | sgn(|sgnx| — 1)| pro = — 0.

Ukoly. Vysvétlete, pro¢ nemd funkce z — sgn(z sin(1/z)) v bodé nula limitu.
Urcete, ¢emu je rovna limita 1 — |sgn(|sgnz| — 1)| pro  — 0.

3.2.2 Substituce v jednostrannych limitach

Vétsina funkci, se kterymi se setkdte, je na dostatecné malych jednostrannych
okolich monotonni. Vyjimkou je vyse uvedeny piiklad funkce x — zsin(1/x)
v okoli nuly. Podminka (2) z véty 4.4.1 je splnéna v piipadé rostoucich a
klesajicich funkci.
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V piipadé jednostrannych limit pouzijeme druh monotonie (tedy zda je
funkce rostouci nebo klesajici) k urceni druhu limity (tedy zda zleva nebo
zprava) po substituci. Ukdzeme si to na nasledujicim piikladu.

Pi#iklad. Chceme spocitat limitu funkce z +— cotg(2'/%) pro x — 0.

RESEN{. Vnitinf funkce 2 +— 1/2 m4 pro  — 0~ limitu rovnu —oo. Funkce
y — 2Y mé pro y — —oo limitu rovnu nule a v okoli —oo nabyva hodnot
vétsich nez nula — proto budeme v dalsim kroku pocitat limitu v nule zprava.
Funkce z + cotgz md pro z — 07 limitu +0o — a to je zaroven hledand
limita.
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Kapitola 4

Derivace funkce

4.1 Derivace a extrémy

Lemma o znaménku derivace a chovani funkce v okoli bodu. Necht
ma funkce f v bodé z( kladnou derivaci f'(zq) > 0, pak existuje § > 0 takové,
ze

(Vz € (x0 — d,20))(f(x) < f(20)), (VT € (20,20 + 0))(f(2) > f(20))

DUKAZ. Na levém obrazku je graf funkce f s bodem xzy, pro néjz plati

f/(l'0> > 0.

Na pravém obréazku je graf funkce g, kterd prirustku h pritadi smérnici seény
g:h w s vyznacenou limitou v nule, ktera je rovna f'(z). Déle
je na pravém obrazku vyznaceno okoli U.( f'(zy)) lezici v intervalu (0, 400) a
jemu odpovidajici okoli Us(0) splitujici h € Us(0) = g(h) € U(f'(xo)). Krajni
hodnoty okoli U.(f'(zy)) se na obrdzku vlevo zobrazi na piimky o rovnicich
y = (f'(z0) £ e)(x — x0) + f(x). Graf funkce f na okoli Us(xg) lezi mezi
témito primkami a odtud plyne tvrzeni lemmatu.

Jlxo)T

/ E
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Prechodem k funkci — f dostaneme ,,dualni* lemma.
Lemma. Necht m4 funkce f v bodé xy zdpornou derivaci f'(xy) < 0, pak
existuje & > 0 takové, ze

(Vo € (20 — 6, 20))(f () > [(w0)), (V& € (20, 20 + 0))(f (%) < [(0))

Véta o derivaci a extrémech. Ma-li funkce f v bodé xq derivaci a lokalni
extrém, pakje f'(xg) = 0.

DUKAZ. Véta je pifmym dusledkem lemmatu o znaménku derivace a chovani
funkce v okoli. O

4.2 Lagrangeova a Rolleova véta

TODO: znéni vet, dukazy

4.3 Derivace a monotonie

Véta o neklesajici funkci a znaménku derivace. Necht m4 funkce f na
otevieném intervalu I = (a,b) derivaci. Pak je f neklesajici na I prave kdyz
je f/ nezapornd na I.

DUKAZ. Méme dokdzat ekvivalenci, budeme dokazovat dvé implikace. Prvni
implikace: je-li f nezdpornd na I, pak je f na I neklesajici. Druhd implikace:
je-li f neklesajici na I, pak je f’ na I nezaporna.

Dukaz prvni implikace: je-li f’ nezdporna na I, x1,x9 € I, 1 < x5, pak
z Lagrangeovy véty plyne existence x3 € (x1, z3)

f(x2) — f(x1)

To — 1

= f’($3) >0,

odtud plyne f(z2) — f(z1) > 0 a tedy je f neklesajici na I.

Misto druhé implikace dokézeme jeji obménu: neni-li f' nezdporna na I,
pak neni f neklesajici na I: pokud neni f’ na intervalu I nezdporna, existuje
xg € I, pro néz je f'(zg) < 0. Z lemmatu o znaménku derivace a chovani
v okoli z ¢lanku 4.1, plyne, ze f neni v okoli xy neklesajici, a tedy ani neni
neklesajici na I. O
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Véta o nerostouci funkci a znaménku derivace. Nechf m4 funkce f na
otevieném intervalu I = (a,b) derivaci. Pak je f nerostouci na I prave kdyz
je f’ nekladné na I.

DUKAZ. Staci pouzit predchozi vétu na funkei — f. O

Véta o nulové derivaci. M4-li funkce f na intervalu I = (a,b) nulovou
derivaci, pak je f na I konstantni.

DUKAZ. Z predchozich vét plyne, Ze funkce f je na intervalu I neklesajici a
nerostouci. Odtud plyne, ze je konstantni. Il

Véta o rostouci funkci a znaménku derivace. Necht m4 funkce f na
otevieném intervalu I = (a, b) derivaci. Pak je f rostouci na I pravé kdyz je f’
nezéapornd na I a zaroven neni f’ nulova na zadném neprazdném otevieném
intervalu I; C I.

DUKAZ. Opét dokdzeme dvé implikace.

Prvni implikace: necht je f rostouci na I. Pak z piedchozi véty plyne, Ze
mé f na I nezapornou derivaci. Zbyva ukazat, ze derivace f’ neni nulovéa na
zédném neprazdném otevieném intervalu /; C I — to plyne z véty o nulové
derivaci a z toho, ze je f rostouci.

Opac¢nd implikace: z predchozi véty vime, Ze z nezdpornosti derivace
plyne, ze je funkce neklesajici. Chceme ukézat, zZe je rostouci. Rozebereme,
co plati pro funkci, ktera neni rostouci, ale je neklesajici: existuji z1,xs € I,
x1 < 9 pro néz je f(x1) = f(xs). Protoze je f neklesajici na I, je konstantni
na Iy = (x1,z5). Odtud plyne, Ze mé& f na I; nulovou derivaci, a to vylucuji
predpoklady véty. Proto je f na I rostouci. O
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Kapitola 5

Elementarni funkce

5.1 Polynomy

Otazky. Kolik realnych korenu muze mit kvadraticka rovnice? Kolik kubicka
rovnice? Kolik rovnice s polynomem stupné nejvyse pét s redlnymi koeficienty
ap,. . . ,a5?
5 4 3 2 _
asr° + aqx” + azx” + axx” + a1x +ag =0

Kolik rovnice s polynomem stupné nejvyse n s readlnymi koeficienty ag,. . . ,a,?

" + 12" P iz a9 =0

Otazka. Kolik kofenu = € R ma rovnice v zavislosti na hodnotéach a, b? Ma
pro néjaké hodnoty a, b vice jak jeden koten?

ar +b=0

Otazka. Ktery z nasledujicich polynomu nelze v realném oboru rozlozit na
sou¢in polynomu nizsich stupnu? Takovym polynomum budeme fikat ne-
rozlozitelné polynomy.

24r+1 el — | 2+ 1 2+ 1

Ukol. Upravte polynomy na soucin v redlném oboru nerozlozitelnych polyno-
mu.
3+ 8 x° — 32 34 2x —3 ®—1
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5.2 Racionalni funkce
Ukoly. Vyjadiete vyrazy jako soucet polynomu a parcidlnich zlomk.

z3 —x?+2 3r2 4+ x +2 1 x3
22+ 1 2 —1 3 —4r +3 x3(z? 4+ 1) (22 + x + 3)?

5.3 Mocniny

Predpokladame, ze je ctenar sezndameny s vlastnostmi mocnin. Cilem pod-
kapitoly je se nad témito vlastnostmi zamyslet. Proto je velka cast latky
vylozena formou otazek a tkolu.

Otazky. Proc je 2° = 1? Proc je 3'/2 = /3?7 Proé je 4~! = 1/47?
Které rovnosti se vzdate?

A =-1=(-D)"= (-1 =/(-1)2=1

Jaky je definiéni obor tieti odmocniny? Jaky je defini¢ni obor mocniny s ex-
ponentem jedna tietina?

Ukol. Nakreslete do jednoho obréazku grafy mocninnych funkei s exponenty
jedna, dva, jedna polovina, jedna tfetina, tfi poloviny, pét polovin, tfi.

5.3.1 Mocniny s prirozenym exponentem
Zapis a - a---a = a muzeme chépat jako zkratku. Pfimocare vede k definici
—
nx
a"proae R, neN, n>1:
a'=a apron>2 a"=a-a""" (5.1)
a ke vztahum z této definice vyplyvajicim proa € R, n,m € N, n,m > 1
a"tm =a"™ " = (a")" (5.2)
Na tyto vztahy se budeme v dalsim textu odvolavat. Pti definici a® pro

obecéjsi typ exponentu x budeme pozadovat jejich splnéni pro tyto obecnéjsi
exponenty.
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5.3.2 Mocniny s celociselnym exponentem
Z (5.1) plyne, ze posloupnost

a',a®,a® a’, . ..
je geometricka s kvocientem a. Kdyz k této posloupnosti pridame na zacatek
dalsi ¢leny

2

..a- ,a_l,ao

1 2 3 4
,a,a“,a’,a”, ...

a budeme pozadovat, aby byla také geometricka!, dostaneme pro a # 0
a®=d'la=1 a'=d/a=1/a, a*=a'la=1/d® ...

Jiny zpusob odvozen{ je pouzit vztah z (5.1) a™ = a - a" !, vyjadrit z ngj

a" ' = a"/a a pouzit pro n € Z.

5.3.3 Mocniny s racionalnim exponentem

K odvozeni vztahu pro a'/? pouzijeme (5.2) s n = m = 1/2. Dostaneme
a=a' = a'?t/2 = q1/2¢/? a odtud dostaneme pro a'/? rovnici (a1/2)2 =a,
a tedy jsou dvé moznosti: bud je a'/? = \/a nebo a'/? = — /a.

Vybér znaménka zduvodnime nasledovné

0< (a1/4)2 S VE 9SS VZ R VIS S VZ S Vo)

Podobné odvodime (a1/3)3 = a a tedy a'/® = .

Definice. Pro a € R a liché ¢islo n > 3 definujeme n-tou odmocninu a jako
koren rovnice 2" = a.

Poznamka. 7 vlastnosti n-té mocniny plyne existence pravé jedné odmoc-
niny lichého fadu z redlného cisla a.
Definice. Pro a € [0, +00) a sudé ¢islo n > 2 definujeme n-tou odmocninu

a jako nezaporny kotfen rovnice z" = a.

Poznamka. 7 vlastnosti n-té mocniny plyne existence pravé jedné odmoc-
niny sudého rfadu z nezaporného redlného cisla a.

17a tento zpiisob odvozeni patif podékovéani studentu Martinu Nebeskému.
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Definice. Pro a > 0, n,m € N, m > 2 definujeme
aVm = X/xn a”Vm =1/%an (5.3)

Ukol. Ukazte, ze pro p,q,r € N je /a? = Y/aP".

Poznamky. Tvrzeni v predchozim tkolu zajisti, Ze je definice s racionalnim
exponentem nezavisla na zpusobu zadani exponentu.

Podle uvedené definice je mocnina s raciondlnim exponentem definovand
pouze pro kladny zaklad.

Ukol pro dlouhé zimni vecery. Ukazte, Ze pro qi,q2 € Q, a > 0 plati ¢+ =
a®l g%

NAvoD. Je tfeba ukézat, ze pro piirozend ¢isla p, g, v, s plati VaPv/a" =
Varstra a JaP/v/a™ = Yars—ra,

Ukol pro dlouhé zimni vecery. Ukazte, ze pro qi,q € Q, a > 0 plati a?% =
(aql )Q2 )

NAvoD. Je tieba ukdzat, Ze pro piirozend ¢isla p, g, r, s plati /ar" =

@) a1y var = /(1 v)

5.4 Exponencialni funkce

Terminologicka poznamka. Mocninné funkce ma proménny zéklad a kon-
stantni exponent, napiiklad x — 2. Funkci, kterd mé konstantni zaklad a
proménny exponent nazyvame exponencidlni funkci.

V élanku 5.3 jsme v (5.3) definovali hodnotu exponencidlni funkce pro
racionalni exponent. Zbyva odpovédét na nasledujici otazku.

Otazka. Jak je definovano 2v27 Obecnéji: jak je definovana mocnina s ira-
ciondlnim exponentem?

Odpovéd’, kterou dostdavdm od studentti: pomoci logaritmi. ProtoZe je
In2v2 = /21n2, je 2V2 = ¢V2n2 Tim jsme prevedli vipocet 2V2 na vypocet
eV2in 2 ale na otdzku o mocniné s iracionalnim exponentem jsme neodpovédéli.
Jen jsme prevedli jednu mocninu s iracionalnim exponentem na jinou.

Lepsi odpoved’: odmocninu ze dvou muzeme piiblizné nahradit raciondl-
nim ¢islem, napiiklad postupné zptesnujicim se desetinnym rozvojem od-
mocniny: 1.4, 1.41, 1.414, ...a tedy odmocninu ze dvou muzeme postupné
vyjadiit priblizné jako 214 = /27, 2041 = /2141

28



Jinymi slovy funkci z +— 2% & € R dostaneme jako spojité rozsiteni
funkce q — 2%, q € Q.

5.4.1 FEulerovo c¢islo

Na levém obrazku jsou gra-
fy  exponencidlnich  funkci
s ruznymi zaklady. Vsechny
protinaji osu y v bodé [0, 1],
ale pod ruznym thlem. Eu-
lerovo c¢islo e = 2.718 se
vyznacuje tim, ze protina osu
y pod dhlem 7 /4.

Piimka vyznacena na obrazku o rovnici y = x+1 je te¢nou grafu — to muzeme
pomoci limity vyjadrit lim, ,o(e* — 1)/x = 1.

5.4.2 Funkcionalni rovnice

V [1] je exponencialni funkce definovana v ¢ldnku 6.3 jako funkce f splaujici
dvé podminky

(Vo,y € R)(f(z +y) = f(2)f(y)) (5.4)
lim % ~1 (5.5)

N4&s pristup je podobny, jen pouzivame jiné znaceni. Ukdzeme, ze vztah (5.4)
je jen jiny zapis (5.2): napiSeme-li f(z) misto a® a podobné f(y) misto a¥
a f(x + y) misto a®¥ a piejmenujeme x na n a y na m, dostaneme misto
vztahu f(z +y) = f(z)f(y) vztah o™ = a™a™.

Podminka (5.5) ma v definici exponencidly dva vyznamy: jednak zaruci
spojitost a za druhé urci zéklad exponencialni funkce jako Eulerovo ¢islo.

V [1] jsou v lemmatu 6.3.5 uvedeny podminky ekvivalentni s (5.5). Roze-
bereme tyto podminky na grafech.
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Podil (f(z) — 1)/z z podminky
(1) je smeénice usecky spojujici
body (0,1), (z,f(z)) na levém
obrazku. Na obrazku uprostied
jsou vyznaceny grafy obou stran

' / / nerovnosti z bodu (2).
: f@)>z+1  (5.6)

F@)fs

x

Na obrazku vpravo jsou grafy vyrazu v nerovnostech z (3).

42 < fa)<(1-a)

Uloha. Ukazte, ze z
(Vo #0)(e” >z +1)

plyne pro x € (0,1)

aproz <0

1> >

a odtud plyne (e —1)/z — 1 pro x — 0.

Znaceni. Ve shodé s matematickou literaturou budeme exponencidlni funkci
znacit symbolem exp, tedy misto e* budeme psat exp(z) piipadné exp .

5.4.3 Nespojita rozsireni
Ukéazeme, jak by vypadal graf exponencidlni funkce, kdybychom ji z Q rozsitili
na R jinak nez spojité a stale pozadovali splnéni (5.4). V celém ¢lanku 5.4.3

znaci ¢ raciondlni ¢islo.
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T T2 T V2 Y R S
Na levém grafu je funkce f : ¢ — 29. Na druhém grafu zleva je funkce f
rozsffena hodnotou 3 v bodé z = /2. Odtud lze, podobné jako v élanku 5.3,
odvodit rozsiteni v bodech x = qﬁ hodnotami 3¢ = 3%/V2 — graf vidite na
tretim obrazku.

Z f(1) = 2, [(V2) = 3 a2 (54) plyne f(vZ — 1)f(1) = f(v2), a tedy
f(V2=1) = f(v2)/f(1) = 3/2 a odtud (podobné jako v 5.3) f(q(v2—1)) =
(3/2)%, a to je zndzornéno na grafu vpravo.

Podobné bychom mohli pokracovat pro mv/2 + n s celo¢iselnymi m, n a
dostali bychom graf, ktery je husty? v horni poloroviné.

V [1] jsou tdvahy o nespojitém rozsiteni v oddilu o aditivnich funkcich
v poznamce 6.2.7.

5.4.4 Derivace exponencialni funkce

Odvodime vzorec pro derivaci exp’

;4. exp(x + h) — exp(z)
(exp(z)) = lim .

Upravou exp(z + h) = exp(z) exp(h) a vytknutim exp(z) dostaneme

}lliir[l) exp(m)(@;p(h) —b = exp(x) llzlil(l) % = exp(z) - 1 = exp(x)

Poznamka. Limita lim,_,o(exp(h) —1)/h je, jak jsme vidéli vyse, dusledkem
nerovnosti (5.6) a znamend, ze graf exponencidlni funkce protind osu y pod
thlem 7 /4.

2Myslime tim, Ze v kazdém sebemensim &tverecku se nachazi alespoint jeden bod grafu.
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5.5 Logaritmické funkce

TODO: DEFINICE, DERIVACE, LIMITY

5.6 Goniometrické funkce

TODO: Trigonometricka definice a od ni odvozena definice na jednotkové
kruznici. Jak budeme goniometrické funkce poc¢itat? Budeme rysovat a mérit?
Ne, z geometrické definice odvodime vztahy a ze vztahu vypocty.

Ukol. Jak pocitd kalkulacka goniometrické funkce? (Téma pro bakalarskou
préci.)

Ukol. Naértnéte pravouihly trojuhelnik s preponou o velikosti jedna (jed-
notku zvolte dle uvézeni) a jeden z jeho ostrych uhlu oznaéte a. Vyjadiete
velikosti odvésen pomoci ihlu a. Vyberte jednu s odvésen a zvolte ji jako
preponu dalstho pravouhlého trojuhelniku, ktery také nacrtnéte a velikost
jednoho jeho ostrého uhlu oznacte . Vyjadiete velikosti odvésem pomoci
uhlu «, . Tuto ilohu pouzijeme v dodatku pro odvozeni souc¢tovych vzorcu.

TODO: Cim jsou vyznamné radidny? Limita sinz/z v nule.
TODO: Derivace goniometrickych funkei (potFebujeme souc¢tové vzorce).

TODO: Funkce ,inverzni“ ke goniometrickym — arcsin, arccos, artg, arc-
cotg, definice, grafy, limity, derivace.
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Kapitola 6

L’Hospitalovo pravidlo

Nékteré limity je obtizné spocitat bez L’Hospitalova pravidla, napiiklad

a:gr—ir-loo xexp(—x) JL%& zlogx

Prvni vyraz upravime na zlomek z/exp x a dostaneme limitu typu ,,00/00,
kterda nam dovoluje pouzit L'Hospitalovo pravidlo — zderivujeme c¢itatele i
jmenovatele, dostaneme zlomek 1/ exp x, ktery mé pro x — +oco limitu rovnu
nule. L’Hospitalovo pravidlo pak fika, ze i puvodni limita je rovna nule.

Druhy vyraz upravime na zlomek log x /2! a opét dostaneme limitu typu
,00/00% a pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo. Dostaneme zlomek (1/x)/(—z72)
a po upravé vyraz —x, ktery md pro z — 07 limitu rovnu nule, a tedy i
puvodni limita je rovna nule.

Formulaci L’Hospitalova pravidla a jeho dukaz najdete v [1] pod ¢islem
5.2.28.

Ijlohy. Vypoctéte nésledujici limity. Na mnohé se hodi pouziti L’'Hospita-
lova pravidla, ale ne na vSechny. Vzdy pied pouzitim L’Hospitalova pravidla
ovéite jeho predpoklady.

NAVOD. Soué¢in upravte na podil jako vyse. Mocniny s proménnym zakla-
dem i exponentem upravte f(z)9®) = exp(g(z)log f(x)) a pocitejte limitu
vnitini funkce (exponentu). Rozdil zlomku preved’te na spoletného jmenova-
tele.

L limg ro(r — 5) tga

2. lim, oo z(m — 2arctg x)
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11.
12.

142

lim, o (L2)*

11—z

- limy, (2 — x)te(r2/2)

Climy_or 2% log x

log ©

. hmm_m 3—\/5

. lim, o /x logx
: 1 1

- limgy (@ - m)
: 1 1

) hmzﬁo <10gx - x—l)

10.

lim,_,o+ x logtg
lim,_,-/o- 7 logtgx

lim, , . = logarctg 2”
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Kapitola 7

Konvexni funkce

TODO:
KONVEXNI CTYRUHELNIK.
KONVEXNI MNOZINA.
KONVEXNI FUNKCE — NADGRAF JE KONVEXNI MNOZINA.
DEFINICE KONVEXNI FUNKCE POMOCI SECNY

Priklady konvexnich funkci. TODO: GRAFY

L.z zl,zeR

9 1o > —x x€(0,1)
' 1 z e {0, 1}

7.1 Jednostranné derivace konvexnich funkeci
Lemma. Necht je funkce f konvexn{ na intervalu (a, b). Pak m4 funkce f na

intervalu (a,b) konecné jednostranné derivace a pro zy,xs € (a,b), 1 < X2
plati

I () < Fi@) < () (7.1)
DUKAZ. Uvazujme funkci f konvexn{ na intervalu I = (a,b), bod z; € I.
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Funkce ¢ popisujici smérnice secen grafu
funkce f s jednim krajnim bodem [xy, f(z1)]
je neklesajici.

fler+h) = fa)
h

g:hw— Jh € (a—zy,b—x1)

..L']_
Odtud plyne existence jednostrannych limit funkce g v bodé h = 0, a
tedy jednostrannych derivaci f) (x1), f' (1) a nerovnost

fr(@1) < i)

Pro neklesajici funkci g a hg > 0 plati

lim g(h) < g(ho)

h—0+
Dosazenim hg = x9 — x; dostaneme

f(x2) — f(21)

! T <
f+( 1)— Ty — 11

a odtud dale f (z;) < +o0.

I Ia
Obdobnymi dvahami dostaneme

f(xg) — f(xl)

To — X1

< f(x2)
a odtud f’ (z2) > —00. Z vyse uvedeného pak dostaneme nerovnost

fi(@) < f(22)

a vzhledem k tomu, ze bod z € (a,b) muzeme zvolit v roli bodu z; i bodu
X9, dostavame nerovnosti

—oo < fL(x) < fi(z) < +o0
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a z nich konec¢nost jednostrannych derivaci. Il

Lemma. Je-li funkce f konvexni na otevieném intervalu, pak jsou jeji jed-
nostranné derivace na tomto intervalu neklesajici.

DUKAZ. Z nerovnosti (7.1) plyne, ze f' je neklesajici funkce. Pro zy plati
v (7.1) stejnd nerovnost jako pro 1, dostavame tedy

fl() < filwn) < f(22) < fl(xo)

a odtud plyne, ze i f je neklesajici funkce. O

7.2 Spojitost konvexni funkce

Veéta. Funkce konvexni na otevieném intervalu je na tomto intervalu spojita.

DUKAZ. Z kone¢nosti jednostrannych derivaci plyne jednostranna spojitost
a z jednostrannych spojitosti plyne spojitost. U

Ve vété je podstatné, Ze interval je otevieny — viz vysSe uvedeny piiklad
funkce konvexni a nespojité na uzavieném intervalu. Z tohoto duvodu se
v nékteré literatute uvazuji konvexni funkce pouze na otevienych intervalech.

7.3 Prvni derivace konvexni funkce

Veéta. Ma-li funkce f na otevieném intervalu I derivaci, pak je na I konvexni
prave kdyz je f’ neklesajici na I.
DUKAz. Implikace: je-li f konvexni na I, pak m4a na I neklesajici derivaci f’
plyne z lemmat v ¢lanku 7.1.

Dokazme opac¢nou implikaci: je-li derivace f’ neklesajici na I, pak je f
konvexni na I. Zvolme x1,z9,23 € I, 1 < x5 < x3. Z Lagrangeovy véty
plyne existence x1s € (x1,%3), To3 € (X2, x3) spliujicich

f(x2) — f(x1) _ f’(mu) f(z3) — f(x2)

To — X1 T3 — T2

= f'(22)
Derivace [’ je neklesajici na I a x15 < xe3. Odtud plyne

f(x2) — f(x1) < f(x3) — f(z2)

To — X1 - T3 — T2

a odtud plyne, ze je f konvexni na I.

37



7.4 Druha derivace konvexni funkce

Veéta. Ma-li funkce f na otevieném intervalu I druhou derivaci, pak je na [
konvexni pravé kdyz je f” nezdpornd na I.

DUKAZ. Dukaz plyne z predchozi véty a z véty o neklesajici funkei a znaménku
derivace z clanku 4.3. U

7.5 Konkavni funkce

Definice. Funkci f nazveme konkdvni na intervalu I, pokud je — f konvexni
na [I.

Ptimo z definice plyne platnost vét:

Véta. Necht m4 funkce f na otevieném intervalu I derivaci. Pak je f na I
konkévni pravé kdyz je f’ na I nerostouci.

Véta. Necht md funkce f na otevieném intervalu I druhou derivaci. Pak je
f na I konkavni prave kdyz je f” na I nekladn4.

7.6 Inflexni body

TODO

7.7 Resené priklady
Na prikladech ukazeme pouziti vét z predchozich ¢lanku.

1. f:ax— Jrexp(z), x>0
Spocitame prvni derivaci a upravime do tvaru Sikovného pro dalsi de-
rivovani
fl(x) = (2712 )2 + '/?) exp(x)
Druha derivace po upravé vyjde

(@) = (732 /4 + 27 Y2 4 V%) exp(a)

vytkneme x /2
() =272 (=1/4 + 2 + 2%) exp(2)
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V bodé x = 0 ma f nevlastni prvni a druhou derivaci zprava. V bodech
x> 0je 2732 > 0, exp(x) > 0, zdlezi tedy na znaménku vyrazu
—1/4 + z + 2% Vytesenim kvadratické nerovnice dostaneme

() > 0 prox>(vV2-1)/2

f'(@) = 0 prox=(V2-1)/2

f'(x) < 0 proze(0,(vV2-1)/2)
7 véty o znaménku druhé derivace pak plyne, ze je f konvexni na

intervalu [(v/2 — 1)/2, +00) a konkdvni na intervalu (0, (v2 — 1)/2].
V bodé z = (v/2 — 1)/2 m4 f inflexn{ bod.

Pomoci véty nelze rozhodnout, zda je funkce f konkdvni na intervalu
[0, (v/2—1)/2] (tedy véetné bodu nula). Nacértnéte graf a rozmyslete si,
7e ze spojitosti plyne odpovéd ano.

frrxesVrr—xz+1, 2R
Spocitame prvni derivaci a upravime do tvaru vhodného pro dalsi de-
rivovani
F(@) = 122 — 1)(a? — o + 1)
Spocitame druhou derivaci

f(z) =2 -z + 1)7%/3 — 22z —1)*(2® — 2 +1)7%3

a vytkneme 2(2% — z +1)75/3
fla) =2 —z+ )33 — 2 +1) — (20 — 1)7]
Upravime vyraz v hranaté zavorce
fl(z) =22 — 2+ 1) [—2® + 2 + 4]

Vyraz pred hranatou zavorkou nabyva kladnych hodnot, proto znaménko
druhé derivace uréime fesenim kvadratické nerovnice. Oznacime-li kofeny

rovnice 21 = (1 — V/17)/2, 25 = (1 4+ /17)/2, je
f"(x) > 0 proz € (xy1,xs)
f"(x) = 0 proxe {x, 1z}
f"(x) < 0 proaz € (—o0,z1) U (xq, +00)
7 véty o znaménku druhé derivace pak plyne, ze je f konvexni na in-

tervalu [z, 23], konkavni na intervalech (—oo, x1], [x2, +00) a v bodech
x1, T9 ma inflexni body.
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3. frxexp(tge), x € (—71/2,7/2)
Pro vypocet derivaci pouzijeme vzorec (tgz) = tg?x + 1

f@) = (tg2o+1)exp(tga)
f'(x) = 2tgx(tg’x + 1) exp(tgz) + (tg° x + 1)” exp(tg z)

Druhou derivaci upravime — vytkneme (tg?z + 1) exp(tg z)
f'(z) = (tg”x + 1) exp(tg )2 tg x + tg” z + 1]
a hranatou zavorku upravime na kvadrat dvojclenu
f'(x) = (tg” = + 1) exp(tg z)(tg z + 1)*

7 vlastnosti druhé mocniny a exponencidlni funkce plyne nezapornost
funkce f” na intervalu (—m /2, 7/2). Funkce f je tedy na tomto intervalu
konvexni.

V bodé —7/4 je f"(—n/4) = 0, ale v obou jeho okolich je f konvexni.
Proto bod —m/4 neni podle ndmi piijaté definice inflexnim bodem.

Vlevo je graf funkce f na intervalu [—1.57,0.8],
na grafu nejsou osy.
Nulova druhé derivace v bodé —7/4 se projevi
témeér linearnim prubéhem funkce f v jeho okoli
— graf se hodné podoba tsecce.
Snadno spocitame, ze v tomto bodé je nulova i
treti derivace. Tayloruv polynom tietiho stupné
je tedy ve skutecnosti linedrni funkce T'(x) =
(2/e)(x +m/4) + 1/e.
Dalsim zajimavym bodem je —7/2. Funkce f v ném neni definovan4, ale
muzeme ji do néj spojité rozsitit nulou. DA se spocitat, ze toto spojité
rozsireni ma v tomto bodé nulovou nejen prvni a druhou jednostrannou
derivaci, ale i jednostranné derivace vsech vyssich radu.
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Kapitola 8

Rady

Rada je v matematice dost neintuitivni pojem a ¢asto se zaménuje s posloup-
nosti. Navic se v jinych oborech pouziva pojem casovd Tada ve smyslu po-
sloupnosti. Studentum se tyto pojmy hodné pletou, prestoze se uz na stredni
skole setkali s pojmy geometricka posloupnost, geometricka rada, aritmetickd
posloupnost, aritmetickd rada. Proto je potieba si ,vtlouci“ do hlavy, ze ge-
ometrickd posloupnost je napiiklad 1,1/2,1/4,1/8,... zatimco geometricka
fada je napiiklad 1+ 1/2+1/4+1/8 + - -+, tedy soucet.
Uvedeme tii varovné piiklady, které nas pouci, ze s nekonetnymi soucty
musime zachazet opatrné.
Uvazujme tadu
IELIL PR S S S (8.1)
S1 = — — — — — — — “ e .
' 2374756 78
a vydélme ji ¢len po clenu dvéma
s 1t 1ttt 1 1 1, (8.2)
2 2 4 6 8 10 12 14 16 '
Vidime, ze stejnou fadu dostaneme z puvodni vynechanim ¢lenu na lichych
pozicich. Odtud plyne (odec¢teme (8.2) od (8.1))

G T T I NI A (8.3)
9 Ty T 3T T T T I T3 s T '

A odtud dostaneme odectenim fady (8.2) od fady (8.3)

0SS 1_1 N 11 N 11 N 11 N
22 2 3 4 5 6 7 8 ’
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a tedy soucet kladnych ¢isel je roven nule.
Uvazujme fadu

1

X 1+1 1+ 1+
S = _— — —_— — —_
2 6 7 8

1+1
2 3 4 5

Jeji cleny vydélime dvéma a prolozime je nulami

G Y Y R N LY N
2 2 4 6 8 10 12 '

Obeé tady ¢len po clenu secteme

Ligpl 1y
5 7 4 '

3s S 1
2 ey 2 =140+

sy
2 2 3

2

Dostali jsme stejnou fadu jako na zacatku, jen se zprehdzenymi cleny a

pridanymi nulami. Proto plati s, = 32&

Uvazujme geometrickou radu

1+8+M+33+%+
Sq = - J— J— J— .« e
3 749 73T

a vynasobme ji ¢islem %

&3_8+64+§+8{+§
77 49 738 T4 76

Vidime, ze plati s3 =1+ 8%, odkud dostaneme s3 = —7.

8.1 Zakladni pojmy

Definice. Symbol }"° | a; nazyvame (nekone¢nou ¢iselnou) radou.

Cisla aj, nazyvame cleny fady.

Cislo s, = ZZ=1 ar = a1+ as + - - - + a, nazyvame n-tym cdstecnym souctem
fady a posloupnost {s,}> | posloupnosti ¢astecnych souctu rady.

Ma-li posloupnost ¢astecnych souctu limitu s € R*, pak fikdme, ze ma rada
soucet a s nazyvame souctem rady.

Pokud je soucet tfady konecny, fikame, ze fada konverguje.

Pokud je soucet rady nekonecny, fikame, ze fada diverguje.
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V pripadé, ze fada soucet nema, neni terminologie Uplné jednotna — proto
radeéji budeme tikat, ze nema soucet. Nékteti pouzivaji termin oscilujici rada,
nékteri divergentni fada.

Poznamky.
1. Symbol >77, aj znaéi jednak fadu (i kdyz nemd soucet) a také jeji
soucet (ma-li ho).
2. Rada muze zacinat i jinym indexem nez k = 1. Napifklad geometrickou

fadu 1+ ¢+ ¢* + ¢* + -+ zapiSeme >, ¢".

3. Zménime-li konecny pocet clenu fady, pak se pravdépodobné zméni jeji
soucet, ale nezméni se to, zda rada konverguje a zda mé soucet: Je-li
ar = bx pro k > N, pak pro n > N je (podrobnosti v nésledujicim

cviceni)
n N n
Zak = Z(ak - bk) + Zbk
k=1 k=1 k=1

. N .
a odtud lim, oo > p_y ax = >y (ar — b)) +1limy, oo > bi
Proto pii zkoumani konvergence fady nemusime psat meze pro scitaci
index k a nevadi ndm, ze napiiklad ¢leny rady > m nejsou pro
k € {0,1,2} definovany.

CVICENI. Ukazte, ze pro tady > ax, > by, které maji od indexu k = N stejné
cleny, tedy pro k > N je a, = by, plati pron > N

Zak Z k_bk)+zbk

k=1

NAvVOD. Pro obé rady plati

Zak—Zak+ Z ay

k=N+1
Z bp = Z by + Z by
k=1 k=N+1

a dale plati

n

> w= > n

k=N+1 k=N+1
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Priklady.

1. Georrietrickd fada Y -, ¢" mé pro ¢ # 1 Edstecny soucet s, = >, _, ¢~ =
1_1‘1:; (pro ¢ = 1je s, =n+1) a je konvergentni pro ¢ € (—1,1) se
soucétem s = ——. Pro ¢ > 1 md soucet s = +oo, tedy diverguje. Pro

1—q°
q < —1 nema soucet.

2. Harmonickd fada )", , % ma rostouci posloupnost ¢astecnych souctu,
proto ma soucet. Odhady%—l—i > i—i—% = %, %—l—---+% > % :%
...dajl son = Zi;% > 1+ 5 a odtud plyne, Ze soucet harmonické
rady je +oo.

3. Rada Y 2, (—1)Fk ma cdstecné soucty s, = —1+2—3+4—---+2n = n,
Soni1 = Son — (2n+ 1) = —n — 1, a tedy nem4 soucet.

4. Ev{adelm P k%ﬂ“ mélééstleéné 1sou(:ty Sn = S G—mH) =1-45+
§—§++E—E+E—n—+1:1—n—+lasoucet 1
U rady v prikladu 3 lze gzjistit, ze nekonverguje uz z toho, jak vypadaji
jeji ¢leny s velkymi indexy — nesplnuji podminku v nasledujicim lemmatu.
Ma-li mit rada koneény soucet, musi mit posloupnost jejich ¢lent nulovou
limitu:
Lemma — nutnd podminka konvergence. Je-li fada ) a; konvergentni,
ma posloupnost jejich ¢lenu nulovou limitu: limg . ar = 0.

DUKAZ. Ze vztahu s, = s,_1 + a, vyjaddiime a, = s, — s,_1 a z konvergence
fady plyne lim, . a, = lim, o s, — lim, . S,—1 = 0 — obé limity jsou
rovny souctu rady. U
PozNAMKA. Rikdme, ze podminka lim_, ar = 0 je nutna podminka kon-
vergence tady. Z jeji neplatnosti plyne, ze fada neni konvergentni — napiiklad
geometrickd fada s kvocientem ¢ ¢ (—1, 1) nebo fada z piikladu 3. Z jeji plat-
nosti neplyne nic — naptiklad harmonicka fada tuto podminku spliuje, ale
neni konvergentni.

8.2 Zakladni pravidla manipulaci s fadami
V prikladech na zacatku kapitoly byly jediné chybné dvahy v pocitani s ne-

konecny. V prvnim piikladu neplati s; — s1/2 = s1/2 ani s1/2 — 51/2 = 0,
protoze s; = +00.
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V druhém prikladu jsou kupodivu vSechny tpravy korektni kromeé zavéru.
Soucet fady se skutecné pri prerovnani ¢lenu muze zménit — blize tento jev
budeme zkoumat v ¢lanku o prerovnani rad.

Ve tietim ptikladu je vSe v poradku az k rovnici s3 = 1 + 8%. P1i jejim
feSeni jsme udélali chybu v dpravé s — 8% = —%, protoze s3 = +00.

Ukazeme, ze vSechny ostatni upravy jsou v poradku.

Lemma o sc¢itani fady ¢len po ¢lenu a nasobeni fady ¢len po clenu.
Maji-li fady D>, ak, > pey bk sOucty a, b, a je-li definovén soucet a + b, pak
fada, kterd je jejich souctem clen po ¢lenu Y .- (ax + by) mé soucet a + b.
Je-li definovén soucin ca, pak mé rada Y, cay soucet ca.

DUKAZ. Tvrzeni plyne z véty o limité souctu:

. n . n . n
limy, oo gy (@ + k) = limy, o0 Y p g ap 4+ limy, oo >y, bi
-~ . o) v v . n . n
a z véty o limité soucinu: lim, e > p_; car = clim, oo Y 4 Q. O

POZNAMKY.
1. Pro konvergentni fady je soucet a + b a soucin ca definovan.

2. Terminologie ,¢len po clenu®“ se pouziva spise v pripadech, kdy tvr-
zeni podobné tomu v lemmatu neplati. Napiiklad u fad funkci ne-
musi{ byt limita sou¢tu rovna souctu limit — pro s,(z) = sin**(%£)
je lim, 1 lim, o0 sp(x) = 0 a lim, o0 lim, 1 s,(2) = 1. Podobné ne-

musi platit oo, f/(v) = (3oo, f(x))". O fade 52, /() fikdme, 7e
vznikla derivaci fady Y-, f(x) ¢len po ¢lenu.

3. Vkladani nul do fad odpovida vkladani stejnych clenu do posloupnosti
castecnych souctu. Ma-li naptiklad fada a; + as + as + - - - posloupnost
castecnych souctu si, So,s3,..., pak ma fada a; +as + 0+ as + - --
posloupnost casteénych souctu si, So, S9, S3,.... Limita posloupnosti
¢astecnych souctu se tim nezméni, proto se ani soucet rady vlozenim
nul nezmeéni.

8.3 Rady s nezapornymi ¢leny
Rada Y re i s nezdpornymi ¢leny ay > 0 mé neklasajici posloupnost ¢éstec-
nych souétll a proto méa vidy soucet. Ten muze byt bud koneény, nebo je

roven +oo.
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Uvedeme nékolik kritérii, ktera nam pomohou urcit, zda ma fada konecny
soucet. Ve vSech tvrzenich predpokladdme, Ze ¢leny tad jsou nezaporné.

Véta — srovnavaci kritérium konvergence rad.
Plati-li (Vk € N)(ax < by), pak plati

1. Je-li fada ) ;- , by konvergentni, pak konverguje i fada >~ | ay.

2. Je-li Y32 ap = +oo, pak jei > p by = +oc.

DUKAzZ. Z (Vk € N)(a;, < bg) plynou stejné nerovnosti pro ¢éstecné soucty
Sn =D pq Uy Tn = Y p_y bz (Vn € N)(s,, < 1,) a odtud limitnim pfechodem
plyne limy, o0 S5 < limy,yo0 7y a tedy Y poy ar < > pey b, odkud plynou obé
tvrzeni véty. O

Priklad. Ukdzeme, ze fada Y-, 5 konverguje. Nabiz{ se srovnani s fadou
1 ;- ’ . 17 - . 1
> wnys © kter¢ jsme ukazali v clanku 8.1, ze konverguje. Nerovnost 75 >

1 , o - - . -« ~ o0 1
m narn nepomauze, potrebUJeme opacnou nerovnost. PI'OtO radu Zk:l m
1

,posuneme* o jeden clen: )7, D = Y ores m a pouzijeme nerovnost
1 1
2= Rk
Véta — limitni srovnavaci kritérium konvergence rad.

P a y . TS
Plati-li limy_, o < Foo a fada > by konverguje, pak konverguje i fada
> .

Plati-li limy_,0 3% > 0 a Fada > ay konverguje, pak konverguje i fada _ by.

DUKAZ. V definici limity posloupnosti L = limy,_, ‘;—: zvolime ¢ = 1 —k nému
existuje K takové, ze pro k > K plati ‘;—: < L 4 1. Po upravé dostaneme
ap < (L + 1)bk

Z konvergence fady > by, plyne konvergence fady > (L+1)by a ze srovnavaci-
ho kritéria plyne konvergence fady > ai. Pouzili jsme pozndmku z ¢léanku
8.1, ze se nezméni konvergence fady pii zméné koneé¢ného poctu jejich ¢lenu
— nevadi ndm tedy, ze a < (L + 1)b;, plati az od indexu K.

Druhé tvrzeni dostaneme z prvniho pouzitim véty o limité podilu limy_, Z—Z =
1/limy o0 Z—: < +00. O

Dusledek. Pokud je limy_,oo ai /by € (0,+00) — tedy nenulova a konecnd —
pak fada > a; konverguje pravé kdyz konverguje rada >_ by.

Priklady.
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S 3k : 5 3k 1 _ _ 3k
1. Rada }_ ;5= konverguje, protoZe 151/ = womy — 3 pro k —

oo a fada . 75 konverguje.

2. Rada 3 w7 konverguje protoze kf—il — 0 pro k — oo a fada ) 5

konverguje.

3. Rada > m diverguje protoze — 400 pro k —

oo a fada ) 1 diverguje.

1 /1 — k_
Ve+ kT kT VE+ Yk

Dalsi dveé vety pouzivaji srovnavaci kritérium s geometrickou radou. K je-
jich dukazu pouzijeme nésledujici cviceni.
UkoL. Ukaite, 7e z (Vk € N)(aps1/ar < q) plyne (Vk € N)(ax < a1¢"?).

Véta — podilové kritérium konvergence fad. Pokud existuje ¢ € (0, 1)
takové, ze (Vk € N)(agy1/ar < q), tak fada ) a; konverguje.

DUKAZ. Tvrzeni plyne z konvergence geometrické fady > a;¢*~! a srovna-

vaciho kritéria. O
Castéji budeme pouzivat limitni verzi podilového kritéria.

Véta — limitni podilové kritérium konvergence rad.
Pokud je limg_, o a’;—:l < 1, tak fada >_ a;, konverguje.
Pokud je limy_. oo % > 1, tak fada > a; diverguje.

DUKAZ. Z limyo “2% = L < 1 plyne pro ¢ = (L +1)/2 < 1 existence K
takového, ze pro k € N, k > K plati axy1/ar < ¢ a odtud plyne tvrzeni véty
z podilového kritéria.

Z limy_o a’;zl = L > 1 plyne existence K takového, ze pro k € N,
k > K plati agyi/ar > 1 (zvolili jsme e = L — 1 > 0, pak je L — e = 1),
tedy posloupnost {ax}32 x je rostouci, a tedy (Vk > K)(ax > ax) a odtud
limy_ o0 ag > ag. Zéroven pro dostatecné velké K je ax # 0 (jinak by nebyl
definovén podil a1 /ax a nemohla by existovat limita a1 /ag pro k — 00).

Odtud plyne, ze neplati nutna podminka konvergence lima; = 0, a tedy

fada > ay diverguje. O
Priklady.
1. Rada > % konverguje, protoze (lk;?f % = ('f”;;f — 1/1.1 < 1 pro

k — oo.
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2. Vyjde-li limita rovna jedné, tak z této skutecnosti neplyne nic. Naptiklad
fada Y -5 konverguje a fada Y + diverguje a pro obé je limita ag1/ay
rovna jedné.

8.4 Absolutni konvergence rad

Definice. Radu Y a;, nazveme absolutné konvergentni, pokud je konver-
gentnf fada ) |ay|.

Pro zkouméni absolutni konvergence pouzijeme kritéria konvergence tad
s nezapornymi cleny.

Ak41

Veéta. Je-li limy_ "

< 1, je fada Y a absolutné konvergentni.

DUKAZ plyne pifmo z limitnfho srovndvaciho kritéria pro fady s nezdpornymi
cleny. U

Ak+1
ak

Véta. Je-li limy_,o

> 1, pak fada ) a; neni konvergentni.

DUKAZ je podobny, jako v piipadé limitntho podilového kritéria pro fady
s nezdpornymi ¢leny. Z |ax| > |ax| > 0 také plyne, Ze neni splnéna nutna
podminka konvergence limy_,o, a = 0. O

Ukazeme, ze z absolutni konvergence tady plyne jeji konvergence.
Véta. Je-li tada ) aj absolutné konvergentni, je i konvergentni.

DUKAz. Ukdzeme, ze je posloupnost ¢dstecnych souctu {s, = > ,_, ax}>2,
Cauchyovska — odtud plyne, ze je konvergentni.

Zopakujme si definici: posloupnost {s, } je Cauchyovskd, pokud ke kazdému
e > 0 existuje N takové, ze pro n > m > N plati

n m
D =) a
k=1 k=1

O posloupnosti {3 ;_, |ax|}o>, pfedpokladdame, ze je konvergentni, tedy i
Cauchyovska. Proto plati

n m
D lal = > lax
k=1 k=1
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7 trojuhelnikové nerovnosti

n

D @

k=m+1

n

< Y

k=m+1

pak plyne ‘Zzzm 4 ak} < ¢ a odtud plyne dokazované tvrzeni. O

7 véty plyne: zjistime-li, ze je fada absolutné konvergentni, pak vime,
ze je konvergentni. A zjistitime-li, Ze neni konvergentni, pak nemuze byt
ani absolutné konvergentni. Odtud a z kritérii konvergence méame nasledujici
dusledek.

Dusledek.

Je-li limpg_, o | 2L

< 1, je fada ) ay nejen absolutné konvergentni, ale i

konvergentni.

O tadé, kterda konverguje, ale nekonverguje absolutné, mluvime nékdy
jako o neabsolutné konvergentni radé.

8.5 Rady se stridavymi znaménky
Ortade ) 7, % = 1—5+3—3+ -+ vime, Ze nenf absolutné konvergentni.
Ukazeme, zZe je konvergentni.

CVICENI. Nacrtnéte graf posloupnosti ¢astecnych souctu s, = > ;_, #
Premyslejte pritom o vztahu hodnot (kterd je vétsi) s, a s,.1 a podobné o
vztahu hodnot s, a s,.9.

Rozmyslete si:

1. PronéeN platl' Sop—1 > Sop < Sop41-

2. Vybrana posloupnost se sudymi indexy {s2,}52, je rostouci a shora
omezend Clenem s;.

3. Vybrana posloupnost s lichymi indexy {so,—1}22; je klesajici a zdola
omezend nulou.

4. Rozdil sy, — S9,_1 se blizi k nule pro n — oo.

5. 7 predchoziho plyne, ze obé vybrané posloupnosti konverguji a jejich
limity si jsou rovny.
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6. Obeé limity jsou rovny i limité ¢dstecnych souctu {s,}.

7. Pron € N a soucet s tady plati so, < s < S9,41.

Uvedené tvahy lze zobecnit v nasledujici véte.

Véta - Leibnizovo kritérium konvergence pro rady se stiidavymi
znaménky. Necht je {a;} nerostouci posloupnost nezédpornych ¢isel. Pak
fada Y (—1)Fa; konverguje pravé kdyz splituje nutnou podminku konver-
gence limy_, ., ar = 0. V piipadé konvergence fady mame pro jeji soucet s a
libovolné n € N odhad s € (sa,, Sont1)-

HLAVNT MYSLENKY DUKAZU. Ekvivalenci dokazujeme jako dvé implikace.
Jedna z implikaci je zfejma: je-li Tada konvergentni, pak spliuje nutnou
podminku konvergence.

Dukaz opac¢né implikace je obdobny predchozim cvicenim. Ukaze se, ze za
uvedenych predpokladu maji posloupnosti {sa, }, {S2,—1} limitu a ta je rovna
limité posloupnosti {s,,}. O

8.6 Prerovnani rad

V tvodu kapitoly jsme z fady

dostali ipravami fadu (zde z ni vypoustime nulové ¢cleny)

" 1 1 n 1 n 1 1 N
3 2 5 7 4 '
se stejnymi ¢leny, ale v jiném poradi.
Budeme fikat, ze druhd rada vznikla z prvni pferovnanim — nize uvadime
definici.

Definice. Necht {k;}2, je posloupnost ptirozenych ¢isel, kterd kazdé prirozené

¢islo obsahuje pravé jednou (posloupnost indexu prerovnané rady). O radé

Y2, ay, fekneme, Ze je prerovndnim tady Y o, .

PRIKLAD. Vyse uvedené prerovnani odpovid4 posloupnosti 1,3,2,5,7,4, . ...
Pro posloupnost 2, 1,4, 3,6, ... dostaneme z fady a,+as+az+as+as+- - -

prerovnanim radu as + a; + a4 + az +ag + - - - .
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Obecné se pii prerovnani fady muze zménit jeji soucet, nebo dokonce
prerovnana rfada nemusi mit soucet. V nasledujicich ¢lancich rozebereme, jak
tato vlastnost souvisi s absolutni konvergenci rady.

8.6.1 Prerovnani absolutné konvergentni rady

Nejdiive ukazeme, ze fada s nezdpornymi cCleny nezméni svij soucet pri
prerovnani. Poté totéz ukazeme pro absolutné konvergentni radu.

Lemma o prerovniani fady s nezdpornymi ¢leny. Necht je Y 7 ay
konvergentni fada s nezdpornymi ¢leny a fada D, by je jejim prerovnanim.
Pak je i prerovnand fada konvergentni a fady maji stejny soucet.

DUKAz. Ukdzeme, Ze pro n — oo se rozdil n-tych édsteénych souctit obou
fad blizi nule. Odtud plyne, ze jejich limita je stejnd, a to znamena, ze maji
rady stejny soucet.

Oznacime s, = Y ,_, ax, tn = > ., bp. Budeme pracovat s rozdilem
Sp—t, a vztahy vysvétlime nejdiive na ptikladu prerovnané rady as+ag+ai+
as+ar+- -+ — v tomto piipadé je |s5—t5| = |a1+as+asz+as+as—(az+as+a;+
as+ar)| = |ag+as—ar—ag| < agtas+ar+as < agtas+ag+ar+ag = Sg—Ss.

Protoze je fada ) _ aj, konvergentni, je posloupnost jejich ¢astecnych souctu
Cauchyovska, a proto k ¢ > 0 existuje ng takové, ze pro n,m > ngy plati
|sn — sm| < €.

K tomuto ny zvolime n; takové, zZe ¢leny ay,...,a,, jsou zahrnuty v
prerovnané fade by, ..., b,,. Prorozdil s,, —t,, pak plati |s,, —tn,| < $m—sn
pro dostatecné velké m. Odtud plyne |s,, — t,,| < €.

Protoze muzeme ¢ zvolit libovolné malé, je rozdil |s,, — t,| pro dostatecné
velké indexy libovolné maly, a proto jsou soucty obou fad stejné. U

0

Pred dukazem véty o prerovnani absolutné konvergentni rady zavedeme
znaceni: a™ pro kladnou ¢dst ¢isla a, a~ pro zdpornou ¢dst ¢isla a. Napriklad
4" =44 =0,-3"=0,—-3" =3.0becnéproa > 0jea™ =a,a” = 0apro
a<0jea” =0,a = —a. V dalsim budeme pouzivat vztahy a = a* — a~,
la| = a®™ + a~ a z nich odvozené vztahy a* = (a + |a|)/2, a= = (a — |a|)/2.

Véta o prerovnani absolutné konvergentni fady. Necht > a je
absolutné konvergentni fada a fada >, a, je jejim prerovnanim. Pak je i
prerovnana fada absolutné konvergentni a fady maji stejny soucet.

DUKAZ. Necht je > a; absolutné konvergentn{ fada. Uvazujme fady > a;,
> a, . Z konvergence fad ) |ax|, Y ar plyne konvergence fad s nezdpornymi
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¢leny
doaf =D (a+larl)/2 D) ap =) (ak — |ax])/2.

Prerovnejme podle posloupnosti indexu {k;}2; obé fady — dostaneme fady
Doy gy Yooy a — maji stejny soucet jako pred prerovndnim. Z nich pak
dostaneme prerovnanou radu

E CLki:

i=1 %

+ —
Ay, — Z Ay,

)
=1 =1

o0

se souctem stejnym jako fada > ay. O

POZNAMKA O SOUCINU RAD. Souéin fad s = (3 ax) (> bx) se nabiz{ napsat
jako dvojnou sumu Y>> agb; (pro koneéné fady ji ziskdme rozndsobe-
nim — distributivnim zdkonem). Je otdzka, zda mé tato ,dvojnd“ fada soucet
a zda je roven soucinu s. Odpovéd zni ano pro absolutné konvergentni rady

B L 5 -1
a soucin casto zapisujeme v tzv. Cauchyové tvaru .~ > 7'~} apby,_y.

8.6.2 Prerovnani neabsolutné konvergentni rady

V piipadé neabsolutné konvergentni fady se prerovnanim muze jeji soucet
zménit, nebo muzeme dostat fadu, kterd souCet nema. V nasledujici vété
ukazeme, ze dokonce souc¢et muze nabyvat jakékoliv hodnoty.

Véta. Necht > a; je neabsolutné konvergentn{ fada. Pak pro libovolné S €
R* existuje prerovnani fady > ax na fadu se souctem S.

HLAVNI MYSLENKY DUKAZU. PouZzijeme znac¢eni a™, a~ z €ldnku o pferovnani
absolutné konvergentni fady. Obé fady Y a;, > a, maji limitu +o0. Je-li
S konecné kladné, zacneme s kladnymi c¢leny rady, dokud nebude ¢astecny
soucet vétsi nez S. Je-1i S konecéné zaporné, zacneme se zapornymi ¢leny rady,
dokud nebude ¢asteény soucet mensi nez S. Pak budeme vzdy brat stiidave
potfebné mnozstvi kladnych /zadpornych ¢lentu, abychom se s ¢dsteénym souc-
tem dostali nad/pod S (fady Y af, " a, maji nekoneény soucet, proto ndm
slouzi jako hrnec¢ek v pohddce hrnecku var). Zbyva ukazat, ze takto sestro-
jena fada ma soucet a ten je roven S.

Je-li § = +o00, budeme postupovat podobné — budeme se postupné dosta-
vat nad 1, pod 1, nad 2, pod 2, ..., nad k, pod k, ....

Podobné pro S = —oc. O
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8.7 Eulerovo c¢islo

Ukazeme, ze zéklad prirozenych logaritmu, Eulerovo ¢islo e, je roven souctu
fady Y o 7 @ limité lim, o0 (1 + )™
8.7.1 Eulerovo ¢islo jako soucet rady

Pouzijeme Taylortiv polynom exponencidln{ funkce T, (z) = >-;_, 2*. Pro
z =1 dostdvdme T,(1) = >_,_, & a pomoci Lagrangeova zbytku Taylorova
polynomu

e= Z % + ﬁexp(cn)
k=0

O ¢isle ¢, vime ¢, € (0,1), a tedy lim,, ﬁ exp(c,) = 0 a odtud

|=
—~
I
W~
~—

€ = 1

o0

X

k=0

8.7.2 Eulerovo ¢islo jako limita posloupnosti

Ukédzeme obé nerovnosti (1+4)" < 30 & (14 4)" > 3 . Odtud pak

plyne
e= lim (1+1)" (8.5)

n—0o0

Uloha. Pouzitim binomické véty a naslednou upravou ukazte, ze pron € N
plati

(1+)" = 14145 (1= )+ 51— (1= 2)+ A (1=5) - (1= (8.6)

n

Z (8.6) dostaneme nahrazenim zavorek jednickami nerovnost
T+ <> % (8.7)
k=0

a odtud limitnim pifechodem

|~

lim (1 + %)” <

[e.e]
n—o0

I

k=0
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Ukéazeme opacnou nerovnost. Nabizi se v (8.6) udélat limitni prechod pro
n — o0o. Nemame ale néstroj na upravu limity souctu
lim (1+14+41-H+301-Ha-2)+...+L1-1)...(1- 1))

n—o0

na soucet limit

fm (1414 (0~ D)+ Jim (50— D01~ )t lim (51— 1) (1 51)),

n—oo n—oo : n—o0

protoze se pocet séitancu na pravé strané s rostoucim n zvétsuje.
Proto zvolime N € N a soucet v (8.6) ukonéime pro n > N u ¢lenu
+(1=21)... (1 — &) a dostaneme (pro n > N)

(I+5" > 141+ 4 (1-2)+2(1-H)(1-2)+ -+ (1-2) ... (1-2=L) (8.8)

Nyni muzeme v (8.8) provést limitni pfechod pro n — oo a dostaneme

N
lim ( E ki
n—)oo

k—0

a odtud dalsim limitnim pfechodem pro N — oo dostaneme
1
(12 )

8.7.3 Eulerovo ¢islo je iracionalni

Predpokladejme, ze je Eulerovo ¢&islo racionalni, a tedy existuji p,q € N
takovd, ze e = £. Pouzijeme (8.4) k vyjddfeni soucinu ¢! e, o kterém z naseho
predpokladu plyne ¢g!e € N.

Soucet na pravé strané

k!
k=0

rozdélime na dvé casti a v nasledujicich tlohach ukazeme, ze prvni ¢ast ma
celo¢iselnou hodnotu a druhd mé hodnotu z intervalu (0, 1). Odtud dostavame
spor s tvrzenim g!e € N.

qgle=

q'e—z

k= q+1

ﬂkoly.
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1. Ukazte, ze pro k < q je Z—!! e N.
2. Ukazte, ze pro k > q je
1 1 1

= <
Kl glq+ 1)k = ¢l(g+ 1)k

Névod: v souc¢inu (¢+1) ...k nahrad'te vSechny ¢initele vyrazem ¢+ 1.
Je jich tam k — ¢ (z k ¢initelu 1-2-- -k vypustime prvnich ).

3. Ukazte, ze nasledujici fada je geometricka a vypoctéte jeji kvocient.

(e e}

1
> ST
oy @+ 1)

4. Ukazte, ze néasledujici fada je konvergentni a vypoctéte jeji soucet

o0

1
2 dar

k=q+1

Névod: dosad'te do vzorce pro soucet nekonecné geometrické fady a
upravte.

5. Rozmyslete si, ze z 2, 4 plyne
= 1
E _‘ —

6. Ukazte, ze pro ¢ € N plati

o0

> et

k=q+1

8.8 Mocninné rady
Definice.

Symbol 377 ap(x — 20)* nazyvame mocninnou radou.
Cislo xg nazyvame stredem mocninné tady.
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Cisla a; nazyvame koeficienty mocninné rady.
Virazy a(x — z0)* nazyvdme ¢leny mocninné fady.

Bude nas zajimat, pro jakd z € R mocninnd rfada konverguje.

Véta o poloméru konvergence mocninné rady. Necht {a;} je posloup-
nost takova, ze posloupnost absolutni hodnoty podilu {|ax/ags1|} mé limitu
rovhu r € R*.

Pak pro r = 0 mocninnd fada Y ax(x — x0)* konverguje pouze pro x = .
Pro r = +00 mocninna fada Y ax(z — 2)* absolutné konverguje pro = € R.
Pro 7 € (0,400) mocninnd fada Y ax(z — z)*¥ absolutné konverguje pro
x € (xg — r,x0 + 1) a nekonverguje pro r < xo — r a pro x > xg + r.
DUKAZ. Poznamenejme, Ze mocninna fada Y ax(x — )" absolutné konver-

ak+1(x710)k+1
a(z—z0)*

guje pro x = xg. Pro x # ¢ pouzijeme podilové kritérium:
ap41(x—x0)
ag

Pro r = 0 je tato limita (v pfipadé x # xy) rovna +o0o, tedy fada pro tato x
nekonverguje.

Pro r = 400 je tato limita rovna nule, proto fada absolutné konverguje pro
x € R.

Pro r € (0,400) mé nerovnost |r(x — x)| < 1 feSeni z € (xg — 1,29 + 1) a
nerovnost |r(z — xg)| > 1 feseni x € (—o0,x9 — 1) U (29 + 7, +00). O

— |z — x| /7 pro k — oc.

POZNAMKY.

Cislo r podobnych vlastnosti mé kazdd mocninng fada — tedy i v piipadé
neexistence limity |ax/ag 1]

Cislo r téchto vlastnosti — tedy pro # € R spliujici |z — 29| < r mocninnd
fada absolutné konverguje a pro x € R splaujici |z — x¢| > r mocninné fada
nekonverguje nazyvame polomérem konvergence mocninné iady.

Mnozinu (xg — r,z9 + r) nazyvame kruhem konvergence mocninné fady.
Termin je vice intuitivn{ v komplexnim oboru — mnozina {z € C : |z — xq| <
r} je kruh o poloméru r se stredem v bodé zy. Obrazek vysvétlujici vyznam
kruhu konvergence najde ¢lendr v [3] na str. 43 (obrazek 2.1).

8.9 Rady, které umime seéist

Uvedeme, vétsinou bez dukazu, priklady fad, které umime secist.

1. Geometrickd fada: pro q € (—1,1) je oo, aq® = i
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U neékterych fad je snadné spocitat ¢dstecné soucty: > % — k+r1 =
1

— %H, a tedy i soucet.

Y orey # = %2, dikaz v [3] pouzivd funkci komplexni proménné, jeji
Laurentuv rozvoj (zobecnéni Taylorova polynomu) a vypocet kiivkového
integrélu. V ivodu [1] je tento soucet odvozen z Taylorovy fady funkce
sinus a ,zobecnéni“ vztahu mezi kofeny polynomu a jeho koeficienty
na mocninné rady.

Derivovéanim geometrické fady Y oo, z% = 1 Clen po clenu dosta-
neme » o, kbt = ﬁ Vztah (3 fr(x)) = > fi(z) pro nekonecné
soucty nemusi platit, ale ve specidlnim ptipadé mocninnych tad plati

na kruhu konvergence (véta 8.3.10 v [1]).

. Alternativn{ vypocet 4: fadu >_,_, ka* vyjddiime jako soucet geomet-

rickych fad Y07 | S°2 2", sectenim dostaneme zase geometrickou fadu
Yooy i, jejiz soucet je a7

Vime, ze Y 1, % = e, odvodili jsme to odhadem zbytku Taylorova
polynomu. Podobné se da ukazat pro x € R

exp(r) = ZH

0 $2k+1
sin(z) = ;(_ka
cos(z) = kz:%(—l)k@k)!

7. Pomoci Lagrangeova zbytku Taylorova polynomu ukazeme, ze pro x €

(—1,1) je log(1 + ) = 32, (=1)**12°. 7 Abelovy véty [2] plyne, Ze
tento vztah plati i pro x = 1, tedy >, (_1,):+1

= log 2.
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Kapitola 9
Integraly

Zakladni vysokoskolsky kurz matematické analyzy se nékdy nazyva dife-
rencidlni a integralni pocet. V diferencidlnim poctu se intervaly déli na malé
dily a zkouma se, jak se na malém dilu méni funkéni hodnota. Ustfednimi
pojmy jsou piirustek funkce a derivace funkce. V integralnim poctu se tyto
malé dily skladaji zpatky do celku.

Ay = f(x1) = flxo)

N i 1 1 i i
'J;[) [ 'J;L ) Top=da T] L9 T3 ry x5 a5=~0

Na levém obrazku je ¢ervené vyznaCen prirustek funkce na intervalu
[x9,21]. Na pravém obrazku jsou vyznaceny postupné piirustky na inter-
valech [zg,x1],...,[75, 26|, na které jsme rozdeélili interval [a,b]. Prirustek
na intervalu [a,b] je souc¢tem prirustka na jednotlivych intervalech, pfitom
piirustek je pro klesajici funkci zdporny (Ay < 0).

fb) = fla) =) Ay (9.1)
Pro malé hodnoty prirustku Az, Ay je jejich podil ptiblizné roven derivaci

flz) = 2—i (9.2)
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Z (9.2) vyjadiime Ay a dosadime do (9.1). Dostaneme

Fb) = fla) =) f(z)Ax (9.3)

Na dalsim obrazku je graf derivace
f' na intervalu [a,b] a na jednotli-
vych intervalech je vyznacena kons-
tantni funkce o hodnoté Ay/Az, o
které vime, ze je priblizné rovna hod-
noté derivace f’(z). Soucet na pravé
strané (9.3) je pak roven obsahu plo-
chy mezi grafem derivace f’ a osou .
Pritom ¢dst, ve které je f’ zaporna,
tedy ma graf pod osou x, bereme se
zapornym znaménkem.

Integrovani je opac¢na operace od derivovani. Funkce F', kterd spliuje
vztah F' = f se nazyva neurcitym integralem funkce f. Jiny nazev, kterému
budeme v tomto textu davat prednost, je primitivni funkce.

Vyse uvedeny rozbor grafui funkce a jeji derivace naznacuje, ze obsah
obrazce mezi grafem funkce a osou x lze vypocitat jako rozdil hodnot primi-
tivni funkce v krajnich bodech intervalu. Ukazeme pozdéji, ze je to pravda
pro spojitou funkci a naucime se metody vypoctu primitivni funkce.

Nejdiive ale shrneme v ivodnim ¢lanku poznatky o obsahu rovinnych ob-
razcu. Pak se budeme vénovat Riemannové integréalu, ktery je definovan jako
obsah obrazce mezi grafem funkce a osou z. Dulezitym poznatkem je exis-
tence Riemannova integrélu ke spojité funkci a pojem integralu s proménnou
horni mezi, ktery je nastrojem diukazu existence primitivni funkce ke spojité
funkci.

V zavéru kapitoly pojedndvame o Newtonové urcitém integralu a me-
todéach jeho vypoctu. Podstatné je, ze pro spojitou funkci maji Riemannuv
i Newtonuv integrél stejnou hodnotu. Pritom pro Newtonuv integral mame
metody vypoctu, zatimco geometrické aplikace se daji prirozenéjsim zpuso-
bem spojit s Riemannovym integralem. Mozna stoji za zminku, Ze mnozi
matematici s timto tvrzenim nesouhlasi a Riemannuv integral nemaji prilis
v oblibé. I z toho duvodu se zminime o nékterych jeho nedostatcich a o tom,
jak je napravuje dalsi typ integralu, Lebesgueuv.
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9.1 Obsah obrazce

CO JE TO OBSAH? ROZEBRAT PODROBNE S OBRAZKY NASLEDUJICI:

OBSAH CTVERCE O JEDNOTKOVE DELCE JE 152, JAKY JE OB-
SAH OBDELNIKU O STRANACH CELOCISELNYCH, RACIONALNICH,
IRACIONALNICH DELEK?

OBSAH TROJUHELNIKU, OBSAH MNOHOUHELNIKU.

OBSAH KRUHU, ELIPSY.

OBSAH OBECNEHO ROVINNEHO UTVARU, PRIBLIZNY VYPOCET
~ DOLNI A HORNI ODHAD OBSAHU.

Principy, které pouzivame pii poc¢itani obsahu rovinnych obrazcu.
1. Obsah obrazce je nezaporné cislo, nebo +oc.
2. Obsah ¢tverce o hrané délky 15 je roven 132

3. Obsah obrazce se nezméni pti shodném zobrazeni, tedy posunuti, oto¢eni
a osové soumeérnosti. Znamena to, ze vzor a obraz maji stejny obsah.

4. Rozdélime-li obrazec na dvé ¢asti, které nemaji spolecné body, je obsah
obrazce roven sou¢tu obsahu ¢asti.

5. Cést celku mé nejvyse takovy obsah jako celek.
Principy ve formalnim tvaru.
1. Obsah je zobrazeni, které mnoziné A C R? piitadi ¢islo o(A) € [0, +00].
2. 0([0,1] x [0,1]) = 1
3. Pro shodné zobrazeni s a A C R? plati o(A) = o(s(A)).
4. Pro A, B C R? splitujici AN B = @ plati
o(AUB) = 0(A) + o(B).

5. Pro A, B C R? spliujici A C B plati o(A) < o(B).

7 vy$e uvedenych principu plynou dalsi vlastnosti. Uvedeme nékteré z nich
a ukdzeme (nebo aspon naznac¢ime), jak vlastnosti plynou z vyse uvedenych
principu.

Vlastnosti.
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. Zvolime-li ve tietim principu A = [0,1] x [0,1], B = 0 a pouzijeme
druhy princip, dostaneme 1 = o()) 4+ 1, a tedy

o() =

Prdzdnd mnozina md nulovy obsah.

. Jeli A C B ao(B) = 0, pak ze ¢tvrtého principu plyne o(A4) < 0
a z prvniho principu plyne o(A) > 0, a tedy o(A) = 0. PodmnoZzina
mnoziny nulového obsahu mad také nulovy obsah.

. Pro mnoziny A, B,C C R2, které jsou po dvou disjunktni, tedy plati

ANB=BNC = ANC =, dostaneme dvoji aplikaci tfetiho pravidla
o(AU(BUC)) =0(A)+0o(BUC) =0(A)+ o(B) + o(C), a tedy

0o(AUBUC) =0(A)+o(B) + o(C).

Obsah sjednoceni tri mnozin po dvou disjunktnich je roven souctu ob-
sahi mnozin.

. Pro po dvou disjunktni mnoziny A, ..., A, dostaneme matematickou

indukei
n

o(Ui_iAx) = ) o(Ay).

k=1
Obsah sjednocent koneéného poctu mnozin po dvou disjunktnich je roven
souctu obsahi mnozin.

. Nakreslete obrazek mnozin A, B C R? s nenulovym prinikem, zvolte
vhodné mnoziny po dvou disjunktni a odvod'te z pfedchozich vztaht

0(AUB) +0(ANB) =o0(A) + o(B).

Soucet obsaht dvou mnozin je roven souctu obsahu jejich sjednoceni a
jejich pruniku.

. 7 ptedchoziho vztahu a s nezdpornosti obsahu plyne
0o(AUB) < o(A) + o(B).

Obsah sjednoceni dvou mnozin je nejvyse roven souctu jejich obsahi.
Tuto vlastnost nazyvame subaditivita.
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7. Z predchoziho odvodime o(AU(BUC)) < o(A)+o(BUC) a o(BUC) <
o(B) + o(C), a odtud

0o(AUBUC) <o(A) +o(B) + o(C).
Obsah sjednocent tri mnozin je nejuyse roven souctu jejich obsahii.

8. Matematickou indukci vztah zobecnime pro libovolny koneény pocet
mnozin
n
o(Up_1 Ar) <> o(Ayg).
k=1
Obsah sjednoceni koneéného poctu mnozin je nejuyse roven souctu je-
jich obsahi.

9. Vyse jsme ukazali, ze z principu plyne, ze obdélnik o stranach a,b €
(0, +00) ma obsah roven ab. Ukazme, ze (libovolnd) jednoprvkova mno-
zina A = {[z, y]} ma obsah roven nule. Zvolme € > 0 a uvazujme ¢tverec
se stredem v bodeé [z, y] a strané /z. Jeho obsah je roven ¢ a z pdtého
principu tedy plyne o({[z,y]}) < €. Protoze muzeme zvolit ¢ libovolné

malé, plati
o({[z,y]}) =0

Jednoprvkovd mnozina md nulovy obsah.

10. Z nulovosti obsahu jednoprvkové mnoziny a vlastnosti 4 plyne, ze libo-
volna konecnd mnoZina ma obsah roven nule.

9.1.1 Jordanova mira

V minulém ¢lanku jsme uvedli vlastnosti, které by mélo splinovat zobrazend,
které mnoziné A C R? ptifadi jeji obsah. Bude nés zajimat, zda vibec exis-
tuje zobrazeni takovych vlastnosti definované na mnoziné vsech podmnozin
mnoziny R2.

V tomto c¢lanku zkonstruujeme z vyse uvedenych principu horni a dolni
odhad obsahu pro libovolnou mnozinu A C R2. MnozZiny, pro které se horni
odhad rovna dolnimu odhadu, nazveme Jordanovsky meéritelné a spole¢nou
hodnotu dolniho a horniho odhadu nazveme Jordanovou mirou mnoziny. Uve-
deme priklad mnoziny, pro kterou se horni a dolni odhad lisi.

VNITRNI A VNEJSI MIRA, PRIKLAD JORDANOVSKY NEMERI-
TELNE MNOZINY
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9.1.2 Lebesgueova mira

Vime, ze mnozina raciondlnich ¢isel je spocetna. Znamena to, ze existuje
posloupnost {g,}>2; obsahujici vSechna raciondlni ¢isla. Vime, ze konecné
mnoziny jsou Jordanovsky méfitelné a maji miru rovnu nule. Tedy mnoziny

?_{qr} jsou vsechny Jordanovsky meéfitelné a maji nulovou miru. V mi-
nulém clanku jsme vidéli, Ze jejich sjednoceni, tedy mnozina racionalnich
¢isel, neni Jordanovsky meéritelnda mnozina. V teoretickych konceptech se
casto hodi vlastnost

Jsou-li mnoziny Ay, k € N méftitelné,
je méritelné i jejich sjednoceni URZ | Ay.

Proto nevystac¢ime s Jordanovou mirou a zavadime miru Lebesgueovu.

VNEJSI LEBESGUEOVA MIRA, MERITELNE MNOZINY, EXISTENCE
NEMERITELNE MNOZINY

9.2 Riemannuv integral

Nize budeme definovat Riemanntuv integral. Budeme ho definovat pro ome-
zenou funkci na omezeném intervalu. Pro nezdpornou funkci ma Riemannuv
integral vyznam obsahu obrazce shora omezeného grafem funkce a zdola osou
x. Pro obecnou funkci je Riemannuv integral rozdilem obsahii obrazci nad
osou x a pod ni.

Riemannuv integral budeme definovat (a pocitat) pro zadanou funkci na
zadaném intervalu. Budeme ho znacit symbolem (R) fab f(z)dx, kde f znaci
integrovanou funkci a ¢isla a < b jsou hranicemi intervalu, pres ktery inte-
grujeme.

Piimo z definice budeme pocitat Riemannuv integral jen z funkci po
¢astech linedrnich (pouzijeme k tomu prostiedky elementdrni geometrie —
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vzorce pro obsah trojuhelniku, obdélniku a lichobézniku) a jen na zacéatku,
nez si vypracujeme nastroje na pohodlnéjsi vypocet.

Pro zadanou funkci f budeme zkoumat funkei, ktera cislu t € (a, b) priradi

integral s proménnou horni mezi R(t) = (R) fat f(x) dz. Na prikladech po ¢és-
tech linearnich funkci ukazeme, ze v bodé t, ve kterém je funkce f spojita, je
R'(t) = f(t). Pozdéji ukdzeme platnost tohoto vztahu pro libovolnou spojitou
funkci. Proc tento vztah plati ilustruji nasledujici obrazky:.
Na hornich obrazcich jsou vysrafova-
ny plochy o obsazich R(t), R(t + h).
Na dolnim obrazku ma vysrafovana
plocha obsah rovny rozdilu

R(t+ h) — R(t)

a ten je priblizné roven obsahu ob-
délniku o sifce h a vysce f(t). Odtud
plyne

R(t+h) — R(t)
h

= f(t)

Tato vlastnost nas v nasledujicim
¢lanku povede k pojmu primitivnd
funkce funkce f. Je to funkce F' spl-
nujici F' = f.

Probereme metody vypoc¢tu primi-
tivni funkce a v dalsim ¢lanku pomoci
primitivni funkce definujeme New-
tonuv integral, jehoz hodnota je pro
spojité funkce rovna Riemannovu in-
tegralu. Naucime se tak pocitat ob-
sahy obecnéjsich obrazct.

Definice.
Délenim intervalu [a,b] nazyvame n + 1-ici ¢isel a = xg < 21 < --- < x,, = b,
body x; nazyvame uzlovymi body déleni.
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= A
Je-li fi1,...,f. posloupnost Ccisel,

nazyvame funkci

*—
frax— fi  prox € [x;_1,1;), e
i:l,...,n >{j ; "\f:?_ 2 :
po cdstech konstantni funkci na |a, b]. :
’B—Ej

Vyraz ) (x;—x;_1) f; nazyvame Riemannovym integrdlnim souctem funkce
f. Budeme ho znacit R(f).
Nerovnosti mezi funkcemi budeme rozumét nerovnost funkénich hodnot, pti-
tom uvedeme interval pro proménnou: f < g na [a,b] tedy znamend, ze pro
vechna x € [a,b] je f(z) < g(x).
Pro funkci g omezenou na intervalu [a, b] definujeme:
Cislo R(f) pro libovolnou po ¢éstech
konstantni funkci f < g na intervalu
[a,b] nazyvame dolnim integrdlnim
souctem funkce g na intervalu [a, b].
Dolnim  Riemannovym integrdlem
funkce g na intervalu [a, b] nazyvime
J—  supremum dolnich integrilnich sou-
¢tu funkce g na [a,b]. Znacime ho
(R)f, 9(x) d.
Hornim integrdlnim souctem funkce
g na intervalu [a,b] je ¢islo R(f)
pro libovolnou po ¢astech konstantni
funkci f > g na [a, b].
Hornim Riemannovym integrdlem
funkce g na intervalu [a, b] nazyvéame

| {— infimum hornich integrédlnich souctu
funkce ¢ mna [a,b]. Znacime ho
b
(R)[, g(x) dz.

Funkci g nazveme Riemannovsky integrovatelnou na [a, b], pokud se jeji horni
a dolni Riemannovy integraly na [a,b] rovnaji. Jejich spoleénou hodnotu

znacime (R) f;g(x) dx a nazyvame Riemannovym integrdlem funkce g na
[a, b].
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Poznamky.

1. V nasi definici je po ¢astech konstantni funkce spojita zprava. Ve sku-
tecnosti na funkéni hodnoté v uzlovych bodech déleni nezalezi, Rie-
mannuv integralni soucet by v tom piipadé byl definovan stejné.

2. Riemannuv integral ma smysl pocitat jen na omezeném intervalu a
jen pro omezené funkce. Je to proto, ze ho aproximujeme integralnimi
soucty pres konecny pocet omezenych intervalu. Na neomezeném inter-
valu by to neslo.

Kazda po c¢éastech konstantni funkce nabyva koneéného poctu hodnot,
je tedy omezena. Pro shora neomezenou funkci f by neexistovala po
castech konstantni funkce ¢ splnujici f < g. Podobné pro zdola neome-
zenou f by neexistovala g splnujici f > g.

TODO: OBRAZEK

Vlastnosti.

1. TODO: OBRAZEK
Pro zadany interval, na ném zadanou funkci, jeji dolni integralni soucet

R(f4) a horni integralni soucet R(fr,) plati R(fa) < R(fn)-
2. Pro funkci g omezenou na intervalu [a, b] plati

b b
(R) / g(x) dz < (R) / g(z) dz (9.4)

Leva strana je rovna supremu mnoziny dolnich integralnich souctu

(R)[| g(z)dz =sup{R(fa) : fa < f na [a,b]}.

=~

Prava strana je rovna infimu mnoziny hornich integralnich souctu

b
(R)/ g(x)dx = inf{R(fp) : frn < f na [a,b]}.

Z nerovnosti R(fy) < R( fh) a z lemmatu o supremu a infimu pak plyne
nerovnost (9.4). TODO: PRESNEJSI ODKAZ NA LEMMA

67



Priklady.

1. f(z) = z, € [0,1], rovnomérné déleni z; = i/n, i = 0,1,...,n.
OBRAZEK, DOLNI A HORNI INTEGRALNI SOUCET

2. Dirichletova funkce D(z) = 1 pro z € Q, D(z) = 0 pro z ¢ Q na

intervalu [0, 1]. Jeji dolni a horni Riemannuv integrély jsou rovny

(R)/OID(x) dz =0 (R)/OID(I') de =1

a neni tedy Riemannovsky integrovatelna.

3. Riemannova funkce R je pro x ¢ Q definovand R(x) = 0 a pro ra-
ciondlni ¢islo x = p/q vyjddiené v nesoudélném tvaru je R(z) = 1/q.
V [2] je ukdzéno, ze Riemannova funkce je Riemannovsky integrova-
telnd na intervalu [0,1] a jeji integral je roven nule. Na strané 305
nahote (elektronicky strana 49) je obrazek zobrazujici horni integralni
soucet o velikosti € pro (libovolné) malé ¢ > 0.

Lemma o Riemannovsky integrovatelné funkci. ! Funkce f je Rieman-
novsky integrovatelnd na intervalu [a, b], pokud ke kazdému e > 0 existuji
dolni integralni soucet R(f;) a hornf integralni soucet R( f;,) funkce f takové,

ze R(fn) — R(f4) < e.
TODO: OBRAZEK, DUKAZ

Véta o Riemannovské integrovatelnosti spojité funkce. 2 Je-li funkce
f spojita na intervalu |[a, b], pak je na tomto intervalu Riemannovsky inte-
grovatelna.

K dukazu potfebujeme pojem stejnomérné spojitosti.
Spojitost funkce f na intervalu I lze zapsat

(Vxo € I)(funkce f je spojita v bodé zy, pokud je xy krajni bod,

tak jednostranné zevnitf intervalu)
nebo forméalnéji

(Vag € I)(Ve > 0)(35 > 0)(Vx € I)(x € (xg—0,x0+0) = f(x) € (f(xo)—¢, f(xo)+e))

1 [2], Véta 11.2.12, strana 299, elektronicky 43
2 [2], Véta 11.2.23, strana 303, elektronicky 47
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Na obrazku je graf spojité funkce,
kterd ma v bodé vlevo nevlastni li-
mitu.
V bodech 1, x5 jsou vyznacena okoli
funkénich hodnot f(z1), f(z2) o stejné
velikosti € > 0 a k nim okoli bodu z1,
2o splnujici podminku z definice spo-
jitosti.
Vidime, ze c¢islo 0 se pro ruzna x
lisi. Pti zmenSovani x1, tedy pri jeho
posouvani doleva, se velikost ¢ dale
zmensi.

Tim se lis{ spojita funkce od stejnomérné spojité funkce — u té je k za-
danému ¢ stejné § pro vSechna x.

Definice. Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu I, pokud plati

(Ve > 0)(36 > 0)(Vzy, 20 € IN(Jz1 — 22| < 0 = |f(21) — f(x2)] <€)

Bez dukazu uvedeme vétu o stejnomérné spojitosti na uzavieném inter-
valu®. Poznamenejme jesté, Ze funkce, jejiz graf je na obrazku nahofe, je
spojitd na intervalu zleva otevieném a v levém krajnim bodé maé nevlastni
limitu. Neni ji tedy mozné do levého krajniho bodu spojité rozsitit.

Véta. Je-li funkce f spojitd na omezeném uzavieném intervalu, pak je na
tomto intervalu stejnomérné spojita.

DUKAZ vety o Riemannovské integrovatelnosti spojité funkee.
TODO: DUKAZ, OBRAZEK

9.2.1 Riemannuv integral s proménnou horni mezi

Budeme uvazovat funkci f, kterd ma na intervalu I = [a,b] Riemannuv
integral a budeme zkoumat funkci
R I { (R)fa f(t) dt LS (CL, b] (95)
0 T =a

3 [2], Véta 11.1.3, strana 296, elektronicky 40
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kterou budeme nazyvat Riemannovym integrdlem s proménnou horni mezi.

PR@QJUQNAVYPOCET}UEMANNQVAINTEGRALUSPROMENNOU
HORNI MEZI PO CASTECH LINEARNI FUNKCE, SPOJITE I NESPO-
JITE A VYPOCET JEHO DERIVACE

Vlastnosti Riemannova integralu

1. Monotonie.
Jsou-li fi, fo funkce spliujici f; < fo na intervalu [a,b], pak stejnd
nerovnost plati pro jejich Riemannovy integrély

®[ @) dr < (R) / ) de.

TODO: OBRAZEK

2. Integral konstantni funkce je soucinem funkéni hodnoty a sitky
intervalu. Pro kladnou funkéni hodnotu je Riemanntv integral roven
obsahu obdélniku mezi grafem funkce a osou z. Pro zapornou funkéni
hodnotu az na zadporné znaménko také.

TODO: OBRAZEK

3. Aditivita integralu vzhledem k integraé¢nimu oboru.
Je-li funkce f Riemannovsky integrovatelna na [a,b] a ¢ € (a, b), pak je
f Riemannovsky integrovatelnd na [a, c] i [c, b] a plati

®)[ 1) o= R) [ @) de+ (R) [ s
TODO: OBRAZEK

Dusledkem téchto tii vlastnosti je spojitost Riemannova integralu jako
funkce horni meze a derivace Riemannova integralu podle horni meze. Viz
nasledujici dve véty.

Véta o spojitosti Riemannova integralu s proménnou horni mezi. Je-
li funkce f Riemannovsky integrovatelna na [a, b], pak je funkce R definovana
v (9.5) je spojitd na [a, b].
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DUKAZ.

S < Protoze je f Riemannovsky integrovatelnd
na [a,b], je na [a,b] omezend, tedy existuje

~0 O\\\ konstanta K € R takova, ze
LTI ] (2 € 0 W)(f(@) € [K.K]). (90
A€ T\ =
o {L ? Na ose jsou vyznaceny body t + ht, t,t+hy
T e Ry a intervaly [t + h_,t], [t,t + hy]. Cislo hy je

kladné, h_ zdporné a obé jsou (v absolutni
o hodnoté) mald. Funkce f muze a nemusi byt
il v bodé t spojita.

7 aditivity vzhledem k integra¢nimu oboru plyne pro Ay > 0

R(t+hy) = R(t) + (R) /t ey da

aproh_ <0
R(t)=R(t+h_)+(R) f(x)dz.
t+h_
Vztahy upravime na
t+hy
R(t+hy)—R(t) = (R) /t (o) de (9.7)

R(t)—R(t+h.) = (R) @) de

t+h_

Z (9.6) a z monotonie Riemannova integralu plyne pro a < z; < x5 < b (za
x1, T2 budeme dosazovat vyse zminéné body)

x9 xro T2
(R)/ —Kdx < (R)/ flz)dz < (R)/ K dz.
Krajni integraly spocitame jako Riemannovy integraly konstantni funkce
T2
K (e — 1) < (R)/ f(2)de < K (s — 21).
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Dosazenim za x1, o dostaneme

thhy
_Kh, < (R) / f@)de < Kh,

Kh_ < (R) t (x)dx < —Kh_

N t+h_

Z véty o tiech limitach (jinak znamé jako policejni véta) dostaneme, ze hod-
noty uvedenych integralu se blizi nule pro h,. — 0%, h_ — 07, a tedy i vyrazy
na levych strandch rovnic (9.7) se bliz{ nule.

Z R(t+ hy) — R(t) — 0 pro hy — 07 plyne spojitost funkce R v bodeé ¢
zprava.

Z R(t) — R(t +h_) — 0 pro h— — 0~ plyne spojitost funkce R v bodé t
zleva.

Vyse uvedené vztahy maji smysl pro ¢ € (a,b). Pro t = a ma smysl
uvazovat jen hy > 0. Dostavame tak spojitost funkce R v bodé a zprava.
Podobné dostaneme spojitost zleva v bodé t = b. U

Véta o derivaci Riemannova integralu spojité funkce podle horni
meze. Je-li f spojitd v bodé t € (a,b), pak ma R : t — (R)fat f(z)dz v bodé
t derivaci a plati R'(t) = f(t).

DUKAZ.
Protoze je funkce f spojita v bodé t,
existuje pro kladné ¢ kladné ¢ takové,
™ ze pro x € (t —0,t+9) je
E
F(t) —= < f(2) < f(1) + e
O t _"C,'i_ﬂ“ ,';?;I_

Pouzijeme monotonii Riemannova integralu na funkci f a konstantni funkce
o hodnotéch f(t) + . Dostaneme pro h € (0, 6)

t+h t+h t+h
(R)/t f(t)—edazg(R)/t f(.r)d:tg(R)/t f(t) +eda
72



a pro h € (—6,0)

(®) F(t) —cde < (R) fa)de < (R) Ft) + e de

V obou vztazich je vpravo i vlevo integral z konstantni funkce. Jeho hodnotu
vyjadiime jako soucin funkéni hodnoty a sitky intervalu
Mf(t)—2) < (R floyde < h(f(t) +e)
~h(f(t) =) < (R}, f(x)dx < —h(f(t) +e)
Integraly uprostied vyjadiime pomoci aditivity Riemannova integralu vzhle-
dem k integra¢nimu oboru jako rozdil
hf(t) —e) < R(t+h)—R({) < h(f(t)+e)
—h(f(t) —e) < R(t)—R(t+h) < —h(f(t)+e)
Nyni vydélime nerovnosti v prvnim fadku kladnym h a nerovnosti ve druhém
fadku kladnym —h. V obou ptipadech dostaneme
R(t+ h) — R(t
ft) e < N ZBO o iy
Cislo € > 0 jsme mohli zvolit libovolné malé a proto je

_R(t+h) — R(t)
i h AL

g

V dukazu jsme pouzili pouze vlastnosti 1. — 3. Riemannova integralu.
Dokéazali jsme tedy vétu platnou i pro jiné typy integralu (napiiklad Lebes-
gueuv).

Véta o derivaci integrilu spojité funkce podle horni meze. Necht
zobrazeni, které funkci f a intervalu I pritadi realné ¢islo O ma vlastnosti

1. je monotonni vzhledem k proménné f
2. konstantni funkci pritadi soucin jeji hodnoty a délky intervalu

3. je aditivni vzhledem k proménné [/

Cislo O budeme nazyvat integralem funkce f pfes interval I.

Necht funkce f je definovand na intervalu I a spojitd ve vnitinim bodé ¢
intervalu 1. Zvolme tg € I, ty < t.

Pak funkce, ktera ¢islu x € I, x > tq pritadi integral funkce f pfes interval
(to,z), ma v bodé t derivaci a ta je rovna f(t).
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9.2.2 Velmi strucné o Lebesgueové integralu

9.2.3 Nevlastni Riemanntiv integral

Napravuje to, ze Riemannuv integral je definovan jen na omezeném intervalu
a pro omezené funkce.

Definice nevlastniho integralu vlivem meze. Necht je a € R a pro kazdé
b > a je funkce f Riemannovsky integrovatelnd na [a, b]. Necht existuje limita

(vlastni nebo nevlastni)
b
Jim (R) [ f(a) da

Pak tuto limitu nazyvame nevlastnim Riemannovym integrdlem funkce f na
intervalu [a,4+00) a znac¢ime ho
+o0o

R)[ flz)dx

a

Podobné definujeme nevlastni Riemannuv integral na intervalu (—oo, b]

R = gm @)

Definice nevlastniho integralu vlivem funkce. Necht je a,b € R, a < b
a pro kazdé ¢ € (a,b) je funkce f Riemannovsky integrovatelna na [a, c],
ale nenf Riemannovsky integrovatelna na [a, b]. Necht existuje limita (vlastni

nebo nevlastni)
lim (R)/ f(z)dx
c—b~ a

Pak tuto limitu nazyvame nevlastnim Riemannovym integrdlem funkce f na
intervalu [a,b]. Znaci se obvykle stejné jako Riemannuv integrél, tedy

R)/b f(z)de

Podobné pro funkei integrovatelnou na [c, b], ale nikoliv na [a, b] definujeme

R = im® [ 1 9.)

Poznamka. Vztah (9.8) plati i pro Riemannovsky integrovatelnou funkci, ale
je pro néj vlastnosti, kterou je tfeba dokézat, zatimco pro nevlastni integral
je definici.
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9.3 Primitivni funkce (neurcity integral)

DEFINICE PRIMITIVNI FUNKCE NA INTERVALU )
LEMMA O JEDNOZNACNOSTI AZ NA ADITIVNI KONSTANTU
ZNACENI; ZAKLADNI VZORCE

Vlastnosti.

1. Linearita:
Pokud ma prava strana smysl, tak pro funkce f, g a cislo ¢ plati

[t@+g@ar = [ @y [ o

/cf(x)dx _ c/f(m)dx

Vlastnost plyne z linearity derivace.

2. Spojitost:
Je-li F' funkce primitivni k funkeci f na intervalu I = (a,b), pak je F
na [ spojita.
Vlastnost plyne ze vztahu F'(z) = f(z) a z véty spojitosti funkce
v bodé, ve kterém ma derivaci.

VETA O EXISTENCI PRIMITIVN{ FUNKCE KE SPOJITE FUNKCI,
NEMUSI BYT ELEMENTARNI —~ PRIKLADY

9.4 Metody vypoctu primitivni funkce

94.1
9.4.2
9.4.3
9.4.4

Linearni substituce
Metoda integrace per partes (po ¢astech)
Metoda substituce

Integrace parcialnich zlomku

1. Jednonasobny redlny koten

1 1 1 b
T +a ar +b b
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2. Vicenasobny realny koren

/;dx — /(;p+a)‘”dx:(x+a)1_”/(1—n)

(z+a)"
1

(n—1)(z+a)"!

1 1
o T o

3. Kvadraticky trojclen x?+px+q s komplexnimi kofeny (tedy 4qg—p? > 0)
a s konstantnim c¢itatelem: nejdiiv doplnime na ¢tverec

|| el
z‘: .%'
22+ pr+q (22 +p/2)* +q—p*/4

a pouzijeme vzorec [ ﬁ dr = % arctg %

20 +p

\/4q — p?

4. Kvadraticky troj¢len s jednondsobnymi komplexnimi koteny a linearnim
citatelem: nejdiive Citatel doplnime na nésobek derivace jmenovatele

/ ax +b dx_/a/2(2x+p)+b—ap/2 dz
2+ pr+q 2+ pr+q

arctg

1 2
. dz=
/1‘2+pm—l—q V4q — p?

a rozdélime na dva integraly. Prvni spocitame substituci
a/2(2z + p) a 9
————dx = ~ log(z x
/:L'2+px—|—q 2 g(v” +pr+q)
a druhy jako v predchozim bodé
b—ap/2 2b — ap 2x+p
- —dr = arctg
T+ pr+q V4q — p? \4q — p?
5. Kvadraticky trojclen s nasobnymi komplexnimi koteny: prvni krok je
stejny jako u jednondsobnych kofenu

/ ar +b de /a/2(2m+p)—|—b—ap/2dx

@ +pr+qr (% + pz +q)
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Prvni integrél spocitdme substituci

/ a/2(2x + p) dp — a 1
(

2+ pr+qn  2(n—1) (22 +px+ q)n!

druhy doplnime na ¢tverec a pouzijeme rekurentni formuli

/ 1 do x n 2n —1 / 1 d
- dz= T
(22 + a)nt! 2an(z? + a)” 2an (x24a)>

kterou nize odvodime. Zacneme per partes na soucin 1 - m

/ 1 dr — x n / 22 d
(x2+a)n r = (x2_+_a)n n (x2+a)n+1 x

Pokracujeme tupravami
222 2(z? -2
/ T dr — / (x* +a) —2a de
(I2 +a)n+1 (1‘2 +al)n+1

1 1
— | —— dr—2m | ————d
"/ @ +apr a"/ (@ + a1 ™

v/

1
h_/————m,
(z2 +a)"

pak je

1
Iy = /mdx

a vysSe odvozenou rovnici zapiSeme ve tvaru

I, = + 2nl, — 2anl,

(22 4+ a)"
a odtud vyjadiime I, 14

T 2n —1

2an(z? + a)? 2an

[nJrl = I,
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6. Alternativni tvar parcialnich zlomku v ptipadé nasobnych komplexnich
kofent jmenovatele

1 ! —2xn
((I2+a2)n> - (22 + a2)nt!

T " (1-2n)a?+d?
(932 + a?)n - (:B2 + a2)n+1

Piiklady.

1. Na vysvétleni rozdilu standardniho a alternativniho zpusobu najdeme
primitivni funkci k funkci
o3 + 42
(22 4+ 2)?

Standardni zpusob:

% + 422 _A$+B+ Cx+ D
(22 +2)2 22+2 (22 +2)?

Multiplikativni konstanty vyjdou A=1,B=4,C=-2,D = -8

Primitivni funkce k “;142 je 1log(a? + 2) + 2\/_ 2 arctg xf.
1

x2+2)2 je 2242°
E najdeme dosazenim n = 1, a = 2 do reku-

Primitivn{ funkce k

Primitivni funkei k oy +2

rentni formule a Vynasobenlm —8. Vyjde x}i’; — V2arctg x*[.
Vyslednd primitivni funkce po secteni a upravé vyjde

1 1-— 2
5 log(z? 4 2) + o ; + V2arctg %
Alternativni zpusob:

3 +42r> Az + B —2x —x?+2
= +C +D
(x2+2)2 2242 (22 + 2)? (22 +2)2

Multiplikativni konstanty vyjdou A = 1, B =2, C =1, D = 2.
Vysledna primitivni funkce vyjde stejné jako vyse.
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2. Vypocitame jesté jeden integral, jehoz vysledek budeme potiebovat

v dalsi kapitole
62
——d
/ @12

Pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky (tedy alternativni zpusob)

- 2 +1 241

622 Ar+B\' Cz+D
($2+1)2 o

Vyjde A= -3, B=0,C =0, D =3 a tedy

62 -3
/%dx: ’ + 3arctg x.

2 4 1)2 241

9.5 Newtontv (urcity) integral

Definice. Necht m4 funkce f na intervalu (a,b) (ktery muze byt i omezeny
i neomezeny) primitivn{ funkci F'. Pak definujeme Newtoniv integrdl funkce
f ma intervalu (a,b) vztahem

T—b— z—at

b
(N)/ f(z)dx = lim F(x)— lim F(x) (9.9)

Pokud m4 prava strana smysl, iikdme, ze (Newtoniv) integrdl existuje nebo
také tikdme, ze f ma na (a,b) Newtonuv integral. Pokud ma pravé strana
konecnou hodnotu, mluvime o vlastnim integrdlu, ¥ikame, ze (Newtonuv) in-
tegrdl konverguje a funkci f nazyvame newtonovsky integrovatelnou na (a,b).
Ma-li integral nekonecnou hodnotu, mluvime o nevlastnim integrdlu.

Rozdil na pravé strané ¢asto znaéime [F(z)]° pifpadné F(z)[°.

Poznamky.

Newtonuv integral nezavisi na vybéru primitivni funkce, protoze dvé
ruzné primitivni funkce se lis{ konstantou, kterd se na pravé strané (9.9)
odecte.

V [2] je v definici Newtonova integralu misto primitivni funkce pouzita zo-
becnénd primitivni funkce. My z duvodu zjednoduseni vysta¢ime s primitivni
funkci.

Vlastnosti.
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1. Linearita:
Pokud ma prava strana smysl, tak pro funkce f, g a ¢islo ¢ plati

W/ Cf) 4 g@)de = W) / " fla)de + (W) / o) da
b b
(M/a cf()dr = cw)/a /() de

Vlastnost plyne z linearity neurcitého integralu a z véty o limité souctu
a nasobku.

2. Aditivita vuéi integra¢nimu oboru:
Pokud ma jedna ze stran smysl, tak pro a < b < ¢ plati

W[ @ W [ s@ar= 00 [ s

Pro vlastni integraly je vlastnost vidét dosazenim do definice. Primi-
tivni funkce je v bodé b spojitd, proto jsou obé jednostranné limity
rovny jeji hodnoté v bodé b a odectou se. Pro nevlastni integrély si
staci rozmyslet, Ze limity v bodé b jsou vlastni, a tedy bud maji smysl
(jsou definovany) obé strany nebo zadna.

TODO: NENi PRAVDA PRO NASI DEFINICI, PROBLEM JE V EXIS-
TENCI PRIMITIVNI FUNKCE V BODE b

Véta o integraci per partes. Jsou-li funkce f, g definované na intervalu
la,b] a maji na ném derivaci, pak plati nasledujici vztah za predpokladu, ze
mé jeho prava strana smysl

(N)/ f’(af)g(l’)da:[f(flf)g(x)]ﬁ—(/\/)/ f(x)g (z) da.

DUKAZ. Z pravidla pro derivaci souc¢inu (fg)" = f'g+ f¢' plyne f'g = (fg) —
fg'. Je-li H primitivni funkei funkce f¢', pak je fg — H primitivni funkei
funkce fg. O

Dalsi metodou je substituce. Pro vétsi prehlednost ji vénujeme samo-
statny clanek.
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9.5.1 Metoda substituce
Derivace slozené funkce

Odvozeni metody substituce je zalozeno na vété o derivaci slozené funkce.
Proto ji struéné zopakujeme.

Ma-li funkce g v bodé ¢ derivaci ¢'(t) a funkce F derivaci v bodé = = g(t)
roviu F'(x), pak mé slozena funkce t — F(g(t)) v bodé t derivaci a ta je
rovna F'(g(t))g'(t).

Plati i nasledujici ,,obracena* implikace: mé-li slozend funkce t — F(g(t))
v bodé t derivaci, oznac¢ime ji (F(g(t)))" a ma-li funkce g v bodé ¢ nenulo-
vou derivaci ¢'(t), pak je derivace funkce F' v bodé = = g(t) rovna poddilu
(F(g(t) /g (1)

V matematickych symbolech prvni implikaci zapiSeme

F'(z) = f(z) = (F(g(1))" = f(g(t)g'(t)

a druhou zapiSeme

Jeli g'(t) # 0, pak  (F(g(1))) = f(g(t))g'(t) = F'(x) = f(x)

Podminku ¢'(t) # 0 lze nahradit podminkou: g je ryze monotonni (tedy
rostouci nebo klesajici) na okoli bodu ¢ a funkce f je spojita v bodé g(t).
Oznacime-li slozenou funkci t — F'(g(t)) symbolem H (tedy H(t) = F(g(t))),
pak lze implikaci prepsat na

H'(t) = f(g(t))g'(t) = (H(g™'(x))) = f(x)

Kazdé z implikaci odpovida v dalsim textu jedna z vét o substituci.

Piehozeni mezi

Zatim jsme definovali Newtonuv integral (N) fab f(t)dt pro a < b. Pii inte-
grovani substituci x = g¢(t) prevedeme integral pies interval ¢ € (a,b) na
interval o krajnich bodech g(a), g(b) a chceme se vyhnout diskusi, které
z cisel g(a), g(b) je vétsi a chceme pripustit i jejich rovnost. Proto je uziteéné
definovat pro a > b

W) ) de = —() [ e w0 swrde=o
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Véty o substituci

Uvedeme dvé véty o substituci. Dukaz kazdé z nich se opirda o jednu z im-
plikaci uvedenych vyse. Véty se lisi tim, Ze u prvni z nich pfipoustime, Ze
k substituéni funkci g neexistuje inverzni funkce, u druhé inverzni funkci
pozadujeme.

Zformulujeme prvni vétu, pak jeji pouziti ukazeme na piikladu a za
prikladem provedeme dukaz.

Véta o substituci bez pozadavku inverzni funkce. Necht m4 funkce g
na intervalu I = (a, b) kone¢nou derivaci a funkce f je spojitd na g(I). Pak
za predpokladu existence integralu na pravé strané existuje i integral na levé
strané a plati

b g(b)
(N)/ flg()g'(t)dt = (N) " flz)dx (9.10)
a g(a
Piiklad. Mame vypocitat integral
3m/2
(./\/)/ cos” t dt. (9.11)
0

Upravime ho do tvaru
3m/2
(N)/ cost(1 — sin®t)* dt
0
a zvolime substituci x = ¢(t) = sint. Intervalu ¢ € (0,37/2) = I odpovida
interval = € g(I) = (—1, 1]. Po substituci budeme integrovat funkci f(z) =

(1 — 2%)?, kterd je spojita na g(I). Integrdl (9.11) prevedeme substituci na
integral

sin(37/2)
W[ T -,
sin 0
ktery spocitame
-1
(N)/ (1—2%?*dz = [z — 22%/3 + 2/5]} = —8/15.
0
Uvedend véta pak ika, ze stejnou hodnotu ma i puvodni nitegral. Tedy

3m/2
(N)/ cos” t dt = —8/15.
0
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Poznamka. Jak jsme uvedli diive, substituéni funkce g nemusi mit inverzni
funkei. Odtud plyne, ze krajnimi body obrazu ¢(I) intervalu I nemusi byt
g(a), g(b). V piikladu vyse je g(I) = (—1, 1], zatimco g(a) = 0, g(b) = —1.
Presvédcete se o tom nac¢rtnutim funkce g na intervalu 1.

DUKAZ. Ze spojitosti funkce f na intervalu g(I) plyne existence primitivn{
funkce F' na tomto intervalu (pfitom v piipadé uzavienosti intervalu g(I)
zprava nebo zleva lze funkci F' v tomto bodé spojité rozsitit). Z existence
integralu (N) fgg((:)) f(z)dz dale plyne existence jednostrannych limit funkce
F v bodech g(a), g(b) — v mensim zprava a ve vétsim zleva. Déle z existence
integralu plyne, Ze obé tyto limity nemohou byt rovny stejnému nekonecnu.

Z vety o derivaci slozené funkce plyne, ze slozend funkce t — F(g(t)) je
primitivn{ funkei funkce ¢ — f(g(t))g’(t) na intervalu I.

7 véty o limité slozené funkce plyne rovnost limity funkce F' v bodé a
zprava a limity funkce ¢ — F'(g(t)) v bodé g(a) (jednostranné/oboustranné,
pokud je g(a) krajnim/vnitinim bodem intervalu g(I)). Analogicky pro limity
v bodech b, g(b).

Odtud pak plyne rovnost obou uréitych integralu v (9.10). O

Stejnym zpusobem uvedeme druhou vétu o substituci. Nejdiive znéni
véty, pak priklad a na zaveér dukaz vety.

Véta o substituci s inverzni funkci. Necht je funkce h na intervalu I =
(a,b) ryze monotonni (tedy rostouci nebo klesajici) a funkce k ni inverzni
g = h™! ma na h(I) koneénou derivaci. Funkce f necht je spojitd na I. Pak
za predpokladu existence integralu na pravé strané existuje i integrdl na levé
strané a plati

g7 (b)

b
00 e =00 stong (9.12)

Priklad. Mame vypocitat integral

) /_ 11 \/E dz (9.13)

Zvolime substituci t = h(z) = y/(z+1)/(2 — z), na ¢tenaii nechdme od-
vozen{ inverzniho vztahu x = g(t) = (2t*> — 1)/(t* + 1) a jeho derivace
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g'(t) = 6t/(t> +1)2. Meze integralu po substituci jsou h(—1) = 0, h(1) = /2.
Integrél po substituci je

V2 6t2
W) /0 e

Primitivni funkeci jsme spocitali v zavéru kapitoly o integraci racionalni funkce

V2 2 V2
6t —3t
—  dt=|———+3 tgt .
(N)/O Er 1) LQ 1 + 3arctg i

Po dosazeni vyjde —v/2 + 3 arctg v/2. Podle véty o substituci je

1
(N)/ \/§+idx:—\/§+3arctg\/§.
1 -

DUKAZ provedeme nejdifve pro rostouci funkci. Z existence integralu na
pravé strané (9.12) plyne existence primitivni funkce H k integrované funkci
t — f(g(t))g'(t) na intervalu (¢'(a),g ' (b)) a existence limit funkce H
v bodé g~!(a) zprava a v bodé g1(b) zleva.

Z véty o derivaci slozené funkce plyne, ze funkce x — H(g '(z)) je pri-
mitivni funkce k funkci f na (a,b).

7 véty o limité slozené funkce pak plyne rovnost limit

. ~1 i .
lim H(g™ (z)) = L dm H{(t)
lim H(g *(z)) = lim  H(t)
x—b~ t—=g=1(b)~

a odtud plyne tvrzeni véty pro rostouci funkci g.

Je-li funkce h klesajici na intervalu (a,b), a tedy funkce k ni inverzni
h~! = g klesajici na intervalu (h(b), h(a)), odlisuje se dikaz jen v limitdch —
na pravé strané se zaméni limita zprava za limitu zleva

lim H(g '(z)) = lim  H(t)
z—at t—g=1(a)~

. -1 . .

lim H(g™ () = m H{(t)
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Poznamka. Pro klesajici funkci je mozné integral na pravé strané (9.12)
napsat ve tvaru

97! (a)
W[ relg oldr

a pro obecnou ryze monotonni funkei jako integrél z funkce t — f(g(¢))|g'(¢)]
pies vzor intervalu (a,b) ve funkci g—!. Takovy zépis pouZijeme pii popisu
substituce v integralech funkci dvou a vice proménnych. Dvojice ¢isel nejsou
usporadané, a proto nedefinujeme monotonii funkci vice proménnych.

9.6 Vztah Riemannova a Newtonova integralu

V nasledujici vété ukazeme, ze pro funkci spojitou na omezeném uzavieném
intervalu existuji oba integraly a maji stejnou hodnotu. Proto u uré¢itych
integrélu ze spojité funkce vynechdvame symbol (N) pifpadné (R) odlisujict
oba integraly.

Newtonova — Leibnizova véta. Necht je funkce f spojitd na intervalu
[a,b]. Pak je Riemannovsky i Newtonovsky integrovatelnd a oba integraly
maji stejnou hodnotu.

DUKAZ. Vime, 7ze funkce spojitd na intervalu [a,b] je na tomto intervalu
Riemannovsky intervatelnd. Dale vime, ze funkce

R:xH(R)/If(t)dt v € (ab)

je primitivn{ funkei funkce f na intervalu (a,b) a ze

z—at z—b—

b
lim R(z) =0 lim R(z) = (R)/ f(z)dx

Odtud plyne, ze je funkce f Newtonovsky integrovatelnd na (a,b) a
(R)f, f(x)de = (V) f(x)da. O

Funkce s konecnym poc¢tem nespojitosti maji Riemanntv integral a ne-
maji Newtonuv integral v tom zjednoduseni, v jakém jsme podali definici
Newtonova integralu v tomto textu. Podle standardni definice, napf. v [2] tyto
funkce Newtonuv integral maji. My jeho neexistenci obejdeme rozdélenim in-
tervalu na sjednoceni koneé¢ného poctu otevienych intervali, na kterych je
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integrovatelnd funkce spojitd, vypoc¢tem Riemannova/Newtonnova integrélu
na téchto intervalech a jejich naslednych sectenim.

TODO: PORfKLAD PO CASTECH ELEMENTARNI FUNKCE A JEJICH
INTEGRALU

Prikladem funkce Riemannovsky integrovatelné, ale nikoliv Newtonov-
sky integrovatelné je Riemannova funkce popsand v ¢lanku o Riemannoveé
integralu.

Piikladem funkce Newtonovsky integrovatelné, ale nikoliv Riemannovsky
integrovatelné je logaritmus na intervalu [0, 1]. Riemannovsky integrovatelna
nenf protoze neni omezend. Primitivn{ funkei k logaritmu je x — z(—1+log x)
(vypocteme metodou per partes) a Newtonuv integrél je konecény, protoze
jsou konecné limity (prvni vypocteme L’Hospitalovym pravidlem, druhou
dosazenim)

lim z(—1+logz) =0 lim z(—1+logz) = —1

z—0t+ z—1-

a ma hodnotu —1.

9.7 ,Lepeni* primitivnich funkci

Vysvétlime techniku ,lepeni na vypoctu primitivni funkce k funkeci

1
4+sinx +2cosz

fix—

Protoze je f spojita na R, existuje k ni na R primitivni funkce. Ziskdme
ji jako urcity integral

4 1
F:y— d
y /yo4+sinx+2cosx o

Pouzijeme substituci ¢ = tg ¢ na intervalu x € (—m,7) s inverzni funkeci
xr = 2arctgt, t € R.

Potiebujeme vyjadrit sinz, cosx pomoci t. Naznacime jeden ze zpusobu
odvozeni:
Ze vzorcu cos(2r) = 2cos’z — 1 = 1 — 2sin’x odvodime tg?z = (1 —
cos(2z))/(1 + cos(2x)) a odtud odvodime cosx = (1 — t2)/(1 + t?).
Ze vzorce |sinz| = /1 — cos?z odvodime |sinx| = |2t|/(1 + t?). Z grafu
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t = tg3, y = sinz plyne, Ze sinx a t maji stejné znaménko, a proto je
sinz = 2t/(1 4 t?).
Shrneme odvozené

X
t=1tg3 r = 2arctgt
re(—mm) telR
de _ 2
dt — t2+1
sing = 2L cosy = L=
1412 142

Vyse uvedenou substituci vypoéitame integral pro y € (—m, 7) a zvolime
Yo = —m. Po substituci a upravé pravé strany vyjde

Y 1 tgy/2 )
| 5s do= [ e
_x2+4sinx + cosx oo 282 42t+6

Pravou stranu vypocitdme doplnénim na ¢tverec 2t* 4+ 2t +6 = 2(t +1/2)* +
11/2 a pouzitim vzorce (arctg(t/a)) = 1/(t* + a*) pro konstantu a # 0 a
promeénnou ¢.

/tgy/2 1 9 . 2% + 1 tgy/2
= arc
. (+1/22+11/4 T

—00

2y +1 s

2
arct
v11 s
Pro y = 7 ziskdme F(7) spojitym rozsifenim F(7) = 2w /+/11.
Pro y € (w,37) pouzijeme aditivitu integrdlu vzhledem k integraénimu

oboru
/_if(x)dx:/_:f(x)d:t:—k/:f(g;)dx_

Prvni integral jsme spocitali vyse a u druhého vyuzijeme toho, Ze integrovana
funkce je periodicka a tedy plati

Yy 1 y—2m 1
/ - dr = / - dx
. 44sinz + 2cosx _» 4+sinx+2cosx
Dostaneme pro y € (m,3m) vztah F(y) = n/v11 4+ F(y — 27).
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Jesté nakreslime grafy primitivni funkce F'. Nejdiive na intervalu (—m, )

a ,slepenim* na intervalu (—m, 37).

/

Na vétsim intervalu bychom slepili vice ¢asti.

9.8 Co se (zatim) jinam neveslo

Neékteré techniky vysvétlime na integrdlu [ cos® z dz.

1. Pouzijeme vzorec pro kosinus dvojnasobného argumentu

2 2

cos(2x) = cos® x — sin“ x

Vyse uvedeny tvar je nejznaméjsi. Dalsi dva tvary z néj odvodime
pouzitim vztahu sin?x + cos?x = 1. Dosadime cos® = 1 — sin’z a
po upravé dostaneme

cos(2z) =1 — 2sin’x

nebo dosadime sin® x = 1 — cos® z a po Upravé dostaneme
cos(2z) = 2cos?x — 1

Ném se ted hodi posledni vztah — vyjadifme z néj cos? z:

1 2
cos? +C+<x>
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Integral pak spocitame

1 2
/cos2xdx:/§+w¢v:

. Pouzijeme metodu per partes. Zvolime f'(x) = cosx, g(z) = cosz,
dopocitame f(z) = sinzx, ¢'(x) = —sinz a dosadime do pravidla per
partes

sin(2z)
4

_|_

|8

/cosza:dx:sinxcosx+/sin2xdx

Do integralu vpravo dosadime ze vzorce sin® x = 1 — cos? . Dostaneme
sinx cos z + /sin2xdx =sinx cosx + / 1 — cos® xdx
Vypocteme [ 1dz =z a dostaneme rovnici
/COSQ$ =sinxcosx + x — /COSQQZd:E
ze které vyjadiime

1
/coszsc = §(sin:ccosm + )

. Odvodime rekurentn{ vztah pro integrél [ cos™z dxz metodou per par-
tes. Zvolime f'(z) = cosz, g(x) = cos" ! x, dopotitdme f(x) = sinwx,
g (x) = —(n—1)sinzcos" 2z a dosadime do pravidla per partes
/cos” rdr =sinzcos” 'z + (n —1) /sin2 rcos" 2 xdr
V integralu vpravo dosadime sin? 2z = 1 — cos? . Dostaneme
sinzcos" ' x + (n —1) /(1 —cos? ) cos" ? xdx
a po uprave

sinzcos" 'z + (n—1) /008”2 rdr — (n— 1)/cos"wdx
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Oznacime I, = [ cos™ x dx. Pak je [ cos" 2z dz = I,,_ a odvodili jsme
pro n € R (na vhodnych intervalech pro x)

I, =sinzcos" "o+ (n— 1)1, o — (n— 1)1,
Postupné upravime
nl, =sinzcos" ' x + (n — 1)1,

a dostaneme vztah, ktery nazyvame rekurentnim vztahem

1 . _ n—1
I, = —sinzcos" 'z +
n

[n72

Dosadime n = 2 )
I, = 5 sin x cosx + 510

a protoze je Iy = [cos®zdr ==

I 1 . +x
= —SINX COST —
279 2

Dosazenim n = 4 dostaneme

1
I, = 1 sin x cos® x + ZIQ

a tedy

4 1. 3 3 . x
cos dx:Zsmxcos x+§s1nxcosx—|—§

Podobné je I = [ coszdz = sinx a dosazenim n = 3 dostaneme
1 2
I; = —sinzcos’x + = sinx
773 T3

9.8.1 Integralni kritérium konvergence rad

Budeme zkoumat konvergenci fady pro a > 0.
+00
1
> - (9.14)
k=1
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Pro o =1 je (9.14) harmonickd fada, o které vime, ze ma nekone¢ny soucet.
Ze srovnavaciho kritéria pak dostaneme: pro a € (0,1) mé fada (9.14) také
nekonecny soucet.

V kapitole o fadéach jsme ukézali, ze (9.14) je pro a = 2 konvergentni a
srovnavaci kritérium da konvergenci i pro a > 2.

Zbyvé rozhodnout, zda fada konverguje pro a € (1,2). Pomuzeme si

integraly
noq l—a M 1—a_1
/—dx = {x } _
.o I -al, 11—«

1 2 3 1 D 6

Na obrazcich je graf funkce f : x — 1/z* a grafy po éédstech konstantnich
funkef s hodnotami f(1), f(2), f(3),....

Z monotonie funkce f plynou nerovnosti mezi f a po ¢astech konstantnimi
funkcemi a odtud a z monotonie urcitého integralu plyne

/nHld <En1<1—|—/n1d

—dx — —dx

. e T ke — 1 xe
k=1

Odtud limitnim pfechodem pro n — +o0 plyne

1 | o

< — <

a—1— ke — a—1
k=1

a tedy konvergence fady (9.14) pro a € (1, 400).

Zobecnénim uvedeného postupu dostaneme dukaz véty.
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Véta — integralni kritérium konvergence fad. Nechf je funkce f ne-
z&pornd a nerostouci na intervalu [1, +00). Pak fada ;2% f(k) konverguje

praveé kdyz konverguje integral f1+°° f(x)dx.

9.9 Geometrické aplikace integralu

TODO (na webu je odkaz na samostatny text)
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Kapitola 10

Dodatek — komplexni c¢isla

Algebraickyj tvar komplexniho &sla je z = & + 4y. Cislo = nazyvame redinou
casti cisla z, ¢islo y imagindrni ¢dsti ¢isla z.

Zavedenim polarnich soutradnic v roviné ziskame goniometricky tvar kom-
plexniho ¢isla z = r(cos ¢ + isin ). Nezdporné redlné ¢islo r nazyvame ab-
solutni hodnotou komplexniho &sla z'. Cislo ¢ nazyvame argumentem ¢isla
z. V8imnéte si, ze argument komplexniho ¢isla neni zadan jednoznacné, jed-
notlivé hodnoty se lisi o celo¢iselny nasobek cisla 2.

Uloha. Vyjadiete éfsla 1 — i, 2i, /3 + 1, —1, 0 v goniometrickém tvaru.

Komplexné sdruzenym cislem k ¢islu z = x + iy zapsaném v algebraickém
tvaru nazyvame cislo z = x — iy. Vsimnéte si, ze ¢islo z a ¢islo k nému
komplexné sdruzené z maji stejné redlné casti a jejich imaginarni casti se
lisf znaménkem. Pro redlna ¢isla plati z = Z a plati to jen pro redlna cisla.
Jinymi slovy vztah z = Z presné charakterizuje relna cisla. Jesté jinak fec¢eno,
podminka z = Z je nutnd a postacujici pro to, aby z bylo realné ¢islo.

Uloha. Pro komplexni ¢isla z; = x1 4+1y1, 20 = X2 +1ys Vypoctéte komplexné
sdruzené ¢islo jejich sou¢inu z1z3 a soucin ¢isel k nim komplexné sdruzenych
Z1 Z3 a ukazte, Ze se rovnaji.

Rozmyslete si, ze totéz plati pro soucet.

Ulohy. Ukazte, ze ¢islo z a ¢islo k nému komplexné sdruzené z maji stejnou
absolutni hodnotu.
Ukazte, ze argumenty cisla z a ¢isla k nému komplexné sdruzeného se lisi

'Rozmyslete si, ze pro z € R vyjde tato ,komplexni“ absolutni hodnota stejné jako
v realném piipadeé.
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znaménkem.
Ukazte, ze soucin 2z je roven druhé mocniné absolutni hodnoty ¢isla z.

Uloha. Vypoctéte souc¢in komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru a ukazte,
ze absolutni hodnota soucinu je rovna soucinu absolutnich hodnot a argument
soucinu je roven souctu argumentu.

RESEN{. Roznasobime-li zavorky
r1(cos @1 + isin ;) ro(cos @y + isingy),
dostaneme
7172 (COS 1 COS (g — SN Py sin Py + @ 8in 1 COS Yy + 7 COS Y1 COS P2,

coz pouzitim sou¢tovych vzorcu upravime na

r17m9(cos(p1 + o) + isin(p; + 9)).

Uloha. Zvolte si dvé komplexni ¢isla, zobrazte je v komplexni roviné a pak
sestrojte jejich soucin. Sestrojeny sou¢in porovnejte s vypoctenym.

NAvoD. Pouzijte piedchozi tlohu. K sestrojeni tisecky o velikosti 7175 pou-
zijte podobnost trojuhelniku.

Uloha. Naleznéte vSechna komplexni ¢isla, jejichz osmé mocnina je rovna
jedné.
NAvoD. Nejdiive si rozmyslete, jak geometricky ziskdte osmou mocninu kom-

plexniho ¢isla. Kde zvolite kompelxni ¢islo, aby jeho osma mocnina byla rovna
jedné?

leohy. Ukazte, ze pro dvojici komplexné sdruzenych ¢isel z, Z jsou jejich
soucet i soucin realnd cisla.

Ukazte, ze pro komplexné sdruzené koteny zi, zo mé po roznasobeni soucin
kofenovych ¢initelu (z — z1)(z — z2) realné koeficienty.

Uloha. Ukazte, ze pro polynom s redlnymi koeficienty ag+a,z+as2? +az2>+
asz* a jeho koien z; je Z7 také kofenem tohoto polynomu.

NAvoD. Rozmyslete si, Ze pro polynom s realnymi koeficienty je
ap + @12 + a222 + asz3 + asz? rovno ag + a1z + a2z’ + asz® + a,zt.
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Kapitola 11

Dodatek — polarni souradnice

Polarni souradnice bodu A jsou definovany ge-

; ometricky: r jako vzdalenost bodu A od pocat-
A ku a ¢ jako thel orientovany od kladné poloosy
1 x proti sméru hodinovych rucicek k pruavodici

v / ! bodu A.

M -1 ‘ Z pravouhlého trojihelniku odvodime vztahy

% 7 mezi kartézskymi a poldrnimi souradnicemi pro

bod A v prvnim kvadrantu

2 tggpzy cosg):E sing0:g (11.1)
T r r

? + y2 =r
Na obrazcich znazornime thel ¢ v dalsich kvadrantech.

s

N
,a""'i'.

T

N

UE— e

Soufadnice ¢ nabyva podle vyse uvedené definice (tihel orientovany od
kladné poloosy x proti sméru hodinovych rucicek k pruvodici bodu A) hodnot
¢ € 10,27) — tomu odpovidaji thly ¢;. Ve vypoctech je mozné pouzit tihel
lisici se o celistvy nasobek 27, naptiklad ¢, — 27, coz je az na znaménko 1ihel
ps. Zaporné znaménko odpovida opacéné orientaci thlu.
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Potfebujeme-li naptiklad pracovat s polorovinou x > 0, hodi se zvolit
p € (—7m/2,7/2).

Ukazeme, ze vztahy (11.1) plati ve vSech kvadrantech s vyjimkou bodu
O = [0,0], pro ktery je r = 0 a ¢ neni definovéno.

A= [x w | Na obrazku je kromé bodu A = [z,y]
:\‘ 18 | znazornén bod A" = [z/r,y/r|, ktery lez
IL\:T\ *}{Z na jednotkové kruznici. Odtud dostaneme
S | x/r = cosg, y/r = sing a odtud platnost
3 | 7 (11.1).
.

Napisme jesté vztahy mezi dvojici (x,y) a (1, ¢)

T =TCoSp Yy =rsinp

Inverzni vztahy jsou r = y/22 + y? a ¢ vyjadiené ze vztahu tgp = y/x.
Uvedeme jedno mozné vyjadieni a pod nim k nému komentar.

arctg(y/x) z >0
) m+arctg(y/z) r <0
= /2 r=0,y>0

—m/2 (nebo 37/2) x=0, y<0

Funkce arctg je inverzni k funkeci tg na intervalu (—m/2,7/2), tomuto
intervalu pro ¢ odpovida polorovina = > 0.

Bod A = [z,y] v poloroviné z < 0 je soumérné sdruzeny podle poc¢atku
s bodem A" = [—x, —y]. Zaroven je (—y)/(—x) = y/z a thly piislusné bodum
A, A se lisi o .

Na kladné poloose y je ¢ = /2. Na zdporné je bud ¢ = 37/2 nebo
p=—7/2.

Pro pocatek, tedy x = y = 0, neni ¢ definovéano.

Uloha. Znazornéte graficky vyse uvedené tvahy: bod A, A’ a jim prislugné
uhly ¢; bod na kladné poloose y a jemu piislusny thel; bod na zaporné
poloose a jemu prislusny uhel.
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11.1 Parametrické rovnice kruznice

Parametrické rovnice kruznice se sttedem v bodé [0,0] a polomérem R do-
staneme dosazenim polomeéru za soutradnici R a parametru za soutadnici ¢

r=Rcost y=Rsint tel0,2m) (11.2)

Pticteme-li k pravym strandm rovnic v (11.2) soufadnice bodu S =

[s,ys], dostaneme rovnice kiivky posunuté o vektor O? , tedy kruznice se
stfedem S a polomérem R

r =2xs5+ Rcost y=1ys+ Rsint  t€]0,2m) (11.3)

Uloha. Parametr ¢ v (11.2), (11.3) ma vyznam thlu. Naértnéte kruznici se
stfedem mimo pocatek a k bodu na kruznici vyznacte hel o velikosti t.

Uloha. Zvolte hodnotu hlu v a nacrtnéte kiivku o parametrickych rovnicich

T = 1rCcos y =rsing r € [0, +o0]
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Kapitola 12

Dodatek — rovnice kuzelosecek

12.1 Elipsa

Elipsa je mnozina bodu v roviné, které maji
soucet vzdalenosti od dvou danych bodu
Fy, F5 roven danému cislu 2a. Body Fi, Fy
nazyvame ohnisky elipsy. Formalné zapsano
je elipsa mnozina

{X | XF|+ | XF| = 2a}

Oznacime-li vzdalenost ohnisek 2e a umistime-li ohniska v kartézské sou-
stavé na osu x: Fy = [—e, 0], F; = [e, 0], dostaneme rovnici elipsy

Viic+e)l?+y2 4+ (zr—e)2+y?>=2a (12.1)
Uloha. Odvod'te z (12.1) rovnici

R (12.2)

NAPOVEDA. Nejdfive odstrante dpravami z (12.1) odmocniny. Dostanete rov-
nici
(x4 +9°)((x — )’ +9°) = (20° —2® — & — )7,

kterou pfirozenymi dpravami prevedete na (12.2).
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PozNAMKA. Cislo e nazyvame excentricitou elipsy a je rovno poloviné vzda-
lenosti ohnisek elipsy. Cislo a je velikost hlavni poloosy, b = va? —e? je
velikost vedlejsi poloosy elipsy.

Uloha. Nacrtnéte trojihelnik o vrcholech ve stiedu elipsy S, ohnisku F' a
vedlejsim vrcholu C'. Zduvodnéte, ze je pravoihly a jeho odvésny maji velkost
b a e. Dale zduvodnéte, Ze jeho prepona mé velikost a, a odtud odvodte

rovnici b? 4+ €% = a?.

NAvoD. Nacrtnéte elipsu, jeji ohniska, spojte je iseckou, nacrtnéte osu této
usecky a oznacte ji o. Uvédomte si, Ze elipsa je soumérna podle osy o a Ze na
ose o lezi vedlejsi vrcholy elipsy, oznacte je C'; D. Zduvodnéte, ze oba vedlejsi
vrcholy maji od ohnisek vzdalenost a: |CFy| = |CFy| = |DFy| = |DFs| = a.

12.2 Parametrické rovnice elipsy

Do rovnice elipsy (12.2) dosadime b? = a® — e? a vyndsobime a?. Dostaneme
2 + (ay/b)* = a? (12.3)
Zvolime na elipse bod A = [z,y] a

""" A sestrojime k nému bod A’ = [z, ay/b].

Z rovnice (12.3) plyne, ze bod A’ lezi
na kruznici o poloméru a. Tuto kruznici
nazyvame vrcholovou kruznici elipsy a
jeji parametrické rovnice jsou

x=acost y=uasint te0,2n)
Dosazenim ay/b za y dostaneme parametrické rovnice elipsy
r=acost ay/b=asint te€[0,2m)

a po uprave
r=acost y=bsint te€]0,2n) (12.4)

A

. Na obréazku je znazornén thel ¢ od-
b 1 povidajici bodu A elipsy.
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Uloha. Vyjadiete cost asint z (12.4) a dosad te do vatahu sin? ¢ +cos? ¢t = 1.
Dostanete rovnici (x/a)? + (y/b)? = 1.

12.3 Hyperbola

Uloha. Z nize uvedenych rovnic vyjddiete cosht a sinht a dosadte do
cosh?t — sinh?t = 1. Jakou kfivku parametrické rovnice popisuji?

T = acosht = bsinht teR

KOMENTAR. Rovnice 22/a* — y?/b? = 1 je rovnice hyperboly. Vyse uvedené
parametrické rovnice popisuji jeji vétev v poloroviné x > 0 — soucin a cosh ¢
je kladny. Vétev v poloroviné x < 0 popiSeme rovnicemi

x = —acosht y = bsinht teR

7 téchto rovnic je odvozen nazev hyperbolicky sinus a kosinus.
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Kapitola 13

Dodatek — odvozeni souc¢tovych
vzorcu

\ N Na obrézku jsou tii pravodhlé trojihelniky.
A Trojuhelnik vlevo nahofe ma preponu
A .| délky jedna a odvésny délek sin 3, cos 3.

Cerveny trojuhelnik ma preponu délky
cos B a odveésny délek sin arcos 3, cos a cos 3.

Zeleny trojuhelnik ma preponu délky sin 3
a odveésny délek sin arsin 3, cos a:sin 3.

71

Vsimnéme si jesté prepony délky jedna. U jejiho dolniho vrcholu je tihel o
velikosti oo+ 3, muzeme ji tedy doplnit na pravotihly trojihelnik s ithlem této
velikosti. Jeho odvésny pak podle obrazku posklddame z odvésen mensich
trojuhelniku a dostaneme sou¢tové vzorce.

cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin 3
sin(a + ) = sinacos f + cos asin 8

(13.1)

Vyhoda uvedeného odvozeni je, ze je cisté geometrické. Nevyhoda je,
ze zpusob nakresleni trojuhelniku v obrazku neni snadno zapamatovatelny.
Pouzijeme-li definici goniometrickych funkci na jednotkové kruznici a k po-
pisu pouzijeme geometrické vektory a znalosti linedrni algebry, dostaneme
stejny obrazek prirozenym zpusobem.
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Na obézku jsou tseckami vyznacené vektory 7,
s ; Jejich otocenim o thel a vzniknou vektory
', j'. Z pravodhlych trojihelnika odvodime
linearni kombinace

i’ =icosa+ jsina

a_ (13.2)

—tsina + j cos

Vektor @ vznikne otocenim vektoru 7 o dhel 15}
T =17 cosf+ ] sinf (13.3)

Dosazenim (13.2) do (13.3) a po upravé dostaneme

—

' = i(cos acos § — sin asin B) 4 j (sin v cos B + cos avsin 3) (13.4)
Vektor @ dostaneme také otoenim vektoru 7 o Ghel o + 3, a tedy
7 = icos(a+ ) + Jsin(o + ) (13.5)

Protoze jsou vektory 7, j linedrné nezévislé, je vyjadeni v (13.4), (13.5)
jednoznacné a odtud dostaneme porovnanim koeficientt souctové vzorce.

Uloha. Naértnéte obdobné trojuhelniky jako vyse k odvozeni vzorct

cos(aw — ) = cos acos f + sin asin 3 (13.6)
sin(aw — ) = sinacos f — cosasin '

Uloha. Odvod'te nésledujici vztahy z (13.1) a vyjadrete z nich sin(a — ),
cos(a — 3). Lisi se odvozené vzorce od (13.6)7

cosa = cos(a — ) cos B + sin(a — ) sin 8 (13.7)
sina = sin(a — 3) cos 8 — cos(a — () sin 3 '
NAPOVEDA. Do (13.1) dosad'te o — 3 za a.

Na (13.7) se divejte jako na soustavu linedrnich rovnic s nezndmymi sin(a —
B), cos(a—[3), napiste ji v maticovém tvaru a vyteste Cramerovym pravidlem.
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