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Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladni pojmy

Primitivnt funkci funkce f na otevieném intervalu I rozumime funkci F', pro
kterou plati

(Vz € D(F'(x) = f(x))

Priklady.

Funkce F' : x — 3 — 5x je primitivni funkcei funkce f : z + 32?2 — 5 na
mnoziné realnych ¢isel.

Derivace (—1/z)" je rovna 1/z%, a proto je funkce F' : # — —1 primitivni
funkei funkce f : z — x% na intervalu (0, 400).

Podobné je funkce F' : z + log(z) primitivni funkei funkce f : z — i na

intervalu (0, 4+00) a funkce F : z — log(—x) na intervalu (—oo, 0).
Funkce F : z + 2y/z je primitivni funke{ funkce f : z — \/LE na intervalu

(0, +00).

Jiny nazev pro primitivni funkci je neurcity integrdl. Neurcity integral
znacime symbolem [ a integraéni proménnou symbolem dz. Vyse uvedené
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6 KAPITOLA 1. UVOD

priklady zapiseme pomoci téchto symbolu

/3x2—5d:£ = 22— b5z

/ldx = log(x)
/ldx = log(—x)

T

/%dx _ oz

Vsimnéte si, ze se z tohoto zapisu vytratily intervaly. Neni to spravné, ale
budeme se toho zpravidla pii vypoctu neurcitého integralu dopoustét. Jiné to
bude pfti praci s urc¢itym integralem, tam bude interval ddn mezemi integralu.

1.2 Jednoznacnost

Primitivni funkce nenif ddna jednoznac¢né. Napifklad (z2)" = (2? + 1) = 2z,
a tedy ob¢ funkce Fi(z) = 2% i Fy(z) = 2% 4+ 1 jsou primitivnimi funkcemi
stejné funkce f(x) = 2x. Pro libovolné ¢islo ¢ je i funkce F(z) = Fi(x) + ¢
primitivni funkci funkce f, primitivnich funkei ma tedy funkce f nekonecné
mnoho. Cislo ¢ nékdy nazyvame integraéni konstantou a nékdy aditivni kon-
stantou. Rikdme pak, Ze je primitivnif funkce ddna jednoznacné az na aditivni
konstantu. Jind nejednoznacnost v pojmu primitivnimi funkce neni, jak tvrdi
nasledujici véta.

Véta. Necht jsou funkce Fy, F, primitivnimi funkcemi funkce f na intervalu
I. Pak existuje ¢islo ¢ € R takové, ze pro = € I plati Fi(z) = Fy(z) + c.

DUKAZ. Necht jsou Fy, F, primitivnimi funkcemi funkce f na intervalu I.
Pak z definice primitivni funkce plyne, ze pro x € [ plati Fj(x) = f(x),
Fi(x) = f(z). Odtud plyne Fj(x) = Fy(z).

Uvazujme funkei, kterd je rozdilem téchto dvou primitivnich funkci z —
Fi(x) — Fy(x). Z vyse uvedeného plyne, ze jeji derivace je rovna nule na
intervalu /. Odtud plyne, Ze je tato funkce na intervalu I zaroven neklesajici
i nerostouci (plyne z véty o monotonii a derivaci), a tedy je konstantni. A
odtud plyne dokazované tvrzeni Fy = F5 + c na [. O
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Néasledujici pripad ukazuje, ze je ve vété podstatné uvazovat primitivni
funkce na intervalu. Obé funkce maji na R\ {0} derivaci rovnu 1/z a ptesto
se nelisi jen o konstantu.

N log(z) x>0 N log(x) x>0
log(—z) =<0 2+log(—z) <0

Vzorce typu [ % dz = log|z| + ¢ néktefl puritdnstéjsi matematici nemaji
prilis v lasce praveé kvuli nejasnosti definiéniho oboru a nejasnosti vyznamu
konstanty c. V tomto textu integrac¢ni konstantu c¢ zpravidla nebudeme uva-
det.

1.3 Existence

Ke spojitym funkcim existuje primitivni funkce, ale ne vzdy ji muzeme
vyjadiit pomoci elementarnich funkci. K takovym, pomoci elementarnich
funkef nevyjédiitelnym integralim, patif napiiklad [ exp(—2?)du.

Prikladem funkce, ktera neméd primitivni funkci je napriklad funkce sig-
num a obecné jakakoliv funkce s nespojitosti typu skok. Pokud by totiz pro
néjakou funkci F' platilo na okoli nuly F’(z) = sgn(z), pak by pro z > 0
bylo F'(z) = 1 a tedy i lim, ,o+ F'(x) = 1 a z véty z minulého semestru by
plynulo F’(0) = 1, coz je ve sporu s F'(0) = sgn(0) = 0.

Vétu o existenci primitivni funkce ke spojité funkci dokazeme pozdéji za
pomoci Riemannova integralu.

1.4 Zakladni vzorce

Nésledujici vzorce jsou primym dusledkem vzorcu pro derivace. Ovéite jejich
platnost zderivovanim.

Pron # —1: [2"dz = 2"

[ L dx =log|z| (jednim zépisem jsme pokryli intervaly kladnych i zépornych
¢isel)

[ sin(z) de = — cos(x)
J cos(z) da = sin(x)

[ = do = arctg(z)
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Proa > 0: [ = dz = L arctg(%)

z2+a? ~a
[ exp(z) dz = exp(z)
1.5 Linearita integralu

Pro funkce f, g a ¢isla a, b plati (af +bg) = af’ +bg’. Odtud plyne obdobny
vztah pro integral

/af(a:)+bg(:v)dx:a/f(a:)d:n+b/g(:v)d:v (1.1)

napiiklad
/(x+1)2dx:/m2+2x+1dx:%x3—|—a:2+x

Pfipomenme souvislost vztahu (1.1) s linedrni algebrou. Na levé strané je
integral z linearni kombinace dvou funkci a na pravé strané je linearni kom-
binace integralu. Integrovani je tedy operace, ktera zobrazuje linedrni kom-
binaci na linedarni kombinaci obrazu. Takové zobrazeni nazyvame linearnim
zobrazenim. V tomto smyslu je tedy integrovani linearni.

1.6 Ulohy na procviceni
1. Oveéite zderivovanim platnost vzorcu v kapitole zakladni vzorce.

Pro nasledujici funkce a intervaly naleznéte primitivni funkce a udélejte
zkousku.

2. x> 23—z, [ =(0,+0)

3. xv—>ﬁ+32x?,[:(0,+oo)

4. x — 3cos(z) — 2sin(z), I =R
5. x+—2—3exp(x), [ =R

6. v — (14 +/x)3 I =(0,+00)

Odpoveézte na otazky a své odpovédi zduvodnéte:
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10.

11.

12.

Kolik maji funkce z tloh nahote primitivnich funkei?
M4 funkce z + exp(—x?) primitivni funkci na R?

242 x<1

5z o>1 primitivni funkci na R?

M4 funkce z — {

24z z<1 N .
’ z ‘?
M4 funkce x +— { Aoz r>1 primitivni funkci na R’

Jaky vyznam md konstanta ¢ ve vzorci [ % dz =log |z| 4 ¢?

Co znamena vyrok: ”Integrovani je linearni operace.”?
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Kapitola 2

Linearni substituce

V jedné z dalsich kapitol vysvétlime metodu substituce pii vypoctu integralu.
V této kapitole vysvétlime jeji nejjednodussi variantu — pripad linearni sub-
stituce. Chceme naptiklad spocitat integral

/sin(2x +1)dz. (2.1)

Vime, ze [sin(y)dy = —cos(y) a tak si tipneme, Ze integréal (2.1) je roven
—cos(2z + 1). Zderivovanim zjistime (— cos(2z + 1))’ = 2sin(22 4 1). Odtud
nahlédneme, ze nas tip staci jen trochu opravit a dostaneme

1
/sin(2x +1)dx = ~3 cos(2z + 1)

vvvvvv

1. Zvolime substituci, v nasem piikladé y = 2z + 1.

2. Vypocéteme vztah mezi dr a dy: dy = ¢’ dz. V nasem piikladé dy =
2dz. Odtud vyjadiime dz = %dy. Obecné pro substituci y = ax + b je
de = Ldy.

3. Provedeme substituci v integralu, v nasem piikladé prevedeme integral
[ sin(2z + 1) dz na integrdl [ sin(y) dy.

4. Spocitame integral po substituci
/ 3 sin(y) dy = —3 cos(y)

11



12 KAPITOLA 2. LINEARNI SUBSTITUCE

5. Do vysledku vratime puvodni proménnou.
—3cos(y) = —3 cos(2z + 1)

6. Dostali jsme vysledek, piipadné jesté udélame zkousku jeho zderivova-
nim.

Ukazeme nas postup na dalsim piikladé. Chceme spocitat integral
/ V3r —4dx

Zvolime substituci y = 3x — 4, zderivujeme dy = 3dz, vyjadiime dx = %dy
a provedeme substituci. Dostaneme integral s proménnou y a spoc¢itame ho

1 1 11 2 2
- dy = - 1/2d - - 1+1/2 _ = 3/2 _ = 3
/3\@” /Sy Y=31112Y oV TgV¥

Na zavér provedeme zpétnou substituci a tim dostaneme vysledek
/\/393 —4dz = 2/(3z — 4)3

Za zminku stoji, ze vyrazy dz, dy nékdy nazyvame diferencidly (nebu-

vvvvvv

staneme se k tomu pii probirani funkei vice proménnych) a ze jejich vyznam
zname z diferencialniho poctu — jsou to ,nekoneéné malé* prirustky funkei.
Vime, ze derivace je podil takovych prirustku, tedy 3’ = % a odtud dosta-
vame vztah dy =y’ dx.

2.1 Ulohy na procviceni
Vypoctéte integraly a udélejte zkousku

1. [cos(2+x)da

2. [exp(—z)dx

3. [ g de

1
4. fmdfl}

5. [(2x+1)°dz



Kapitola 3

Integrace racionalni funkce

Ptipomeneme na piikladech vybrané pojmy: polynom (mnohoclen), raciondl-
ni funkce, ryze lomend raciondlni funkce, parcidlni zlomek.

Raciondlni funkce je naptiklad

115

4 —1

Vydélenim dostaneme soucet polynomu a ryze lomené funkce — ta ma v cita-
teli polynom nizsiho stupné nez ve jmenovateli.

1'5 T

x4—1:x+x4—1

Parcidlnimi zlomky pak v tomto prpadé jsou

1 1 1 T
z+1 -1 2241 2241

Parcidlni zlomky budeme rozlisovat podle kofenu jmenovatele — podle
toho, zda jsou kofeny realné nebo komplexni a zda jsou jednonasobné ¢i
vicenasobné.

1. Jednondsobny redlny kofen: ——
xr+a

2. Vicendsobny redlny kofen s nésobnosti n € N, n > 1: m

3. Jednonasobné komplexni koreny: proR——

13



14 KAPITOLA 3. INTEGRACE RACIONALNI FUNKCE

4. Vicenasobné komplexni kofeny s nésobnosti n € N, n > 1: ot

V pripadé komplexnich kotent je standardné v ¢itateli parcidlntho zlomku
bud 1 nebo z. My ukdZeme, Ze je mozné &itatele volit vhodnéji s ohledem na
snazsi vypocet integralu.

3.1 Rozklad na soucet parcialnich zlomku

Pripomeneme na prikladu rozklad na soucet parcidlnich zlomki. Vezmene
funkci z predchozi kapitoly a vyjadiime ji jako linedrni kombinaci parcialnich
zlomku

x A B C Dz

m4—1:x+1+x—1+x2+1+x2—|—1

Nasim ukolem je nyni spocitat takové hodnoty ¢isel A az D, aby se vyrazy
rovnaly pro vSechna realna xr mimo kofeny jmenovatele. Roznasobime spo-
leénym jmenovatelem a dostaneme rovnici

r=Alx—1) (2> + 1)+ Bz + 1)(z* + 1) + O(z* — 1) + Dx(2? — 1)

Po tpravé — roznasobeni zavorek a vytknuti koeficientu A az D — dostaneme
r=A@" -2 +2 -1+ B@*+2*+2r+1)+C@*—1)+ D@ — 1)

Pripomenme, ze hledame hodnoty ¢isel A az D takovych, ze dand rovnice
je splnéna pro nekonecné mnoho x. To je mozné jen pokud se vSechny cleny
na levé a pravé strané odeCtou a po upravé vyjde rovnice 0 = 0. Odtud
dostaneme rovnice pro A az D — porovname koeficienty u stejnych mocnin
na levé a pravé strané.

0 = A+B+D
0 = -A+B+C
1 = A+B-D
0 = -A+B-C

Soustavu vyftesime nékterou metod linedrni algebry a dostaneme A =
B=31,C=0,D=—1.

T 1

1
1
nodussich vyrazu.
x° 1/4 1/4 —x/2
/A, 14, —af

:174—1:x+:v+1 r—1 2241
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Priiklad s nasobnymi komplexnimi koreny. Rozlozime na parcialni zlomky a
nasledné zintegrujeme vyraz
472
(24 1)2
Standardni parcialni zlomky jsou

A Bx C Dx

3.1
x2+1+x2+1+(x2+1)2+(x2—|—1)2 (3:-1)

Protoze tyto zlomky budeme integrovat, je vhodnéjsi zvolit parcialni zlomky

jinak
A Bz 1 ' x '
C|—=— D 3.2
x2—|—1+x2+1+ (x2+1)+ <x2+1) (3:2)

Zderivujme vyrazy a napiSme rovnici

42 A Bz —2Cx D(1 — z?)

(:z;2—|—1)27$2+1+x2+1+(:c2+1)2+ (2 +1)?

Po upravé dostaneme
42* = A(2® + 1) + Ba(2® + 1) — 2Cz + D(1 — 2?)

odtud dostaneme soustavu rovnic pro ¢isla A az D

0 B

4 = A-D
0 = B-2C
0 = A+D

Soustava ma feseni A = 2, B = 0, C = 0, D = —2. Odtud dostaneme
parcialni zlomky
42° 2 —2z 1\’
(z2+1)2  22+1 * (x2+1>

42 2
/md$ = 2arctg(m) — x2 T 1

a integral

Poznamenejme, ze vztahy (3.1), (3.2) se lisi volbou jiné baze vektorového
prostoru vyrazu.
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3.2 Integrace parcialnich zlomku

Napiseme nékolik vzorcu. V kapitole loh na procviceni pak nechame ctenari
vzorce zderivovanim overit.

1. [ —=dz=log|z +al

1 -1
2. f ra)” dz = Tt Pron € N,n>1

3. J mdm pro jmenovatele bez redlnych kofenu. Jmenovatele do-
dy. Viz

plnime na ¢tverec a substituc{ pfevedeme na integral [
priklad dole.

1
y2+a2

4. [ xff;’jrq dz = log(z* + pr + q) také pro jmenovatele bez redlnych

kofenti.

Poznamka. V piipadé 4 lze vzorec pouzit i pro piipad s redlnymi koteny ve
jmenovateli, pokud dame logaritmovany vyraz do absolutni hodnoty. V pfi-
padé 3 také muzeme postup pouzit s redlnymi kofeny ve jmenovateli, ale
dojdeme k integralu f - a2 dy.

Piiklad na doplnéni na ¢tverec. Chceme spocitat integral

1
—d
/x2+3x+4 o

Doplnime na ¢tverec vyraz ve jmenovateli 2% + 3z = (z + 3/2)% — 9/4, do-

sadfme do integralu a pfitom secteme —9/4+4. Dostaneme [ m dz.

Nyni pouzijeme vzorec fﬁdy = Larctg? pro a = \/7/4 = VT7/2 a se
substituci y = x + 3/2. Dostaneme vysledek (ktery muzeme zkontrolovat

zderivovanim)
/ 1 d 2 ; 2z + 3
——— dr = —=arc
22+ 37 + 4 VoA

Jesté zbyva uvést vzorce pro piipad, ze ma jmenovatel ndsobné komplexni
koteny. Kladné prirozené n je ndsobnost téchto korent.

_ 1
5. f<x2+pz+q ) 4 = Grergn

6. f ( ac?+pac+q) ) dz = m
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3.3 Ijlohy na procviceni

1.

2.

Ukazte platnost vzorcu 1, 2, 4 z kapitoly 3.2.
Napiste vzorce 5, 6 z kapitoly 3.2 (tj. spocitejte derivace v integralu).

Naleznéte primitivni funkci k x — m. Urcete interval k této
primitivni funkei.

Urcete primitivnf funkei k 2 — —*~ na (—2,2).

Urcete primitivni funkei k x — ﬁ na R.
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Kapitola 4

Metoda substituce

Princip substituce vysvétlime na nasledujicim piikladu. Rovnici (4.1) neu-
mime vytesit piimo, a tak ji v A pfevedeme na kvadratickou rovnici, kterou
vytesit umime. Zpétnou substituci se pak v C od kofent kvadratické rovnice
dostaneme ke kofenum rovnice (4.1).

47— 2" 412 =0 (4.1)
A. Substituci ¢ = 2% pfevedeme rovnici (4.1) na kvadratickou rovnici
t* —8t+12=0
B. Vyftesime kvadratickou rovnici: dostaneme t; = 2, t5 = 6.
C. Vratime se k puvodni rovnici: feSeni x1, x9 vypocCteme ze vztahu
2" =2 22 =6
Dostaneme z; = 1, 25 = log 6/ log 2.

U integralu je mechanismus obdobny: integral, ktery neumime spocitat pii-
mo, prevedeme substituci na integral, ktery spoc¢itat umime a pak se zpétnou
substituci vratime k vysledku puvodniho integrélu.

4.1 Substituce a derivace slozené funkce

Substituce v integralu je odvozena od pravidla pro derivovani slozené funkce,
proto si toto pravidlo pfipomeneme

(Fg(x)) = F'(g(x)g (x)

19



20 KAPITOLA 4. METODA SUBSTITUCE

Uvazujme funkce
F :yw— exp(y) g x>zl

tedy F(y) = exp(y), g(z) = 2% a F(g(x)) = exp(x?). Pravidlo pro derivaci
slozené funkce dé&
(exp(z?)) = exp(2?) 2

Ozna¢me [ derivaci funkce F', tedy F' = f. Pak dostaneme obecnéjsi
pravidlo

(F(2%) = f(a*) 22

Mame-li spocitat integrél [f(z?)2zdz, staci, kdyz spocitdme integral [f(y)dy,

a do vysledku dosadime y = 22

Podobné pro g(x) = 2 dostaneme
(F(a®)) = f(2%) 32
a tedy pil vypoctu integralu [ f(z%)32? dz staci nalézt integral [ f(y)dy a
do vysledku dosadit y = 3.
Podobné pro g(z) = sin(z) je

(F(sin(z))" = f(sin(z)) cos(z)

a pri vypoctu integralu [ f(sin(z)) cos(z) dz stacl nalézt integral [ f(y)dy
a do vysledku dosadit y = cos(z).

Odtud plyne, ze problém vypoctu primitivni funkce (4.3) lze prevést sub-
stituci ¢ = g(x) na problém (4.2)

t— F(t) je primitivni funkei ¢ f(¢) (4.2)
z— F(g(x)) je primitivn{ funkel = — f(g(z))g () (4.3)

Voditkem pfi provadéni substituce pro nas bude vyjadreni derivace jako
podilu nekoneéné malych prirustkia — vztah mezi proménnymi ¢ = g(x) zde-
rivujeme 1

t
/
g(x) =4
a odtud vyjadiime dt
dt = ¢'(x)dz
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V problémech (4.2), (4.3) tedy dosazujeme t = g(z), dt = ¢'(x) dx, a tim
prevadime integral [, na integral I,

I - / fyde I, = / f(g(2))g' () dz

Zpétnd substituce pak je t = g(x).
Druha moznost substituce je prevést integral I; na integral I,. Pak pro

zpétnou substituci potiebujeme inverzni funkci z = g~1(¢).

Dostaneme tak dvé substituéni metody

1. Integrdl [ f(g(z))g'(z)dx prevedeme substituci na integral [ f(¢)dt,
ktery spocitame. Vysledek oznacime F'(t) a dosadime do néj zpétnou
substituci. Dostaneme F'(g(z)). Symbolicky cely proces zapiseme

/ F(9(2))g (z) dz —-> / F(t)dt > F(t) > F(g(x))

2. Integrdl [ f(t)dt prevedeme substituci na integral [ f(g(z))¢'(x)dz,
ktery spocitame. Vysledek oznacime G(z) a dosadime do néj zpétnou
substituci. Dostaneme G(g~'(t)). Symbolicky cely proces zapiseme

/ F(t)dt > / F(9())g (2) dz —> G(z) > G(g™ (1))

4.2 Priklady na obé substitu¢ni metody

Spocitame piiklady, na které muzeme pouzit obé substituéni metody a pouka-
zeme na rozdily mezi metodami. V dalsich kapitolach pak uvedeme priklady,
které lze spocitat jen jednou z uvedenych metod.

Priklad.
Chceme spocitat integral

/ exp(3) +1 (4.4)

exp(2t) + 1
PouZijeme substituci x = exp(t) — zde je podstatné, Ze exp(2t) = z* a po-
dobné 1ze upravit exp(3t). Pomoci inverzni funkce vyjadiime ¢t = log(x) a
zderivujeme: dt = X dz. Dosadime do integralu (4.4)

3
/x 11 (4.5)

24+ 1z
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Dostali jsme integrél z racionalni funkce — vydélime a rozlozime na parcidlni
zlomky (uvddime vysledek, vypocet nechdme na ¢tenéii)

341 1 1 T

(22 4+ 1)z +E_x2+1_x2+1

zintegrujeme

1 1 1
/1—1—5 i x;:l dz =z + log(x) — arctg(z) — §log(a:2—|—1)

a dosadime zpét x = exp(t). Dostaneme

/ exp(3t) + 1

1
exp(at) 110 = (1) + ¢ —arctg(exp(t)) — 5 log(exp(2) + 1)

Chceme-li udélat zkousku, zderivujeme vysledek a upravime.

Pro pouziti druhé metody integral napiseme s integra¢ni proménnou .
Délame to ve shodé s predchozi kapitolou a jen proto, aby se Ctenar lépe
zorientoval. Pfi béznych vypoctech na oznaceni proménné nezalezi.

exp(3z) + 1
/ e e (4.6)

Pouzijeme stejnou substituci t = exp(z), ale tentokrat nebudeme pocitat
inverzni funkci. Substitu¢ni vztah zderivujeme dt = exp(x)dx a integral
(4.6) upravime do tvaru vhodného pro substituci — rozsifime vyrazem exp(z)

exp(3z) + 1
/ (exp(2z) + 1) exp(z) exp(z) d

3 +1
/ el dt
(12 + 1)t
Vidime, ze jsme dostali stejny integral jako pii pouziti pfedchozi metody,

viz (4.5). To neptekvapuje, protoze substituce je stejnd, lisi se jen zpusobem
provedeni. Proto i vysledek bude stejny

/ exp(3z) + 1

exp(2z) + 1

a provedeme substituci

dz = exp(z) + x — arctg(exp(x)) — %log(exp(Qx) +1)
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Srovnani metod. V prvni metodé jsme potrebovali inverzni funkci k sub-
stituci. Provedeni substituce bylo primocaré. Ve druhé jsme nepotrebovali
inverzni funkci k substituci. Pfed provedenim substituce jsme integral upra-
vili.

Za zminku stoji, ze v jedné metodé derivujeme starou proménnou podle
nové a ve druhé novou proménnou podle staré.

Zduraznéme, ze je potieba ovladat obé metody, protoze nékteré integrély
je mozné spocitat jen jednou z nich. Takové ptiklady uvedeme v dalsich
kapitolach. Zde jesté zintegrujeme jednu funkci obéma metodami.

Priklad.
Chceme spocitat integral

t
/ o (4.7)

2

K odstrannéni odmocniny pouzijeme substituci ¢ = x°, ze které odvodime

dt = 2x dx, dosadime do integralu a upravime

x? 23
——2zxdx = d 4.8
/1+\/_x2””” /wa (48)

Poznamenejme, ze jsme upravili v 2 na z (tj. pro kladné x, viz pozndmka pod
piikladem). Dostali jsme integrél z raciondlni funkce. Vydélenim dostaneme

23
’ =22° — 20 42—
1+ 14+

a zintegrovanim

2 2
/2x2—2m—|—2— 1+$dx:§x3—x2—|—2x—2log(1—|—x)

Po zpétné substituci « = v/t dostaneme vysledek

t 2
/1+\/gdt:§\/t_—t+2\/¥—2log(1+\/¥) (4.9)

Chceme-li provést zkousku, zderivujeme vysledek a upravime.

Poznamenejme, ze jsme v tomto prikladé mohli vyjadrit = jinak, a sice
x = —+/t. Pak bychom v (4.8) upravili v22 = —z. Po zpétné substituci by
vysledek vysel stejné jako v (4.9).
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Integral (4.7) spocitdme stejnou substituci, ale druhou metodou

&/1;:@dx t=+r

Zderivujeme: dt = ﬁid% pred substituci integral upravime — rozsitime
vyrazem 2/x

/Qxﬁ 1 dz

L+ 22z

2%t
/ dt
14+t

Dalsi vypocet je stejny jako nahoie a vede ke stejnému vysledku.

a provedeme substituci

4.3 Ijlohy na procviceni

1. Naleznéte primitivni funkei k funkei

3
R

Y
Yy +y

Vypocet provedte dvakrét — substitucemi z = |/y, u = —,/y. Sub-
stituci proved'te metodou podle svého vybéru (mozné jsou obé). Po
vypoctu udélejte zkousku.

2. Naleznéte primitivni funkci k funkci

1

|_> _
Y7 + exp(y)
Substituci provedte obéma metodami. Po vypoctu udélejte zkousku.

3. Zvolte substituci tak, abyste se zbavili odmocnin, tj. pieved'te integral
substituci na integral z racionalni funkce. Integrdl poté spocitejte a
udélejte zkousku.

NAvVOD: pouzijte substituci y = 2™ pro vhodné zvolené n.
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4.4 Substituce bez inverzni funkce

U tohoto druhu substituce je potieba ziskat cit pro volbu substituce. Budeme
proto vysvétlovat, co nas k jeji volbé vede.

1. Spocitdme integral [ xexp(—z?)dz.
Zvolime substituci y = 2. Pro¢ je vhodné zvolit zrovna tuto substituci
vysvétlime pozdéji, nejdiiv integral spocitame. Zderivujeme substituci
dy = 2x dz, upravime integral tak aby obsahoval vyraz 2z dx, za ktery
dosadime dy a dosadime i y za z?

/xexp(—$2)dx: /%exp(—xQ)Q:vdx: /%exp(—y) dy

Zintegrujeme — pouzijeme piitom linearni substituci, kterou se po-
stupné, jak budeme ziskavat zkuSenosti, nau¢ime délat zpaméti

/ Lexp(—y) dy = — L exp(—y)

Zpétnou substituci ziskame vysledek

/x exp(—z”) dz = —1 exp(—z?)

Zderivovanim vysledku udélame zkousku.

PozNAMKA: Integrél jsme mohli spoé¢itat i substituci t = —22, dostali
bychom integral z exp(t) a usetfili si linedrni substituci. Pii vybéru
substituce je podstatné, ze integrujeme soucin vyrazu, z nichz jeden
obsahuje z? (snadno do néj za z? dosadime) a druhy je derivaci 22, az
na faktor 2, ktery snadno ziskame tpravou. Stejnd substituce by byla
moZna i v pipadé, Ze by pod integralem bylo 23 misto x

1
/:c3exp(—:c2)dx = /§x26><p(—x2)2xdw = %/yexp(—y) dy

Integral po substituci bychom spocitali metodou integrace po castech
(per partes), kterou probereme v jedné z dalsich kapitol. Misto z3 by
mohla byt jakdkoliv mocnina s lichym exponentem. Pro mocninu se
sudym exponentem naopak substituce neni vhodna. Po tipravé bychom
dostali

/1’2 exp(—2?) dz = /%xexp(—xz)%cda:
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Zde by nam délalo problém dosazeni za x. Sice by bylo mozné sub-
stituci dokoncit volbou x = ,/y, pfipadné x = —,/y podle toho, na
jakém intervalu primitivni funkci hledame, ale dostali bychom integral
obsahujici odmocninu, ktery neumime spocitat

/%xexp(—x2)2xdx= %/\/?GXP(—Z/) dy

= de.

Stejné jako v predchozim piikladé mame sou¢in dvou vyrazu, kde jeden
obsahuje 22 a druhy snadno miuZeme upravit na 2z, tedy derivaci x2.
Zvolime proto substituci stejné jako v piedchozim piifkladé: v = 22,
dy = 2z dx. Upravime integrédl a provedeme substituci

x 1 1
" dr= [ ————2vdz= [ ———d
/x2+5 ! /2<x2+5> rer /2<y+5> v

Zintegrujeme (opét za pomoci linedrni substituce, kterou provedeme
zpameéti)

1
- dy =1 5
/2@+5)y 5 log |y + 5|

Zpétnou substituci ziskame vysledek

/:czﬁ— g dz = $log(z* + 5)

Opét provedeme zkousku zderivovanim.

POZNAMKY:

Mohli jsme pouZit substituci t = 2? + 5 a vyhnuli bychom se linearni
substituci.

Také jsme tento integral mohli spoc¢itat dosazenim do vzorce z kapitoly
o integraci parcidlnich zlomku. Zde jsme vypocet provedli kvuli pro-
cviceni.

OTAZKA: Pro¢ jsme mohli vynechat ve vysledku absolutni hodnotu?

2
X
@ d

Vsimneme si, Ze 22 je az na faktor 3 derivaci ©
do tvaru vhodného pro substituci za z3

/ v dx—/ L 322 d
S1 0 ) 3@yt

3 a ze 2% snadno upravime
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Po substituci y = 2% dostaneme integral
1
—Fd
/ 302+ 1)

1
/m dy = 3 arctg(y)

Zpétnou substituci ziskame vysledek

22
/ o dz = 1 arctg(z?)

Spocitame ho

Zderivovanim udélédme zkousku.

PozNAMKA: Kdybychom si nev§imli moZnosti substituce, mohli by-
chom integral spocitat rozkladem na parcidlni zlomky. Zacali bychom
rozkladem jmenovatele na soucin

1= (2P +1= >+ D" -2+ 1)

= (2® + 1)[(=* +1)* = (V32)?]

= @24+ D@2 +V3z+1)(2® —V3z+1)
Pak bychom provedli rozklad

> Az +B N Cx+ D N Ex+ F
+1  2?+1  22+3r+1 22—V3r+1

a spocitali A =0, B=-1/3,C=0,D=1/6, E =0, F =1/6. Dva
zlomky bychom doplnili na ¢tverec

1 1
2EV3r+1  (z£/3/2)?%+1/4

a zintegrovali (integrace je jen dosazeni do vzorct, upravy typu %712 =
La(z+v3/2)/(1/2) = 22 4+ V/3 nechdme na ctenari)

2
x _ 1 1 1
/ o dr = —3 arctg(z) + 3 arctg(2z + V3) + 5 arctg(2z — V3)

Vysledek se na prvni pohled lisi od vysledku nahote. Z jednoznacnosti
integralu plyne, ze se lis{ maximélné o konstantu. Dosazenim x = 0
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a pouzitim toho, ze arkustangens je licha funkce, tedy arctg(—\/g) =
— arctg(y/3) dostaneme hodnotu této konstanty — zjistime, Ze je rovna
nule a vysledky se tedy rovnaji.

Oveérit, ze se rovnaji, muzeme napiiklad pouzitim souc¢tového vzorce
pro tangens tg(z +y) = (tg(z) + tg(y))/(1 — tg(z) tg(y)) a z néj odvo-

zeného vztahu arctg(X) + arctg(Y) = arctg(25:)

. Spocitdme integral [ a®vat+ 1d.

Vsimneme si zase, Ze 23 je az na faktor 4 rovno derivaci x*. MuZeme
tedy integral upravit na

/.1'3\/334 +1ldx = / Wat+142° do
a provést substituci y = 4

/%\/x4+14x3dx:/i\/y+1dy

Integrél spocitame linearni substituci

/}L\/—Zﬂrldy:i/(y+1)1/2:i§(y+1)3/2 CESIE

Zpétnou substituci ziskame vysledek
/:103\/:104 +1dz = ¢/ (a* +1)3

Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
P0ozZNAMKA: Mohli jsme pouzit substituci ¢t = z* + 1.

—Og ) dx.

Vsimneme si, ze faktor X = je derivact logaritmu, a tedy po tupravée

1 1 1
/ x(log(z) + 1) do = / log(z) + 1 de

Ize udélat substituci y = log(z), dy = 1 dx

[t [
log( x y+1y
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Integrél spocitame linedrni substituci

1
— dy=1logly+1
/y+1 y = log |y + 1|

Zpétnou substituci dostaneme vysledek

1
/mdx = log |log(z) + 1]

6. Spocitdme integral [(sin(z))®dx.
V predchozich piikladech byla volba substituce intuitivni, tady tomu
tak neni. To, Ze nize uvedena substituce funguje, je zalozeno na uprave

(sin(z))® = (sin(z))*sin(z) = ((sin(z))?)?sin(z) (4.10)
= (1 — (cos(x))?)*sin(x)

Zde si v§imneme, ze sinus je az na znaménko derivaci kosinu, a tedy lze
provést substituci y = cos(z), dy = —sin(z) dz

Jisin@)? == (1= (eost@) PP (= sino)) do = = [ (1= 22 dy
Pred integraci umocnime zavorku
—/(1—y2)2dy= —/1—2y2+y4dy= —y+ 20—y
a zpétnou substituci ziskame vysledek
/(sin(x))5 dz = —cos(x) + (cos(z))®

Pokud bychom chtéli udélat zkousku, tak vysledek zderivujeme a pak
upravime podobneé jako v (4.10).

(cos())* —

wino
(S

POzZNAMKA: Mocniny goniometrickych funkei se obvykle zapisuji takto

/sins(x) dz = — cos(z) + 2 cos’(z) — 1 cos’(z)
Tento zapis je ptrehlednéjsi, takze ho doporucujeme pouzivat. Zapis
typu (sin(z))? jsme zde zvolili proto, ze vyznam obvyklého zépisu sin?(x)
by mohl téZ znamenat zkratku zépisu sin(sin(z)) a nechtéli jsme ¢tendre
mast.
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7. Spocitdme integral [(cos(z))? dz a budeme pouzivat zapis [ cos’(z) dz.
V predchozim prikladu bylo podstatné, Ze sinus byl umocnén na li-
chou mocninu, ipravou (4.10) jsme dostali sudou mocninu a do té jsme
snadno dosadili ze vzorce cos?(x) = 1 —sin*(x). Zde mame lichou moc-
ninu kosinu a nabizi se analogicka uprava

cos” (z) = cos®(x) cos(z) = (1 — sin?(z))* cos(x) (4.11)

a tedy substituce y = sin(x), dy = cos(z) dz

/cosg(x) dz = /(1 — sin®(z))* cos(z)dz = /(1 —y*)*dy
Pted integraci umocnime dvojclen v zavorce
/(1—y2)4dy - / 1—dy® +6y" —4y’+y° dy = y—50°+ 39" — 79" +5y°
Vysledek ziskdme zpétnou substituci

/cosg(x) dz = sin(z) — § sin’(z) + Esin’(z) — 2 sin’(z) + & sin’(z)

Zkousku provedeme zderivovanim vysledku a tpravou (4.11).

4.5 Ijlohy na procviceni

1. Naleznéte primitivni funkce k funkcim

x x x3

= = =
v (22 +4)? v (2 +3)3 ! (22 +4)3

PozNAMKA: Pouzijte jakoukoliv metodu z této nebo z piedchozich ka-
pitol.
2. Naleznéte primitivni funkei k funkeci
x> sin(z) cos® (1)
3. Naleznéte primitivni funkeci a udélejte zkousku

log(x) + 1

“ 2oglz) — 1)
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4. Naleznéte primitivni funkci a udélejte zkousku
sin(x)

2 — cos(x)

(*5) Ukazte, ze vysledky piikladu 3 jsou stejné.

4.6 Substituce s inverzni funkci

Ukazeme pouziti substituéni metody na nasledujicich integrélech. Volba sub-
stituce je intuitivni jen v prvnim piipadé, v dalsich pripadech je dand zku-
Senosti starsich generaci matematiku. Podstatné je, ze vSechny substituce
vedou na integral z racionalni funkce, ktery umime pocitat. Cilem tohoto
odstavce neni umét zvolit substituci, budeme se sousttedit jen na to, jak sub-
stituct provést.

O tom, jak zvolit substituci, pojedname na konci kapitoly.

/ x+1dx /\/1+4J;2dx /;dx /;de
V1i—=z 2 + cos(x) 1 + sin®(x)

1. Spocitdme integral [ %dx.

Pouzijeme substituci y = 4 /%.

Vyjadifme inverzni funkei (podrobnosti nechdme na ¢tenaii) « =

y?-1
YA
Spocitame derivaci (podrobnosti jsou opét na ¢tenaii) dx = (y;l%)z dy.
Provedeme substituci

r+1 B 4y
/Vl—xdx_/y(y2+1)2dy

Spocitdme integrél (viz jedna z predchozich kapitol)

4y2 2y
———dy = 2arct —

Provedeme zpétnou substituci

r+1  2¢/(z+1)/(1 —z)
e e Y (S T
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a upravime na (opét podrobnosti nechdme na ¢tenari)

1
2 arctg —;f_*— — V1 — 22
—x

Dostaneme tak vysledek

1 1
/”x+ dx:2arctg\/$+ —V1—2a2
11—z 11—z

Zkousku opét spocitame zderivovanim a upravou.

2. Mdme spocitat integral [ v/1 + 422 dz.

Pouzijeme substituci

Yy =2x+V1+ 422 (4.12)

Upravami vyjadiime inverzni funkci

(4.13)

4

dx = (711 + ﬁ) dy a po upraveé zpatky na zlomek dx = y:;;l dy

Spoc¢itame derivaci, vztah je vhodné upravit na z = ¥ — ﬁ, pak je

Nyni potfebujeme provést substituci. To muzeme udélat mechanicky

) 2
a pak si uzit upravu vyrazu. Dalsi moznosti je vSimnout si, ze ze vztahu

(4.12) lze vyjadiit odmocninu v422 4+ 1 = y — 2x a na pravé strané
dosadit z (4.13). Po upravé dostaneme

2
V1+4ﬁ::¢1+4(y

—1
4y

21 u2—(2—-1 241
4y 2y 2y

Provedeme substituci

24 1y2 41
/\/4x2+1dx:/y tiy Tt dy

2y 4y?
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Spocitame integral

(y* +1)? /y+2y+1 /y 1 1
A A—a— — — g . —d
/8y3 Yy Y 8+4y+8y3y
y?

1 1

= —+ —log(y) —

161 1642

Provedeme zpétnou substituci

o+ VIZFIP 1
lo 2x + V4dx? +
16 g loel - 16(27 + /422 + 1)?

Vysledek je jesté mozné upravit. Vsimneme si, ze plati — dprava znama
z vypoctu limit —

1 2r — VAx? + 1 20 — V4x? 4+ 1
_ — = —20+V4x2 + 1
20 +V4x2 +1 422 — (422 + 1) -1

Pomoci této ipravy je mozné upravit

1
(2z+V4x2 +1)*— = (2z+V42? + 1)*—(—22-+V4a? + 1)

(22 + V422 + 1)2
a posléze s pouzitim vzorct (a + b)? — (a — b)? = 4ab

(22 + Va2 +1)? — (=22 + V4?2 + 1)? = 4av422 + 1

Dosazenim do vysledku integralu dostaneme
/ Vdx? 4+ 1dx = —x\/ 42 4+ 1+ - log(Zx + Vdz2 + 1)

Chcete-li si procviéit derivovani a tpravu vyrazi, proved te zkousku.

3. Spocitdme integral [ 2Jr+s(lq)dx.

Pouzijeme substituci y = tg(z/2) a vztahy, které dostanete jako hve-
zdickovy ptiklad k odvozeni:

(4.14)
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Spocitame inverzni funkci k substituci. Tady je dobré poznamenat, ze
integrovana funkce je definovand na R, ale na tomto intervalu nemé
zvolena substituce inverzni funkci. Nami spoc¢itanou inverzni funkei:
xr = 2arctg(y) dostaneme po zuzeni intervalu pro x na x € (—m, 7).
7 inverzni funkce pak vyjadiime dx = ﬁ dy a provedeme substituci

/ 1 / 1 2

——dx = dy

2 + cos(x) 24+ (1=y?)/(A+¢?) 2 +1

upravime (Upravy nechdme na Ctenaii) a zintegrujeme (zde jen do-
sadime do vzorce)

/ 1 2 d / 2 d 2 o Y

= | ——dy = — arctg —=
2+ (=) + )2 +1 ) 3™ T BT
Vysledek dostaneme zpétnou substituci

/ 1 2 tg(z/2)

m dx = ﬁ arctg \/g
Jesté poznamku k intervalu pro x: V uvodni kapitole jsme zavadeéli
primitivni funkci na intervalu, ale vétsinou jsme se o néj pii vypoctu
nestarali. Tady jsme nasli primitivni funkci na intervalu daného substi-
tuci, tedy na (—m, 7). Integrovand funkce je spojita na R, a ma tedy na
R primitivni funkei. VSimneme si, ze je integrovana funkce periodicka
a nas vysledek snadno pouzijeme i na dalsi intervaly. Primitivni funkci
na R pak ziskdme ,slepenim® primitivnich funkci pfes jednotlivé in-
tervaly. Pozor ale na rychly a nespravny zaveér, ze vysledna primitivni
funkce bude také periodicka.

Chceme-li udélat zkousku, zderivujeme vysledek a upravime — pii -

pravé pouzijeme vzorce

1 — cos(x)
2

1 + cos(z)

sin?(z/2) = 5

cos?(x/2) = (4.15)

. Spocitame integrél

1
1 + sin“(x)

Mohli bychom pouzit substituci stejnou jako v minulém piikladé a do-
stali bychom integral

/ 1 2 d
T+ /(P + )P 1+



4.6. SUBSTITUCE S INVERZNI FUNKCI 35

ktery bychom nejdifve rozsiiili vyrazem 1 + y?, vydélili a zintegrovali

2y + 2 2 8 1 2 85
dy= [ 24— dy=Zy+ 22 arcta(yVs
/5y2+1 Y /5+25y2+1/5 y =5yt 55 arctg(yV)

Zpétnou substituci bychom dostali

/H—%ﬂQ(m) dex = %tg(x/Q) + 82\/55 arctg(\/gtg(x/Q))

V tomto piipadé je mozné pouzit i substituci t = tg(x) a vztahy

.2 _ tgz(x)
S(e) =
9 B 1
COS (l’) = m (416)
. _ tg(x)
Sln(l’) COS(I) = m

Integrél po substituci potom bude

1 1
/ i dt
14+ 14 ¢2

1-+¢2

1
dt
[

po integraci (vytkneme polovinu a dosadime do vzorce)

po uprave

1 1 V2
- ————dt = — t 2t
2/t2+1/2 Qarcg(\/_)

a po zpétné substituci
1 V2
——  dr = ~"arctg(V2t
/ T sl (o) = g arcte(v2ig(o))

Primitivni funkei jsme nasli na intervalu (—m /2, 7/2). Na R ji rozsiiime
podobné jako v predchozim ptikladé.

Zkousku opét udélame zderivovanim a tpravou.
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4.6.1 Poznamky k substitucim

Pouzité substituce nazyvame Eulerovy. Na integraly obsahujici vyraz s od-
mocninou z kvadratického vyrazu vax? 4+ bx 4 ¢ je mozné pouzit substituce

y = vax + Vax? + bx + ¢ v pifpadé a > 0 (4.17)
yx 4+ v/c = Vax? + bx + c v piipadé ¢ > 0 (4.18)

y=+/(z —x1)/(x — 25) v piipadé, ze ma vyraz (4.19)

ax?® + bx + ¢ dva reélné kofeny 1, zo

My jsme pouzili substituci (4.17) na piiklad 1 a substituci (4.19) na piiklad
2.

Substituce za tg(z/2) je spolu se vztahy (4.14) univerzdlni substituce
pro integréaly obsahujici goniometrické funkce. Substituci za tg(x) je vhodné
pouzit v piipadé, ze neni nutné ve vztazich (4.16) odmocnovat. Takovym byl
i priklad 4.

TODO: NASLEDUJICI UVAHU JSEM DOPLNILA I DO PRIKLADU.
ZVAZIM, JESTLI TO CELE JESTE NEPREFORMULOVAT.

Vsimnéte si, ze integrované funkce v ptikladech 3, 4 jsou spojité na R
a majl tedy primitivni funkci na R. My jsme nasli primitivni funkci jen
na intervalu (—m, 7) v piikladu 3 a na intervalu (—n/2,7/2) v piikladu 4.
Vsimnéte si, ze jsou integrované funkce periodické a my jsme nasli primitivni
funkci na jedné jejich periodé. Primitivni funkci na R pak ziskame ,slepenim®
primitivnich funkci ptes jednotlivé intervaly. Pozor ale na rychly a nespravny
zaver, ze primitivni funkce bude také periodicka. Dalsi mozné substituce jsou
za sin(z) a piipadné cos(x). Jejich pouziti jsme vysvétlili v kapitole 4.4.

4.7 leohy na procviceni

1. Naleznéte primitivn{ funkei k funkei  — /1 — 22 na intervalu (—1,1)
a udélejte zkousku.
NAvoDb: Pouzijte substituci y = /(1 — x)/(1 + z) a integrovanou funk-
ci upravte a dosad’te jen za x v zavorce; za odmocninu dosad’te y.

m:(1+x) l—z

1+z

2. Naleznéte primitivni funkci k x +— ﬁ a udélejte zkousku.
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(*3) Odvod'te vztahy (4.14) a (4.16).

4. Naleznéte primitivni funkci k funkci f. Na jakém intervalu jste primi-
tivni funkci nalezli? Ma funkce f primitivni funkeci na vétsim intervalu?

1

fro= smm—om

5. Pieved'te integral vhodnou substituci na integral z racionalni funkce.
Na jakém intervalu ma integrovand funkce funkci primitivni a na jakém
ji vami zvolenou substituci vypoctete?

/ sin(z) cos?(z)

sin?(z) + cos(x) + 2




