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mnoziny jsou Jordanovsky™méfitelné’a maji miru rovnu nule. Tedy mnoziny
Up_;{qr} jsou vSechny Jordanoysky méritelné a maji nulovou miru. V mi-

¢isel, neni Jordanovsky meéritelna\mnozina. V teoretickych konceptech se
¢asto hodi vlastnost

Jsou-li /Al ¢ éfitelné,

Proto nevystacime s Jordanovou mirou a zavadime miru Lebesgueovu.

VNEJSI LEBESGUEOVA MIRA, MERITELNE MNOZINY, EXISTENCE
NEMERITELNE MNOZINY

13.2 Riemanniv integral

Nize budeme definovat Riemannuv integral. Budeme ho definovat pro ome-
zenou funkei na omezeném intervalu. Pro nezdpornou funkci mé Riemanntiv
integral vyznam obsahu obrazce shora omezeného grafem funkce a zdola osou
z. Pro obecnou funkeci je Riemanniv integrél rozdilem obsahi obrazci nad
osou z a pod ni.
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Riemannuv integral budeme definovat (a pocitat) pro zadanou funkei na
zadaném intervalu. Budeme ho znait symbolem (R) f: f(z)dz, kde f znaci
integrovanou funkci a ¢isla @ < b jsou hranicemi intervalu, pfes ktery inte-
grujeme.

Piimo z definice budeme pocitat Riemannuv integrél jen z funkci po
¢astech linedrnich (pouzijeme k tomu prostfedky elementarni geometrie —
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vzorce pro obsah trojuhelniku, obdélniku a lichobézniku) a jen na zacatku,
nez si vypracujeme nastroje na pohodlngéjsi vypocet.

Pro zadanou funkci f budeme zkoumat funkei, kterd ¢islu ¢ € (a, b) pFifadi
integrél s proménnou horni mezi R(t) = (R)fat f(z) dz. Na piikladech po éés-
tech linedrnich funkci ukdzeme, Ze v bodé ¢, ve kterém je funkce f spojitd, je
R'(t) = f(t). Pozdgji ukdzeme platnost tohoto vztahu pro libovolnou spojitou
funkeci. Pro¢ tento vztah plati ilustruji nasledujici obrézky.
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Délenim intervalu [a,b] nazyvdme n+ l-iciéisela =z <z, <+ - <z, = b

Na hornich obrazcich jsou vysrafova-
ny plochy o obsazich R(t), R(t + h).
Na dolnim obrazku maé vysrafovans
plocha obsah rovny rozdilu

R(t+ h) — R(t)

a ten je pfiblizné roven obsahu ob-
délniku o Sifce h a vysce f(t). Odtud
plyne

R(t + h) — R(t)
h

= f(#)

Tato vlastnost nds v ndsledujicim
¢lanku povede k pojmu primitivnd
funkce funkce f. Je to funkce F' spl-
nujici F' = f.

Probereme metody vypoctu primi-
tivni funkce a v dalsim ¢lanku pomoci
primitivni funkce definujeme New-
tonuv integral, jehoz hodnota je pro
spojité funkce rovna Riemannovu in-
tegralu. Naucime se tak pocitat ob-
sahy obecnéjsich obrazct.

b

body z; nazyvame uzlovymi body déleni.
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Je-li  fi,..., fn posloupnost ¢&isel, :; 5

nazyvame funkci 4L Qt »
R

1=1,...,n

po édstech konstantni funkci na [a, b]. // ,(1 £O

—

. INGTRS)
Vyraz )" (zi—x_1) fi nazyvame Riemannovym zntegralmm souctem funkce 20
f. Budeme ho znadit R(f). -

Nerovnosti mezi funkcemi budeme rozumét nerovnost funkénich hodnot pfi—

St

viechna z € [a, b] je f( ) g9(z).

~Pro funkei g “omezenou na intervalu [a, b] definujeme:

Cislo R(f)pro libovolnou po ¢astech

consfantni funkci f < g na intervalu
1@, b] nazyvame dolngm integrdlnim
souctem funkce g na intervalu [a, b].

Dolnim Riemannovym nlegralem
funkce g na intervalu [a, b] nazyvime
supremum dolnich integralnich sou-
Q@fﬁu_rllgggdg na [a,b]. Znacime ho
_(7 )f; 9(z) dz. D
Hornim integrdlnim soucétem funkce

g na intervalu [a,b] je &islo R(f)
pro libovolnou po ¢astech konstantni
funkei f > g na [a, ).

Hornim  Riemannovym integrdlem
funkce g na intervalu [a, b] nazyvime
infimum hornich integrélnich souct
funkce ¢ na [a,b]. Znacime ho

5
R) fa g(z)dz
Funkei g nazveme Riemannousky integrovatelnou na [a, b], pokud se jeji horn{ _

ad dolni Rlemannovy integraly na [a b rovnaji. Jejich spolecnou hodnotu

znacime (R f g(z)dz a nazyvame 'RLemannovym integrdalem funkce g na
[a, b]. —




13.2. RIEMANNUV INTEGRAL - 173

Poznamky.

1. V na8i definici je po ¢astech konstantni funkce spojita zprava. Ve sku- RV

te¢nosti na funkéni hodnoté v uzlovych bodech déleni nezalezi, Rie- %
mannuv integralni soucet by v tom piipadé byl definovan stejné. \

Riemannuv integral m& smysl pocitat jen na omezeném intervalu a N
jen pro omezené funkce. Je to proto, ze ho aproximujeme integralnimi \\
soutty pres konecny pocet omezenych intervali. Na neomezeném inter- "
valu by to neslo.

o

Kazdé po ¢astech konstantni funkce nabyvé koneéného pocétu hodnot, g
je tedy omezend. Pro shora neomezenou funkci f by neexistovala po ‘
¢astech konstantni funkce g spliujici f < g. Podobné pro zdola neome-

zenou [ by neexistovala g splaujici f > g.

TODO: OBRAZEK

S

; Vlastnosti.

1. TODO: OBRAZEK
Pro zadany interval, na ném zadanou funkei, jeji dolni integralni soucet
R(f4) a horni integralni soucet R(fx) plati R(fs) < R(fn)-

2. Pro funkci g omezenou na intervalu [a, b] plati

b ®)[ s(@)do < ®) [ g(o)do (13.4)

Lev4 strana je rovna supremu mnoziny dolnich integralnich souctu

z’ b
| (R) / 9(z) dz = sup{R(fs) : fu < f na [a, 0]},

Pravé strana je rovna infimu mnoziny hornich integralnich souctu

(R) / o(z) dz = inf{R(fx) : fu < f na [a,b]}.

{

|

i Z nerovnosti R(fq) < R(fr) az lemmatu o supremu a infimu pak plyne
{ nerovnost (13.4). TODO: PRESNEJSI ODKAZ NA LEMMA
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13.2.3 Nevlastni Riemanntv integral

Napravuje to, ze Riemannuv integral je definovén jen na omezeném intervalu
a pro omezené funkcee.

Definice nevlastniho integrdlu vlivem meze. Necht je a € R a pro kazdé
b >"a je funkce f Riemannovsky integrovatelnd na [a, b]. Necht existuje limita
(vlastni nebo nevlastni) i

b—r+o00

intervalu [a, +00) a zna¢ime ho

+0o0

R)]  f(z)dz.

a

Podobné definujeme nevlastni Riemanniv integral na intervalu (—oo, b|

b b
(R) / f(@)de = lim (R) / f(z) da.

> a——00 a
Definice nevlastniho integralu vlivem funkce. Necht je a,b € R, a < b
a pro kazdé ¢ € (a,b) je funkce f Riemannovsky integrovatelnd na [a, ],
ale neni Riemannovsky integrovatelnd na [a, b]. Necht existuje limita (vlastn{
nebo nevlastni)

: .
c—b~ & - _

Pak tuto limitu nazyvame nevlastnim Riemannovym integrdlem funkce f na -4
intervalu [a,b]. Znali se obvykle stejné jako Riemanniiv integral, tedy '

(R) /  flz)dz.

Podobné pro funkei integrovatelnou na [c, b], ale nikoliv na [a, b] definujeme

b b

(R) / fl&)dp = lim (R) / £z} ds. (13.8)
i c—at &

Poznamka. Vztah (13.8) plati i pro Riemannovsky integrovatelnou funkci,

ale je pro néj vlastnosti, kterou je tfeba dokdzat, zatimco pro nevlastni in-

tegral je definici.



