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174 KAPITOLA 13. INTEGRALY

" Piiklady.
/ 1. f(z) = z, z € [0,1], rovnomérné délen{ z; = i/n, i = 0,1,...,n.

/ OBRAZEK, DOLN{ A HORNI INTEGRALN{ SOUCET

,! 2. Dirichletova funkce D(z) = 1 pro € Q, D(z) = 0 pro z ¢ Q na
intervalu [0, 1]. Jeji dolni a horni Riemanniiv integraly jsou rovny

(R)/QID(x)dxzo (R)/()TD(x)dmzl

‘a nenf tedy Riemannovsky integrovatelna.

3. Riemanno\va\funkce R je pro z ¢ Q definovand R(z) = 0 a pro ra-
ciondlni &islo™xz = p/q vyjidiené v nesoudélném tvaru je R(z) = 1/q.
V (3] je ukézénb;je Riemannova funkce je Riemannovsky integrova-
telnd na intervalu [0, 1] a jeji integral je roven nule. Na strané 305
nahofe (elektronicky’ét\raga 49) je obrazek zobrazujici horni integralni
soucet o velikos?' £ pro (libovolng) malé & > 0.

Lemma o Riemannovsky integrovatelné funkci. ! Funkce f je Rieman-
novsky integrovatelnd na intervalu [a, b], pokud ke kazdému & > 0 existuji
doln{ integrélni souéet R(f4) a horn{ integralni soucet R(fx) funkce f takové,
7e R(fh) — R(fd) <E.

TODO: OBRAZEK, DUKAZ

Véta o Riemannovské integrovatelnosti spojité funkce. ? Je-li funkce
f spojitd na intervalu [a,b], pak je na tomto intervalu Riemannovsky inte-
grovatelna.

K dikazu potiebujeme pojem stejnomérné spojitosti.
Spojitost funkce f na intervalu I lze zapsat

(Vzo € I)(funkee f je spojitd v bodé zg, pokud je zy krajni bod,

tak jednostranné zevnitf intervalu)
nebo formalnéji

(Vzo € I)(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € I)(z € (zo—0,z0+0) = f(z) € (f(z0)—¢, f(20)+e))

L [3], Véta 11.2.12, strana 299, elektronicky 43
2 [3], Véta 11.2.23, strana 303, elektronicky 47
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Na obrdzku je graf spojité funkce,
kterd ma v bodé vlevo nevlastni li-
mitu.
V bodech z1, z5 jsou vyznacena okoli
funkénich hodnot f(z1), f(z2) o stejné
velikosti € > 0 a k nim okoli bodi z,
x5 spliujici podminku z definice spo-
jitosti.
Vidime, Ze ¢islo § se pro riznd z
lisi. Pfi zmenSovani z, tedy pfi jeho
posouvani doleva, se velikost § dale
zmensi.

Tim se lisi spojitd funkce od stejnomérné spojité funkce — u té je k za-
danému ¢ stejné ¢ pro vSechna z.

Definice. Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu I, pokud plati

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz1, 22 € I)(|z1 — 22| <0 = |f(21) — f(22)| <€)

Bez dukazu uvedeme vétu o stejnomérné spojitosti na uzavieném inter-
valu®. Poznamenejme jesté, Ze funkce, jejiz graf je na obrdzku nahote, je
spojitd na intervalu zleva otevieném a v levém krajnim bodé mé nevlastni
limitu. Nenf ji tedy mozné do levého krajniho bodu spojité rozsifit.

Véta. Je-li funkce f spojitd na omezeném uzavieném intervalu, pak je na
tomto intervalu stejnomérné spojita.

DUKAZ véty o Riemannpvské integrovatelnosti spojité funkce.
TODO: DUKAZ, OBRAZEK

13.2.1 Riemannuav integrdl s proménnou horni mezi

Budeme uvazovat funkei f, kterd md na intervalu I = [a,b] Riemanniv
integrél a budeme zkoumat funkeci
e { (U108 20 -

3 [3], Véta 11.1.3, strana 296, elektronicky 40



