
Kapitola 3

Integrace racionálńı funkce

Připomeneme na př́ıkladech vybrané pojmy: polynom (mnohočlen), racionál-
ńı funkce, ryze lomená racionálńı funkce, parciálńı zlomek.

Racionálńı funkce je např́ıklad

x5

x4 − 1

Vyděleńım dostaneme součet polynomu a ryze lomené funkce – ta má v čita-
teli polynom nižš́ıho stupně než ve jmenovateli.

x5

x4 − 1
= x+

x

x4 − 1

Parciálńımi zlomky pak v tomto přpadě jsou

1

x+ 1

1

x− 1

1

x2 + 1

x

x2 + 1

Parciálńı zlomky budeme rozlǐsovat podle kořen̊u jmenovatele – podle
toho, zda jsou kořeny reálné nebo komplexńı a zda jsou jednonásobné či
v́ıcenásobné.

1. Jednonásobný reálný kořen: 1
x+a

2. Vı́cenásobný reálný kořen s násobnost́ı n ∈ N, n > 1: 1
(x+a)n

3. Jednonásobné komplexńı kořeny: ...
x2+px+q
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4. Vı́cenásobné komplexńı kořeny s násobnost́ı n ∈ N, n > 1: ...
(x2+px+q)n

V př́ıpadě komplexńıch kořen̊u je standardně v čitateli parciálńıho zlomku
bud’ 1 nebo x. My ukážeme, že je možné čitatele volit vhodněji s ohledem na
snažš́ı výpočet integrálu.

3.1 Rozklad na součet parciálńıch zlomk̊u

Připomeneme na př́ıkladu rozklad na součet parciálńıch zlomk̊u. Vezmene
funkci z předchoźı kapitoly a vyjádř́ıme ji jako lineárńı kombinaci parciálńıch
zlomk̊u

x

x4 − 1
=

A

x+ 1
+

B

x− 1
+

C

x2 + 1
+

Dx

x2 + 1
Naš́ım úkolem je nyńı spoč́ıtat takové hodnoty č́ısel A až D, aby se výrazy
rovnaly pro všechna reálná x mimo kořeny jmenovatele. Roznásob́ıme spo-
lečným jmenovatelem a dostaneme rovnici

x = A(x− 1)(x2 + 1) +B(x+ 1)(x2 + 1) + C(x2 − 1) +Dx(x2 − 1)

Po úpravě – roznásobeńı závorek a vytknut́ı koeficient̊u A až D – dostaneme

x = A(x3 − x2 + x− 1) +B(x3 + x2 + x+ 1) + C(x2 − 1) +D(x3 − x)

Připomeňme, že hledáme hodnoty č́ısel A až D takových, že daná rovnice
je splněná pro nekonečně mnoho x. To je možné jen pokud se všechny členy
na levé a pravé straně odečtou a po úpravě vyjde rovnice 0 = 0. Odtud
dostaneme rovnice pro A až D – porovnáme koeficienty u stejných mocnin
na levé a pravé straně.

0 = A+B +D

0 = −A+B + C

1 = A+B −D
0 = −A+B − C

Soustavu vyřeš́ıme některou metod lineárńı algebry a dostaneme A = 1
4
,

B = 1
4
, C = 0, D = −1

2
.

Odtud dostaneme rozklad – vyjádřeńı složitěǰśıho zlomku jako součet jed-
nodušš́ıch výraz̊u.

x5

x4 − 1
= x+

1/4

x+ 1
+

1/4

x− 1
+
−x/2
x2 + 1
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Př́ıklad s násobnými komplexńımi kořeny. Rozlož́ıme na parciálńı zlomky a
následně zintegrujeme výraz

4x2

(x2 + 1)2

Standardńı parciálńı zlomky jsou

Ã

x2 + 1
+

B̃x

x2 + 1
+

C̃

(x2 + 1)2
+

D̃x

(x2 + 1)2
(3.1)

Protože tyto zlomky budeme integrovat, je vhodněǰśı zvolit parciálńı zlomky
jinak

A

x2 + 1
+

Bx

x2 + 1
+ C

(
1

x2 + 1

)′
+D

(
x

x2 + 1

)′
(3.2)

Zderivujme výrazy a napǐsme rovnici

4x2

(x2 + 1)2
=

A

x2 + 1
+

Bx

x2 + 1
+
−2Cx

(x2 + 1)2
+
D(1− x2)
(x2 + 1)2

Po úpravě dostaneme

4x2 = A(x2 + 1) +Bx(x2 + 1)− 2Cx+D(1− x2)

odtud dostaneme soustavu rovnic pro č́ısla A až D

0 = B

4 = A−D
0 = B − 2C

0 = A+D

Soustava má řešeńı A = 2, B = 0, C = 0, D = −2. Odtud dostaneme
parciálńı zlomky

4x2

(x2 + 1)2
=

2

x2 + 1
+

(
−2x

x2 + 1

)′
a integrál ∫

4x2

(x2 + 1)2
dx = 2 arctg(x)− 2x

x2 + 1

Poznamenejme, že vztahy (3.1), (3.2) se lǐśı volbou jiné báze vektorového
prostoru výraz̊u.
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3.2 Integrace parciálńıch zlomk̊u

Naṕı̌seme několik vzorc̊u. V kapitole úloh na procvičeńı pak necháme čtenáři
vzorce zderivováńım ověřit.

1.
∫

1
x+a

dx = log |x+ a|

2.
∫

1
(x+a)n

dx = −1
(n−1)(x+a)n−1 pro n ∈ N, n > 1

3.
∫

1
x2+px+q

dx pro jmenovatele bez reálných kořen̊u. Jmenovatele do-

plńıme na čtverec a substitućı převedeme na integrál
∫

1
y2+a2

dy. Viz
př́ıklad dole.

4.
∫

2x+p
x2+px+q

dx = log(x2 + px + q) také pro jmenovatele bez reálných
kořen̊u.

Poznámka. V př́ıpadě 4 lze vzorec použ́ıt i pro př́ıpad s reálnými kořeny ve
jmenovateli, pokud dáme logaritmovaný výraz do absolutńı hodnoty. V př́ı-
padě 3 také můžeme postup použ́ıt s reálnými kořeny ve jmenovateli, ale
dojdeme k integrálu

∫
1

y2−a2 dy.

Př́ıklad na doplněńı na čtverec. Chceme spoč́ıtat integrál∫
1

x2 + 3x+ 4
dx

Doplńıme na čtverec výraz ve jmenovateli x2 + 3x = (x + 3/2)2 − 9/4, do-
sad́ıme do integrálu a přitom sečteme −9/4+4. Dostaneme

∫
1

(x+3/2)2+7/4
dx.

Nyńı použijeme vzorec
∫

1
y2+a2

dy = 1
a

arctg y
a

pro a =
√

7/4 =
√

7/2 a se

substitućı y = x + 3/2. Dostaneme výsledek (který můžeme zkontrolovat
zderivováńım) ∫

1

x2 + 3x+ 4
dx =

2√
7

arctg
2x+ 3√

7

Ještě zbývá uvést vzorce pro př́ıpad, že má jmenovatel násobné komplexńı
kořeny. Kladné přirozené n je násobnost těchto kořen̊u.

5.
∫ (

1
(x2+px+q)n

)′
dx = 1

(x2+px+q)n

6.
∫ (

x
(x2+px+q)n

)′
dx = x

(x2+px+q)n
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3.3 Úlohy na procvičeńı

1. Ukažte platnost vzorc̊u 1, 2, 4 z kapitoly 3.2.

2. Napǐste vzorce 5, 6 z kapitoly 3.2 (tj. spoč́ıtejte derivace v integrálu).

3. Nalezněte primitivńı funkci k x 7→ 1
x2−6x+12

. Určete interval k této
primitivńı funkci.

4. Určete primitivńı funkci k x 7→ 8
x2−4 na (−2, 2).

5. Určete primitivńı funkci k x 7→ x4

(x2+4)2
na R.


