Kapitola 3

Integrace racionalni funkce

Ptipomeneme na piikladech vybrané pojmy: polynom (mnohoclen), raciondl-
ni funkce, ryze lomend raciondlni funkce, parcidlni zlomek.

Raciondlni funkce je naptiklad

115

4 —1

Vydélenim dostaneme soucet polynomu a ryze lomené funkce — ta ma v cita-
teli polynom nizsiho stupné nez ve jmenovateli.

1'5 T

x4—1:x+x4—1

Parcidlnimi zlomky pak v tomto prpadé jsou

1 1 1 T
z+1 -1 2241 2241

Parcidlni zlomky budeme rozlisovat podle kofenu jmenovatele — podle
toho, zda jsou kofeny realné nebo komplexni a zda jsou jednonasobné ¢i
vicenasobné.

1. Jednondsobny redlny kofen: ——
xr+a

2. Vicendsobny redlny kofen s nésobnosti n € N, n > 1: m

3. Jednonasobné komplexni koreny: proR——
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4. Vicenasobné komplexni kofeny s nésobnosti n € N, n > 1: ot

V pripadé komplexnich kotent je standardné v ¢itateli parcidlntho zlomku
bud 1 nebo z. My ukdZeme, Ze je mozné &itatele volit vhodnéji s ohledem na
snazsi vypocet integralu.

3.1 Rozklad na soucet parcialnich zlomku

Pripomeneme na prikladu rozklad na soucet parcidlnich zlomki. Vezmene
funkci z predchozi kapitoly a vyjadiime ji jako linedrni kombinaci parcialnich
zlomku

x A B C Dz

m4—1:x+1+x—1+x2+1+x2—|—1

Nasim ukolem je nyni spocitat takové hodnoty ¢isel A az D, aby se vyrazy
rovnaly pro vSechna realna xr mimo kofeny jmenovatele. Roznasobime spo-
leénym jmenovatelem a dostaneme rovnici

r=Alx—1) (2> + 1)+ Bz + 1)(z* + 1) + O(z* — 1) + Dx(2? — 1)

Po tpravé — roznasobeni zavorek a vytknuti koeficientu A az D — dostaneme
r=A@" -2 +2 -1+ B@*+2*+2r+1)+C@*—1)+ D@ — 1)

Pripomenme, ze hledame hodnoty ¢isel A az D takovych, ze dand rovnice
je splnéna pro nekonecné mnoho x. To je mozné jen pokud se vSechny cleny
na levé a pravé strané odeCtou a po upravé vyjde rovnice 0 = 0. Odtud
dostaneme rovnice pro A az D — porovname koeficienty u stejnych mocnin
na levé a pravé strané.

0 = A+B+D
0 = -A+B+C
1 = A+B-D
0 = -A+B-C

Soustavu vyftesime nékterou metod linedrni algebry a dostaneme A =
B=31,C=0,D=—1.

T 1

1
1
nodussich vyrazu.
x° 1/4 1/4 —x/2
/A, 14, —af

:174—1:x+:v+1 r—1 2241
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Priiklad s nasobnymi komplexnimi koreny. Rozlozime na parcialni zlomky a
nasledné zintegrujeme vyraz
472
(24 1)2
Standardni parcialni zlomky jsou

A Bx C Dx

3.1
x2+1+x2+1+(x2+1)2+(x2—|—1)2 (3:-1)

Protoze tyto zlomky budeme integrovat, je vhodnéjsi zvolit parcialni zlomky

jinak
A Bz 1 ' x '
C|—=— D 3.2
x2—|—1+x2+1+ (x2+1)+ <x2+1) (3:2)

Zderivujme vyrazy a napiSme rovnici

42 A Bz —2Cx D(1 — z?)

(:z;2—|—1)27$2+1+x2+1+(:c2+1)2+ (2 +1)?

Po upravé dostaneme
42* = A(2® + 1) + Ba(2® + 1) — 2Cz + D(1 — 2?)

odtud dostaneme soustavu rovnic pro ¢isla A az D

0 B

4 = A-D
0 = B-2C
0 = A+D

Soustava ma feseni A = 2, B = 0, C = 0, D = —2. Odtud dostaneme
parcialni zlomky
42° 2 —2z 1\’
(z2+1)2  22+1 * (x2+1>

42 2
/md$ = 2arctg(m) — x2 T 1

a integral

Poznamenejme, ze vztahy (3.1), (3.2) se lisi volbou jiné baze vektorového
prostoru vyrazu.
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3.2 Integrace parcialnich zlomku

Napiseme nékolik vzorcu. V kapitole loh na procviceni pak nechame ctenari
vzorce zderivovanim overit.

1. [ —=dz=log|z +al

1 -1
2. f ra)” dz = Tt Pron € N,n>1

3. J mdm pro jmenovatele bez redlnych kofenu. Jmenovatele do-
dy. Viz

plnime na ¢tverec a substituc{ pfevedeme na integral [
priklad dole.

1
y2+a2

4. [ xff;’jrq dz = log(z* + pr + q) také pro jmenovatele bez redlnych

kofenti.

Poznamka. V piipadé 4 lze vzorec pouzit i pro piipad s redlnymi koteny ve
jmenovateli, pokud dame logaritmovany vyraz do absolutni hodnoty. V pfi-
padé 3 také muzeme postup pouzit s redlnymi kofeny ve jmenovateli, ale
dojdeme k integralu f - a2 dy.

Piiklad na doplnéni na ¢tverec. Chceme spocitat integral

1
—d
/x2+3x+4 o

Doplnime na ¢tverec vyraz ve jmenovateli 2% + 3z = (z + 3/2)% — 9/4, do-

sadfme do integralu a pfitom secteme —9/4+4. Dostaneme [ m dz.

Nyni pouzijeme vzorec fﬁdy = Larctg? pro a = \/7/4 = VT7/2 a se
substituci y = x + 3/2. Dostaneme vysledek (ktery muzeme zkontrolovat

zderivovanim)
/ 1 d 2 ; 2z + 3
——— dr = —=arc
22+ 37 + 4 VoA

Jesté zbyva uvést vzorce pro piipad, ze ma jmenovatel ndsobné komplexni
koteny. Kladné prirozené n je ndsobnost téchto korent.

_ 1
5. f<x2+pz+q ) 4 = Grergn

6. f ( ac?+pac+q) ) dz = m
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3.3 Ijlohy na procviceni

1.

2.

Ukazte platnost vzorcu 1, 2, 4 z kapitoly 3.2.
Napiste vzorce 5, 6 z kapitoly 3.2 (tj. spocitejte derivace v integralu).

Naleznéte primitivni funkci k x — m. Urcete interval k této
primitivni funkei.

Urcete primitivnf funkei k 2 — —*~ na (—2,2).

Urcete primitivni funkei k x — ﬁ na R.



