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Ukazeme, ze I4(f, a, b) < Ix(f, a, b):

Ukazali jsme, Ze pro libovolna dvé déleni Dy, D, intervalu [a, b]
plati s(f, D1) < S(f, D). Proto je s(f, D1) dolni hranici mnoZziny
hornich souttl. Protoze I5(f, a, b) je nejvétsi dolni hranici mnoZiny
hornich souttd, je s(f, D1) < Iy(f, a, b).

ProtoZe tato nerovnost plati pro viechny dolni soutty, je I4(f, a, b)
horn{ hranici mnoZiny dolnich souttt, a protoze je I4(f, a, b)
nejmensi horni hranici mnoZiny dolnich souctd, je

I4(f,a,b) < In(f,a,b).



P¥iklad funkce d (Dirichletova funkce), pro kterou je
14(d,0,1) < In(d,0,1):

|1 xe€Q
d(x)_{ 0 x¢Q

KaZdy neprazdny interval obsahuje raciondlni i iraciondlni &islo,
proto je m;j =0, M; = 1 pro v8echna i

M; = sup{d(x) : x € [xj, xi21]} = 1

/ m; = inf{d(x) : x € [x;, x;41]} =0

;
X TXi1 1

i

a odtud plyne s(f,D) = 37"} (xi11 — x))m; =0 a
S(f,D) = 37 (xie1 — X )Mi = 37 (i1 — xi) = xn — x0 = 1 pro libovolné
d&leni D intervalu [0, 1].
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Definice Riemannova integralu

Funkci f definovanou a omezenou na intervalu [a, b] nazveme
Riemannovsky integrovatelnou, pokud se rovnaji dolni a hornf
Riemanntv integrél funkce f p¥es interval [a, b], formdIn& zapséno,
pokud plati

I4(f,a, b) = In(f, a, b).

Spole¢nou hodnotu dolniho a horniho integralu nazyvdame
Riemannovym integrdlem funkce f pFes interval [a, b], znatime jej]
(R) fab f(x)dx, n&kdy téz (R) fab f a pokud nehrozi zdména, tak
JPF(x)dx &itéz [P F.
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Lemma o Riemannovské integrovatelnosti

Funkce f je na intervalu [a, b] Riemannovsky integrovatelnd pravé
kdyZ ke kazdému € > 0 existuje déleni D intervalu [a, b] takové, Ze

S(f,D) — s(f,D) < ¢ (1)

Obrazek demonstruje ge-
ometricky vyznam rozdilu
horniho a dolniho sou&tu

S(f, D) — s(f, D)

Tento rozdil je roven obsahu
plochy vysrafované modve a
zaroveli nevysrafované ze-
len&.

Poletné Ize tento fakt demonstrovat na tpravé (budeme
pot¥ebovat v daldim textu):
S(f, D) = s(f, D) = 52775 (xien = )My — 755" (e — xi)mi = 0750 (xien = x)(M; — i)
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Hlavni myslenka diikazu pak vychazi z toho, Ze rozdil mezi hornim
a dolnim sou¢tem je alespoii takovy jako rozdil mezi hornim a
dolnim integralem: S(f, D) — s(f, D) > In(f, a, b) — I4(f,a,b) a Ze volbou
dostatedné jemného déleni D se miizeme libovolné blizko pFibliZit
rovnosti.

DUKAZ LEMMATU. Dolni Riemanniv integral I,(f, a, b) je
supremem dolnich sou&td, proto pro dolni soutet s(f, D) plati
s(f,D) < I4(f, a, b).

Podobn& pro horni sou¢et a horni integrdl (infimum):

S(f,D) > In(f, a, b).

Prvni nerovnost vyndsobime —1 a obé nerovnosti se¢teme.
Dostaneme

S(f,D) —s(f,D) > Iy(f,a, b) — I4(f, a, b)

Odtud a z (1) plyne In(f, a, b) — I4(f, a, b) < € pro libovoln& malé
e > 0, zéroveii vime, Ze rozdil I4(f,a, b) — l4(f, a, b) je nezdporny,
proto je I(f, a, b) — l4(f, a, b) = 0. Odtud plyne Riemannovska
integrovatelnost funkce f na [a, b].
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Opand implikace: je-li f Riemannovsky integrovatelnd na [a, b], je
fab f = In(f,a,b) = I4(f,a,b). Integrdl fab f je tedy zdrovei
supremem dolnich souéti a infimem hornich sou¢ti. Zvolme £ > 0.
fab f — /2 je mendi neZ nejmensdi horni hranice dolnich soutti,
neni tedy horni hranici dolnich soultl a tedy existuje déleni Dy, Ze

S(f,D1)>/bf—€/2

Podobné z definice infima dostaneme existenci déleni Dy spliiujici

b
S(f,D2)</ f+e/2
a
Pro dé&leni D = D; U D, jsme ukazali d¥ive s(f, D) > s(f, Dy),
S(f,D) < s(f, D). Odtud plyne

b b
S(. D) >/ f_e/2  S(f.D) </ fie)2
a a
Levou nerovnost vyndsobime —1 a nerovnosti se¢teme. Dostaneme
S(f,D)—s(f,D) < ¢
O
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Riemannovska integrovatelnost spojité funkce
Funkce spojitd na intervalu [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelnd

DUKAZ. Zvolime £ > 0 a ni%Ye dokdZeme, e existuje dé&leni D
intervalu [a, b], takové, Ze

S(f,D) — s(f,D) < &,

tim bude dilkaz za pouZiti pfedchoziho lemmatu dokonéen.

Ze spojitosti v bod& ¢ € [a, b] plyne ke kazdému ¢ > 0 existence

d >0, ze pro x € Us(c) NJa, b] plati f(x) € U(f(c)).

f(c)+¢e Proxe Us(c) je

f(x) > f(c) — ¢, &slo napravo
je tedy dolni hranice funké&nich
hodnot na Us(c), a proto je
: mensi nebo rovno neZ nejvétsi
C dolni hranice, tedy

f(c)—e <m=inf{f(x): x € Us(c)} (2)
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Podobn& dostaneme nerovnost mezi horni hranici f(c) + ¢ a
nejmensi horni hranici M

f(c)+e>M=sup{f(x): x e Us(c)} (3)

Nerovnost (2) vyndsobime —1 a se¢teme s nerovnosti (3).
Dostaneme
26 >M—m

Za diikazem je poznamka o stejnomérné spojitosti — uvidime, Ze

z té pro nasi funkci plyne, Ze k danému € > 0 je mozné zvolit

d > 0 stejné pro viechna c € [a, b].

Zvolme déleni o 3ifce intervall rovné § (kromé& moZnd, posledniho
dilku, ktery mize byt kratsi.

Xo = a X1 =a+d xp=a+20 x3=a+38 ... ) X6 = b

Pak je M; — m; < 2e. Zde pouZijeme Upravu za formulaci lemmatu:

n—1

S(f,D) — s(f, D) Z xi+1 — xi))(M; — m;) < Z(X,-H — xj)2e = 2(b — a)e
i=0 i=0
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Mdme tedy nerovnost

S(f,D) —s(f,D) < 2(b — a)e
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Mdme tedy nerovnost

S(f,D) —s(f,D) < 2(b — a)e

K dokonceni ditkazu zbyva zvolit € tak, aby platilo 2(b — a)e < &.
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Mdme tedy nerovnost

S(f,D) —s(f,D) < 2(b — a)e

K dokonceni ditkazu zbyva zvolit € tak, aby platilo 2(b — a)e < &.
Toho dosahneme napftiklad volbou « = &/(3(b — a)):
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Mdme tedy nerovnost

S(f,D) —s(f,D) < 2(b — a)e

K dokonceni ditkazu zbyva zvolit € tak, aby platilo 2(b — a)e < &.
Toho dosahneme napftiklad volbou « = &/(3(b — a)):

S(f,D) —s(f,D) <2(b—a)e =2(b—a)zpm =5 <€
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Stejnomérna spojitost funkce.

Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu |, pokud plati

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx1,x2 € I)(Jx1 — x2| <0 = |f(x1) — f(x2)] < &)
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Stejnomérna spojitost funkce.

Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu |, pokud plati
(Ve > 0)(35 > 0)(Vx1, x2 € N(Jx1 — x| < d = |f(x1) — F(x)| < ¢)

Na obrdazku ukdZeme, Ze funkce spojitd na otevfeném intervalu
nemusi byt na tomto intervalu stejnomérné spojita.
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Stejnomérna spojitost funkce.

Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu |, pokud plati
(Ve > 0)(35 > 0)(Vx1, x2 € N(Jx1 — x| < d = |f(x1) — F(x)| < ¢)

Na obrdazku ukdZeme, Ze funkce spojitd na otevfeném intervalu
nemusi byt na tomto intervalu stejnomérné spojita.

UvaZujme interval (a,b) a funkci s nevlastni li-
mitou v bod& a zprava.
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Stejnomérna spojitost funkce.

Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu |, pokud plati
(Ve > 0)(35 > 0)(Vx1, x2 € N(Jx1 — x| < d = |f(x1) — F(x)| < ¢)

Na obrdazku ukdZeme, Ze funkce spojitd na otevfeném intervalu
nemusi byt na tomto intervalu stejnomérné spojita.

UvaZujme interval (a,b) a funkci s nevlastni li-
mitou v bod& a zprava. Na obrdzku jsou na ose
y vyznalena dvé& okoli o stejné Sifce (tedy od-
povidajici stejnému ¢ > 0).
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Stejnomérna spojitost funkce.

Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu |, pokud plati
(Ve > 0)(35 > 0)(Vx1, x2 € N(Jx1 — x| < d = |f(x1) — F(x)| < ¢)

Na obrdazku ukdZeme, Ze funkce spojitd na otevfeném intervalu
nemusi byt na tomto intervalu stejnomérné spojita.

UvaZujme interval (a,b) a funkci s nevlastni li-
mitou v bod& a zprava. Na obrdzku jsou na ose
y vyznatena dv& okoli o stejné ¥ifce (tedy od-
povidajici stejnému ¢ > 0). Funkce je na (a, b)
spojitd, to zaruluje existenci okoli vyznacenych na
ose X.
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Stejnomérna spojitost funkce.

Funkci f nazveme stejnomérné spojitou na intervalu |, pokud plati
(Ve > 0)(35 > 0)(Vx1, x2 € N(Jx1 — x| < d = |f(x1) — F(x)| < ¢)

Na obrdazku ukdZeme, Ze funkce spojitd na otevfeném intervalu
nemusi byt na tomto intervalu stejnomérné spojita.

UvaZujme interval (a,b) a funkci s nevlastni li-
mitou v bod& a zprava. Na obrdzku jsou na ose
y vyznatena dv& okoli o stejné ¥ifce (tedy od-
povidajici stejnému ¢ > 0). Funkce je na (a, b)
spojitd, to zaruluje existenci okoli vyznalenych na
ose x. Z obrdzku vidime, Ze Sitka okoli na ose x
se s priblizovanim k ose y zmenSuje a neni tedy
pravda, Ze k danému € > 0 existuje § > 0 spole¢né
pro vdechna okoli U.(f(c)).
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Jiné je to s uzavienym intervalem. Bez diikazu uvedeme znéni véty:
Funkce spojitd na uzavFeném intervalu [a, b] je na ném
stejnomérné spojita.

Tato véta je potfebnd k ditkazu Riemannovské integrovatelnosti
funkce spojité na uzavfeném intervalu. A Riemannovska
integrovatelnost je potfebna k diikazu existence primitivni funkce
ke spojité funkci (tentokrdt na otevfeném intervalu — at nemusime
¥edit zvlast krajni body, kde by mé&lo smysl uvaZovat jen
jednostranné derivace).

Dalsi véta je pfimym ddsledkem definic:
Funkce stejnomérné spojita na intervalu | je na ném spojita.

Stejnomé&rnd spojitost zaruéuje k € > 0 stejné § > 0 pro vsechna
c € |. P¥i dikazu spojitosti stati k ¢ € I, € > 0 vzit toto 9.
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