Vlastnosti Riemannova a Newtonova integrélu
V dal$im ptedpokldddme, Ze a,b € R, a < b, v pfipadé Newtonova
integralu pfipoustime i a = —oo, b = +00. U Newtonova integrélu
navic predpokldddme, Ze nabyva kone&nych hodnot (pro
Riemanniv integrél je to samoziejmé).

» Aditivita vzhledem k integraénimu oboru: pro c € (a, b) plati

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx

» Aditivita vzhledem k integrované funkci:

/ab f(x)+g(x)dx = /ab f(x)dx+/abg(x)dx

> Linearita vzhledem k integrované funkci: pro o, 8 € R platf

/abaf(x)-i-ﬂg(x)dx :a/ab f(x)dx—l—ﬂ/abg(x)dx



Vlastnosti Riemannova a Newtonova integralu —
pokracovani

» Nezdpornost integralu: pro funkci f nezdpornou na intervalu
[a, b], tedy za pFedpokladu, Ze pro x € [a, b] plati f(x) > 0 je
i integrdl nezdporny, tedy fab f(x)dx > 0.

» Monotonie integralu: pro f > g, tedy za pfedpokladu, Ze pro
x € [a, b] plati f(x) > g(x) plati

/ab F(x) dx > /abg(x)dx

» Integral z konstantni funkce: pro k € R plati

/abkdx:k(b—a)

Zde pro pfipad b — a = +00, k = 0 definujeme 0 X co = 0.



Poznamky:

>

Prvni t¥i vlastnosti (ob& aditivity a linearita) plati za
predpokladu, Ze ma alesponi jedna strana smysl. Zpravidla je
pouZivame tak, Ze spolitdme pravou stranu a prohldsime ji za
vysledek levé strany.

Rozmyslete si, Ze aditivita vzhledem k integranimu oboru
plati i v pfipadé ¢ = a a ¢ = b za pFedpokladu, Ze definujeme
[2f(x)dx = 0.

Vyjadfite-li z pravé strany jeden z integrdld, naptiklad

/:f(x)dx:/abf(x)dx—/cbf(x)dx

dosdhneme formdlné stejného tvaru jako vlastnost na
ptedchozim slajdu, pokud definujeme

b
[s f(x)dx = — [ f(x)dx.
Aditivita vzhledem k integraénimu oboru je pro oba integrdly
pfimo¢arym disledkem jejich definice.



Aditivita vzhledem k integrované funkci je pro Newtoniv
integral pfimofarym dlsledkem jeho definice.

Dakaz aditivity vzhledem k integrované funkci je pro
Riemanniiv integrdl méné pfimocary, vénujeme mu nasledujici
slajd.

Linearita je pak pro oba integraly snadnym disledkem aditivity
a definice integralu. Rozmyslete si, Ze stali ukdzat

/abaf(x)dx:a/abf(x)dx



» K aditivité Riemannova integradlu vzhledem k integrované
funkci:
Z vlastnosti suprema a infima se odvodi nerovnosti

Ih(f+g7av b)
ld(f+g>av b)

In(f,a,b) + In(g, a, b)

<
> Iq(f,a,b) + la(g, a, b)

To, ze v uvedenych nerovnostech nemusi platit rovnost
ukdzeme volbou f = d (Dirichletova funkce), g =1 — d (tedy
1 pro iraciondlni &isla a 0 pro racionalni), pak je f + g = 1.

V prvnim vztahu mame 1 < 2, ve druhém 1 > 0.

Aditivitu pak dostaneme z nerovnosti

lh(fva7 b) + Ih(gva> b) > Ih(f+g7av b) > Id(f+gva> b) >
> Id(faa7b)+ld(g7aa b)

a z predpokladu Iy(f, a,b) = I4(f, a, b) a stejného vztahu pro
funkci g.



» Pozitivita pro Newtoniv integral je procviceni zakladi
diferencialniho pottu: je-li f nezdporna na [a, b] a F je jeji
primitivni funkce, pak je F neklesajici na [a, b], a tedy
limy_, 5+ f(x) < lim_,,- f(x) a odtud plyne, Ze Newtoniv
integral z f je na [a, b] nezdporny.

» Pozitivita pro Riemann(v integral: vSechny dolni i horni souéty
jsou nezdporné, tedy i jejich supremum a infimum je
nezdporné, a tedy i Riemanniyv integral je nezdporny.

» Monotonie plyne pro oba integrdly linearity a z monotonie:
je-li f > g na [a, b], pak je f — g > 0 na [a, b], z monotonie je
pak fabf—g > 0, z linearity fabf—g = fabf— fabg a odtud
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