
Lemma o Riemannovské integrovatelnosti

Funkce f je na intervalu [a, b] Riemannovsky integrovatelná právě

když ke každému ε > 0 existuje děleńı D intervalu [a, b] takové, že

S(f ,D)− s(f ,D) < ε (1)

Obrázek demonstruje ge-
ometrický význam rozd́ılu
horńıho a dolńıho součtu

S(f ,D)− s(f ,D)

Tento rozd́ıl je roven obsahu
plochy vyšrafované modře a
zároveň nevyšrafované ze-
leně.

Početně lze tento fakt demonstrovat na úpravě (budeme
poťrebovat v daľśım textu):
S(f ,D) − s(f ,D) =

∑n−1
i=0

(xi+1 − xi )Mi −
∑n−1

i=0
(xi+1 − xi )mi =

∑n−1
i=0

(xi+1 − xi )(Mi − mi )
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Hlavńı myšlenka důkazu pak vycháźı z toho, že rozd́ıl mezi horńım
a dolńım součtem je alespoň takový jako rozd́ıl mezi horńım a
dolńım integrálem: S(f ,D)− s(f ,D) ≥ Ih(f , a, b)− Id (f , a, b) a že volbou
dostatečně jemného děleńı D se můžeme libovolně bĺızko přibĺıžit
rovnosti.

Důkaz lemmatu. Dolńı Riemannův integrál Id (f , a, b) je
supremem dolńıch součt̊u, proto pro dolńı součet s(f ,D) plat́ı
s(f ,D) ≤ Id (f , a, b).
Podobně pro horńı součet a horńı integrál (infimum):
S(f ,D) ≥ Ih(f , a, b).
Prvńı nerovnost vynásob́ıme −1 a obě nerovnosti sečteme.
Dostaneme

S(f ,D)− s(f ,D) ≥ Ih(f , a, b)− Id (f , a, b)

Odtud a z (1) plyne Ih(f , a, b)− Id (f , a, b) < ε pro libovolně malé
ε > 0, zároveň v́ıme, že rozd́ıl Ih(f , a, b)− Id (f , a, b) je nezáporný,
proto je Ih(f , a, b)− Id (f , a, b) = 0. Odtud plyne Riemannovská
integrovatelnost funkce f na [a, b].
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Opačná implikace: je-li f Riemannovsky integrovatelná na [a, b], je∫
b

a
f = Ih(f , a, b) = Id (f , a, b). Integrál

∫
b

a
f je tedy zároveň

supremem dolńıch součt̊u a infimem horńıch součt̊u. Zvolme ε > 0.∫
b

a
f − ε/2 je menš́ı než nejmenš́ı horńı hranice dolńıch součt̊u,

neńı tedy horńı hranićı dolńıch součt̊u a tedy existuje děleńı D1, že

s(f ,D1) >

∫
b

a

f − ε/2

Podobně z definice infima dostaneme existenci děleńı D2 splňuj́ıćı

S(f ,D2) <

∫
b

a

f + ε/2

Pro děleńı D = D1 ∪D2 jsme ukázali dř́ıve s(f ,D) ≥ s(f ,D1),
S(f ,D) ≤ s(f ,D2). Odtud plyne

s(f ,D) >

∫
b

a

f − ε/2 S(f ,D) <

∫
b

a

f + ε/2

Levou nerovnost vynásob́ıme −1 a nerovnosti sečteme. Dostaneme

S(f ,D)− s(f ,D) < ε

�
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Riemannovská integrovatelnost spojité funkce
Funkce spojitá na intervalu [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelná

Důkaz. Zvoĺıme ε̃ > 0 a ńıže dokážeme, že existuje děleńı D
intervalu [a, b], takové, že

S(f ,D)− s(f ,D) < ε̃,

t́ım bude důkaz za použit́ı předchoźıho lemmatu dokončen.

Ze spojitosti v bodě c ∈ [a, b] plyne ke každému ε > 0 existence
δ > 0, že pro x ∈ Uδ(c) ∩ [a, b] plat́ı f (x) ∈ Uε(f (c)).

c

f (c) + ε

f (c)

f (c)− ε

Pro x ∈ Uδ(c) je
f (x) > f (c) − ε, č́ıslo napravo
je tedy dolńı hranice funkčńıch
hodnot na Uδ(c), a proto je
menš́ı nebo rovno než největš́ı
dolńı hranice, tedy

f (c)− ε ≤ m ≡ inf{f (x) : x ∈ Uδ(c)} (2)
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Podobně dostaneme nerovnost mezi horńı hranićı f (c) + ε a
nejmenš́ı horńı hranićı M

f (c) + ε ≥ M ≡ sup{f (x) : x ∈ Uδ(c)} (3)

Nerovnost (2) vynásob́ıme −1 a sečteme s nerovnosti (3).
Dostaneme

2ε ≥ M −m

Za důkazem je poznámka o stejnoměrné spojitosti – uvid́ıme, že
z té pro naši funkci plyne, že k danému ε > 0 je možné zvolit
δ > 0 stejné pro všechna c ∈ [a, b].
Zvolme děleńı o š́ı̌rce interval̊u rovné δ (kromě, možná, posledńıho
d́ılku, který může být kratš́ı.

x0 = a x1 = a + δ x2 = a + 2δ x3 = a + 3δ . . . x6 = b

Pak je Mi −mi ≤ 2ε. Zde použijeme úpravu za formulaćı lemmatu:

S(f ,D)− s(f ,D) = · · · =

n−1∑

i=0

(xi+1 − xi )(Mi −mi ) ≤

n−1∑

i=0

(xi+1 − xi )2ε = 2(b − a)ε
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Máme tedy nerovnost

S(f ,D)− s(f ,D) ≤ 2(b − a)ε
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Máme tedy nerovnost

S(f ,D)− s(f ,D) ≤ 2(b − a)ε

K dokončeńı důkazu zbývá zvolit ε tak, aby platilo 2(b − a)ε < ε̃.
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Máme tedy nerovnost

S(f ,D)− s(f ,D) ≤ 2(b − a)ε

K dokončeńı důkazu zbývá zvolit ε tak, aby platilo 2(b − a)ε < ε̃.
Toho dosáhneme např́ıklad volbou ε = ε̃/(3(b − a)):
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Máme tedy nerovnost

S(f ,D)− s(f ,D) ≤ 2(b − a)ε

K dokončeńı důkazu zbývá zvolit ε tak, aby platilo 2(b − a)ε < ε̃.
Toho dosáhneme např́ıklad volbou ε = ε̃/(3(b − a)):

S(f ,D)− s(f ,D) ≤ 2(b − a)ε = 2(b − a) ε̃
3(b−a) =

2ε̃
3 < ε̃
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